Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 266, 2000 g.

S. ı. Orevkov, V. M. Harlamov

POR˚DOK ROSTA QISLA KLASSOV VEWESTVENNYH PLOSKIH ALGEBRAIQESKIH KRIVYH PRI VOZRASTANII STEPENI

Qto my znaem o lise? Niqego! I to — ne vse.

B. Zahoder. MohnataØ azbuka

Vvedenie

Ploskie algebraiqeskie krivye i proektivnye algebraiqeskie giperpoverhnosti sostavlØ¸t predmet 16-æ problemy Gil~- berta. Oni estestvennym obrazom ob¨edinØ¸tsØ v semeæstva – prostranstva odnorodnyh mnogoqlenov. �ti prostranstva numeru¸tsØ qislom n + 1 ¿ 2 odnorodnyh peremennyh i stepen~¸

d ¿ 1 mnogoqlenov, i ØvlØ¸tsØ proektivnymi prostranstvami

P^N , gde N = N (n, d) − 1, N (n, d) = (_{n+d} d ) – qislo kofffficientov u obwego odnorodnogo mnogoqlena stepeni d ot n + 1 peremennoæ. Takomu prostranstvu estestvenno sopostavit~ universal~- nu¸ giperpoverhnost~ Γ ⊂ P^N × P^n = {(p, x) | p(x) = 0}, ØvlØ¸wu- ¸sØ neosobym mnogoobraziem, i proekci¸ pr : Γ → P^N . Mnoßestvo kritiqeskih znaqeniæ D ⊂ P^N proekcii pr nazyvaetsØ diskriminantnoæ giperpoverhnost~¸: p ∈ D togda i tol~ko togda, kogda giperpoverhnost~ p = 0 osoba v P^n, i semeæstvo

Γ^0 = pr^{−1}(P^N \ D) → P^N \ D, inducirovannoe nad P^N \ D, ØvlØet-

sØ deformacieæ: pr |_Γ0 est~ sobstvennaØ submersiØ.

Prostranstvo kompleksnyh toqek mnogoobraziØ P^N \D svØzno, iz qego sleduet, qto nad C vse neosobye giperpoverhnosti odinakovoæ stepeni (i odinakovoæ razmernosti) diffeomorfny. Nad R situaciØ soverxenno inaØ: naqinaØ s d ¿ 2, P^NR \ DR nesvØzno (zdes~ i dalee qerez XR oboznaqaetsØ mnoßestvo vewestvennyh toqek mnogoobraziØ X). Po tradicii, ßestkoæ izotopieæ ili vewestvennoæ deformacieæ my budem nazyvat~ nepreryvnyæ put~ v P^NR \ DR; sootvetstvenno, dve vewestvennye giperpoverhnosti ßestko izotopny ili vewestvenno deformacionno ffkvivalentny, esli oni soedineny ßestkoæ izotopieæ. Prosteæxim 218

POR˚DOK ROSTA QISLA KLASSOV 219 invariantom ßestkoæ izotopii ØvlØetsØ topologiqeskiæ tip vewestvennoæ qasti giperpoverhnosti. S ego pomow~¸ legko dokazyvaetsØ vyxeupomØnutaØ nesvØznost~ dlØ l¸boæ razmernosti i stepeni ¿ 2.

Umestno zametit~, qto nad R opredelenie diskriminanta D moßno ponimat~ dvumØ raznymi sposobami: p ∈ D, esli p = 0 imeet vewestvennu¸ osobu¸ toqku, ili p ∈ D, esli p = 0 imeet kompleksnu¸ osobu¸ toqku. My predpoqitaem vtoroe, bolee obweprinØtoe, opredelenie, kotoroe ffkvivalentno tomu, qtoby rassmatrivat~ vewestvennyæ diskriminant kak mnoßestvo vewestvennyh toqek DR ⊂ P^NR kompleksnogo diskriminanta (i kotoroe daet diskriminant opredelennyæ nad Z). Faktiqeski, dlØ naxih celeæ (sm. niße) ffto bezrazliqno: dopolnenie k drugomu diskriminantu soderßitsØ v P^NR \ DR, priqem vloßenie induciruet vzaimno-odnoznaqnoe sootvetstvie meßdu komponentami svØznosti, poskol~ku raznost~ dvuh diskriminantov imeet razmernost~ 6 N − 2.

Gil~bert v 16-æ probleme spraxivaet o “qisle, forme i raspoloßenii vetveæ” neosoboæ vewestvennoæ algebraiqeskoæ giperpoverhnosti dannoæ razmernosti i stepeni (v deæstvitel~nosti, on upominal tol~ko ploskie krivye i poverhnosti v trehmernom prostranstve). �tot vopros bolee xiroko moßno ponimat~ kak vopros ob izuqenii deformacionnoæ ffkvivalentnosti i deformacionnyh invariantah.

Pust~ I(n, d) – qislo izotopiqeskih tipov par (P^nR, XR), gde

XR – neosobaØ giperpoverhnost~ v P^nR stepeni d, i pust~ D(n, d)

– qislo deformacionnyh klassov (ßestkih izotopiqeskih klassov). ˚sno, qto I(n, d) 6 D(n, d) < ∞. Dalee my budem qasto sokrawat~ I(2, d) i D(2, d) do I_d i D_d. (Zametim, qto pri n = 2 izotopnost~ ravnosil~na ffkvivalentnosti pri gomeomorfizme P^2R, i izotopiqeskie klassy legko kodirovat~, sm. niße.)

Qisla (i sootvetstvu¸wie klassy) I(n, d) i D(n, d) izvestny pri nekotoryh znaqeniØh (n, d):

I(1, d) = D(1, d) = [ d 2 ] + 1, I(n, 1) = D(n, 1) = 1,

I(n, 2) = D(n, 2) = n,

220 S. ı. OREVKOV, V. M. HARLAMOV i^1

d : 1 2 3 4 5 6 7 8 : I(2, d) : 1 2 2 6 8 56 121 ¿ 2500

I(3, d) : 1 3 5 111 ¿ 3000 : D(2, d) − I(2, d) : 0 0 0 0 1 8 ¿ 570

D(3, d) − I(3, d) : 0 0 0 55

DlØ b&ol~xih stepeneæ i razmernosteæ izvestno oqen~ nemnogo. Naskol~ko my znaem, daße asimptotiqeskoe povedenie veliqin I(n, d) i D(n, d) nikogda sistematiqeski ne izuqalos~, i v nastoØweæ stat~e my popytalis~ sformulirovat~ osnovnye voprosy i dat~ nekotorye otvety, kasa¸wiesØ asimptotiki s toqnost~¸ do slaboæ ffksponencial~noæ ffkvivalentnosti (sm. opredelenie niße). Qut~ glubße udalos~ prodvinut~sØ v sluqae ploskih krivyh, gde, v qastnosti, my daem asimptotiku dlØ I(2, d) i dlØ qisla izotopiqeskih klassov maksimal~nyh krivyh, realizuemyh T -krivymi, i pokazyvaem, qto ni odno iz izvestnyh ograniqeniæ ne ØvlØetsØ asimptotiqeski znaqimym. OboznaqeniØ. Pomimo obyqnogo ponØtiØ ffkvivalentnosti posledovatel~nosteæ (a_m ∼ b_m, esli lim_{m→∞} a_m/b_m = 1), my budem qasto pol~zovat~sØ slaboæ ffkvivalentnost~¸

a_m ≍ b_m, esli a_m = O(b_m) i b_m = O(a_m),

a takße ffksponencial~noæ ffkvivalentnost~¸ (a_m ∼_e b_m, esli

log a_m ∼ log b_m) i ffksponencial~noæ slaboæ ffkvivalentnost~¸

(a_m ≍_e b_m, esli log a_m ≍ log b_m).

Primer. m! ≍_e m^m (po formule Stirlinga); (m^2)^{m2} ≍_e m^{m2} .

Mnoßestvo vewestvennyh toqek AR vewestvennoæ neosoboæ ploskoæ krivoæ A ⊂ P^2 libo pusto, libo predstavlØet soboæ kompaktnoe neosoboe odnomernoe podmnogoobrazie v P^2R. L¸boe

1Ocenku I(3, 5) ¿ 3000 nedavno anonsiroval B. Xeval~e (qastnoe soobwenie).

POR˚DOK ROSTA QISLA KLASSOV 221 kompaktnoe neosoboe odnomernoe podmnogoobrazie C v P^2R sostoit iz koneqnogo qisla nepereseka¸wihsØ vloßennyh okrußnosteæ. My nazovem Z/2-stepen~¸ krivoæ C realizuemyæ eæ fflement gruppy H_1(P^2R; Z/2) = Z/2. Esli on raven nul¸, vse okrußnosti dvustoronnie. V protivnom sluqae krivaØ imeet odnu i tol~ko odnu odnostoronn¸¸ komponentu. V algebraiqeskom sluqae (kogda C = AR) krivaØ realizuet nul~ togda i tol~ko togda, kogda ee stepen~ qetna.

Dvustoronnie okrußnosti nazyva¸tsØ ovalami. L¸boæ oval delit P^2R na dve qasti: vnutrenn¸¸, gomeomorfnu¸ disku, i vnexn¸¸, gomeomorfnu¸ listu Mëbiusa. Takim obrazom, voznikaet estestvennyæ qastiqnyæ porØdok (struktura dereva): a > b togda i tol~ko togda, kogda b leßit vnutri a. �tot porØdok i Z/2-stepen~ odnoznaqno opredelØ¸t krivu¸ s toqnost~¸ do izotopii.

SleduØ tradicii, nabor nepereseka¸wihsØ vloßennyh okrußnosteæ, rassmatrivaemyh s toqnost~¸ do izotopii v P^2R, my budem nazyvat~ vewestvennoæ shemoæ (raspoloßeniØ ovalov). L¸- baØ vewestvennaØ shema realizuema algebraiqeskoæ krivoæ. VewestvennaØ shema nazyvaetsØ shemoæ stepeni d esli ona realizuema neosoboæ krivoæ stepeni d.

My budem predstavlØt~ vewestvennu¸ shemu kornevym derevom s l + 1 verxinoæ, gde l – qislo ovalov (koren~ – ffto dopolnitel~nyæ, maksimal~nyæ, fflement; my vvodim ego dlØ luqxego sootvetstviØ s terminologieæ, ustanovivxeæsØ v kombinatorike derev~ev), a takße vloßennymi skobkami. V dal~neæxih oboznaqeniØh my sleduem stavxemu obweprinØtym pravilu, soglasno kotoromu qerez ⟨1⟨A⟩⟩ oboznaqaetsØ shema ⟨A⟩ s odnim dopolnitel~nym ovalom, ohvatyva¸wim ⟨A⟩, i qerez ⟨A ⊔ B⟩ – nesvØznaØ summa shem ⟨A⟩ i ⟨B⟩. (My budem opuskat~ Z/2-stepen~, tak kak ffto nigde ne budet vesti k nepravil~nomu ponimani¸.)

Zametim, qto v algebraiqeskom sluqae po neravenstvu Harnaka qislo ovalov ne prevoshodit^1_2 (d − 1)(d − 2) + 1, esli d qetno, i 1 2 (d − 1)(d − 2), esli d neqetno. Vewestvennye shemy s maksimal~-

nym qislom ovalov nazyva¸tsØ M -shemami, i sootvetstvu¸wie krivye nazyva¸tsØ M -krivymi. Oni suwestvu¸t dlØ l¸boæ stepeni.

Blagodarnosti. My blagodarny I. Itenbergu, M. Lifxicu, E. Xustinu i A. Verxiku, s kotorymi my obsußdali fftot krug

222 S. ı. OREVKOV, V. M. HARLAMOV zadaq. NastoØwaØ rabota vypolnena pri qastiqnoæ podderßke programmy “Arc en Ciel 2000”.

1. Vewestvennye ploskie krivye 1.1 Krivye s toqnost~¸ do izotopii. Sledu¸wee utverßdenie opisyvaet grubu¸ asimptotiku qisla krivyh, rassmatrivaemyh s toqnost~¸ do izotopii. Predloßenie 1. Id ≍_e exp(d^2).

Dokazatel~stvo. Ocenka sverhu. V silu neravenstva Harnaka, qislo ovalov ograniqeno veliqinoæ^1_2 (d − 1)(d − 2) + 1. Sledovatel~no, I_d ne prevoshodit qisla kornevyh derev~ev s^1_2 (d − 1)(d −

2) + 2 verxinami. Izvestno (sm., naprimer, [18]), qto qislo kor-

nevyh derev~ev s n verxinami ograniqeno veliqinoæ C^n dlØ nekotoroæ konstanty C. (Toqnoe znaqenie konstanty sm. v [13]; pervye neskol~ko znakov ukazany v p. 1.4 niße).

Ocenka snizu. Metodom skleivaniØ kart (metodom Viro) my induktivno dlØ kaßdogo k = 0, 1, 2, . . . postroim semeæstvo C_k poparno neizotopnyh neosobyh krivyh stepeni d_k, gde

d_0 = 6, d_{k+1} = 2d_k + 6, (1)

takim obrazom, qto mnoßestvo vewestvennyh toqek cR kaßdoæ krivoæ c iz semeæstva C_k soderßitsØ v affinnoæ ploskosti R^2.

V kaqestve C_0 vyberem po predstavitel¸ iz kaßdogo izotopiqeskogo klassa krivyh stepeni d_0 = 6 (ih moßno vybrat~ v

R^2, poskol~ku izvestno, qto vse klassy realizuemy vozmuweni-

em treh podhodØwih ffllipsov).

Posle togo, kak semeæstvo C_k postroeno, dlØ kaßdoæ krivoæ

c ∈ C_k rassmotrim krivu¸, ØvlØ¸wu¸sØ ob¨edineniem nekoto-

roæ okrußnosti, leßaweæ v poloßitel~nom kvadrante, i obraza

f(c) krivoæ c pri affinno-lineænom preobrazovanii ploskosti,

takom, qto f(cR) otobraßaetsØ vnutr~ okrußnosti. Oboznaqim qerez C^′_k mnoßestvo poluqivxihsØ krivyh stepeni d_k + 2. Zatem dlØ kaßdoæ neuporØdoqennoæ qetverki c^′_1, . . . , c^′_4 ∈ C^′_k postroim krivu¸ metodom Viro, razbivaØ treugol~nik Δ = [(0, 0), (0, 2d_k +

6), (2d_k + 6, 0)] na qetyre treugol~nika so storonoæ d_k + 2, ot-

delennyh odin ot drugogo dvumØ poloskami xiriny 1 i odnoæ poloskoæ xiriny 2 (tri iz fftih qetyreh treugol~nikov ime¸t 2 storony i odnu verxinu na ∂Δ; poloski nußny, qtoby skleit~

POR˚DOK ROSTA QISLA KLASSOV 223 meßdu soboæ sosednie karty). Pust~ N_k = Card C_k. Iz postroeniØ vidno, qto

N_{k+1} ¿ N^4_k /24. (2)

Iz sootnoxeniæ (1) i (2) indukcieæ poluqaem

d_k = 2^k · (d_0 + 6) − 6, log N_k ¿ 4^k · ( log N_0 − log 24 3 ) + log 24 3 . • 1.2 Krivye s toqnost~¸ do deformacii. Sledu¸wee predloßenie daet pervoe predstavlenie o roste qisla krivyh, rassmatrivaemyh s toqnost~¸ do ßestkoæ izotopii.

Predloßenie 2. Suwestvu¸t konstanty c1, c2 takie, qto pri

l¸bom d c_1d^2 6 log D_d 6 c_2d^2 log d.

Dokazatel~stvo. NißnØØ ocenka sleduet iz predloßeniØ 1. Po dvoæstvennosti Lefxeca–Puankare, dlØ togo qtoby dokazat~ verhn¸¸ ocenku, dostatoqno dat~ tu ße ocenku dlØ summarnogo qisla Betti mnoßestva vewestvennyh toqek DR diskriminantnoæ giperpoverhnosti osobyh krivyh stepeni d. TakaØ ocenka vytekaet, naprimer, iz neravenstva Toma–Smita: deæstvitel~- no, stepen~ h diskriminantnoæ giperpoverhnosti ravna 3(d−1)^2, i starxiæ qlen fftoæ ocenki (polinomial~noæ po h i ffksponencial~noæ po N ) est~ h^N , gde N = N (2, d)−1 = (_{d+2} d ) −1 (sm. [15]). •

Nazovem T -krivoæ stepeni d (vewestvennu¸, neosobu¸) plosku¸ krivu¸, poluqennu¸ metodom Viro iz nekotoroæ vypukloæ triangulØcii treugol~nika [(0, 0), (0, d), (d, 0)] na primitivnye (t.e. plowadi^1_2 ) treugol~niki s celoqislennymi verxinami (sm. [17, 9, 6]). Oboznaqim qerez D^T_d qislo deformacionnyh klassov, realizuemyh T -krivymi stepeni d.

Predloßenie 3. Suwestvuet konstanta c > 0 takaØ, qto

log D^T_d 6 cd^2 pri l¸bom d.

Dokazatel~stvo. Iz opisaniØ vtoriqnogo mnogogrannika, dannogo v [5], sleduet, qto vypuklaØ triangulØciØ (vypuklogo) mnogougol~nika na primitivnye celoqislennye treugol~niki odnoznaqno zadaetsØ kratnostØmi verxin triangulØcii. V naxih triangulØciØh obwee qislo verxin ravno^1_2 (d + 1)(d + 2), a qislo reber ravno^3_2 d(d+1). Znaqit, qislo vypuklyh triangulØciæ

224 S. ı. OREVKOV, V. M. HARLAMOV ograniqeno sverhu koliqestvom razbieniæ qisla 3d(d + 1) − (d +

1)(d + 2) + 3 na^1_2 (d + 1)(d + 2) celyh poloßitel~nyh slagaemyh,

qto ravno binomial~nomu kofffficientu ( 2d^2 1 2 (d + 1)(d + 2) − 1 ) ∼_e c^{12 d2} , gde c =

4^4

3^3 . Vybor znakov verxin menØet tol~ko okonqatel~nu¸ konstantu c. • 1.3 M -krivye. Cel~ fftogo punkta – naæti stepen~ rosta qisla M -shem, realizuemyh T -krivymi.

Zametim, qto kak i I_d, qislo vseh poparno neizotopnyh T - krivyh stepeni d slabo ffksponencial~no ffkvivalentno exp(d^2) (nado nemnogo modificirovat~ postroenie iz dokazatel~stva nißneæ ocenki predloßeniØ 1). KombiniruØ ffto s verhneæ ocenkoæ iz predloßeniØ 3, poluqaem, qto qislo ßestkih izotopiqeskih tipov stepeni d, realizuemyh T -krivymi, toße slabo ffksponencial~no ffkvivalentno exp(d^2).

Predloßenie 4 (sm. [9]). Esli M -shema stepeni d realizuema

T -krivoæ, to ona udovletvorØet sledu¸wemu uslovi¸:

(*) Qislo ovalov O, dlØ kotoryh suwestvu¸t ovaly O^′ i O^{′′} takie, qto O^{′′} < O^′ < O, ne prevoshodit^3_2 m. •

Predloßenie 5. Pust~ T^∗_d – qislo razliqnyh M -shem stepeni d,

udovletvorØ¸wih uslovi¸ (*) i ime¸wih ne bolee^1_2 (d−1)(d−2)+1 ovalov. Togda T^∗_d ≍_e exp(d^{3/2}).

Dokazatel~stvo. Oboznaqim qerez P (m) mnoßestvo vseh neuporØdoqennyh razbieniæ qisla m, t.e. P (m) = {(λ_1, . . ., λ_k) | λ_1 ¿

· · · ¿ λ_k > 0, λ_1 + · · · + λ_k = m}, i pust~ p(m) = Card P (m). Iz-

vestno, qto p(m) ≍_e exp( √ m) (sm. [1]). DlØ λ = (λ_1, . . . , λ_k) ∈ P (m), oboznaqim qerez S(λ) vewestvennu¸ shemu raspoloßeniØ ovalov 1⟨λ_1 − 1⟩ ⊔ . . . ⊔ 1⟨λ_k − 1⟩. Ocenka snizu. DlØ kaßdogo uporØdoqennogo nabora (λ^{(1)},. . . , λ^{(k)})∈ P (d)^k, gde k = [3d/2], shema S_1 ⊔ 1⟨S_2 ⊔ 1⟨. . . ⊔ 1⟨S_k⟩ . . .⟩, gde S_j = S(λ^{(j)}), udovletvorØet uslovi¸ (*). Znaqit, T^∗_d ¿ p(d)^k ≍_e

exp(d √ d). Ocenka sverhu. Pust~ S – vewestvennaØ M -shema stepeni d, udovletvorØ¸waØ uslovi¸ (*). Oboznaqim qerez S^∗ ee podshemu,

POR˚DOK ROSTA QISLA KLASSOV 225 sostoØwu¸ iz ovalov, ØvlØ¸wihsØ vnexnimi ovalami gnezd glubiny ¿ 3 (po uslovi¸ (*), my imeem Card S^∗ 6^{3d}_2 ). Pust~ T (S^∗) – kornevoe derevo, otveqa¸wee podsheme S^∗.

V kaßdom klasse izomorfnyh kornevyh derev~ev vyberem predstavitelØ i fiksiruem (proizvol~nym obrazom) numeraci¸ ego verxin. Pust~ v_1, . . . , v_k (k 6^{3d}_2 ) – ovaly iz S^∗, zanumerovannye v sootvetstvii s vybrannym porØdkom verxin dereva T (S^∗). DlØ kaßdogo j, 1 6 j 6 k, rassmotrim vse ovaly iz S \ S^∗, leßawie vnutri v_j i ne otdelennye ot v_j drugimi ovalami iz S^∗. �ti ovaly obrazu¸t vewestvennu¸ podshemu vida S(λ^{(j)}) dlØ nekotorogo razbieniØ λ^{(j)} ∈ P (m_j), priqem m_1 + · · · + m_k = l(d) − k, gde l(d) ∼ d^2/2 – qislo ovalov v M -sheme. Takim obrazom,

T^∗_d 6 [3d/2]∑

k=1 T_k ∑ m1+···+m_k =l(d)−k p(m_1) . . . p(m_k), gde T_k – qislo kornevyh derev~ev s k verxinami. DlØ nekotoroæ konstanty a imeem log p(m_j ) < a√m_j. Sledovatel~no, po neravenstvu Koxi–BunØkovskogo moßno ravnomerno ocenit~ kaßdoe slagaemoe vo vnutrenneæ summe: log ( p(m_1) . . . p(m_k) ) < a ∑ √ m_j 6 6 a^√m1 + · · · + mk^√k < a^√l(d) · 3d/2, pri fftom qislo slagaemyh ravno (_{l(d)} k ) < (_d2 3d/2 ) ≍_e d^d, otkuda T^∗_d < (3d/2) T_d ( d^2 3d/2 ) exp(bd^{3/2}) ≍_e exp(d^{3/2}). •

Oboznaqim qerez I^{T M}_d qislo M -shem stepeni d, realizuemyh T -krivymi.

Predloßenie 6. I^{T M}_d ≍_e exp(d^{3/2}).

Dokazatel~stvo. Ocenka sverhu. Sleduet iz predloßeniæ 4 i 5.

Ocenka snizu. Pust~ d – poloßitel~noe celoe qislo. Poloßim k = [^1_6 d]−1 i oboznaqim treugol~nik [(0, 0), (d, 0), (0, d)] qerez Δ_d ⊂ R^2. DlØ kaßdogo nabora razbieniæ (λ_0, . . . , λ_{k−1}), λ_j ∈ P (2(k −j)),

my postroim metodom Haasa [6] M -krivu¸.

226 S. ı. OREVKOV, V. M. HARLAMOV

Rassmotrim v Δ_m sledu¸wie toqki:

A_j = (5j, 0), j = 0, . . ., k + 1;

B_0 = (0, d), B_j = (5j + 1, 6(k − j) − 2), j ¿ 1;

C_j = (6k − j, 0), D_j = (5j + 1, 0), E_j = (5j + 2, 6(k − j) − 4), j = 0, . . ., k. Razreßem Δ_d nepereseka¸wimisØ dvuzvennymi lomanymi

A_j B_j C_j (j = 1, . . ., k) i D_j E_jA_{j+1} (j = 0, . . . , k).

Teper~ razreßem kaßdyæ treugol~nik D_j E_jA_{j+1} (j = 0, . . . , k − 1) sledu¸wim obrazom. Pust~ λ_j = (λ^{(1)}_j , λ^{(2)}_j , . . . ). Poloßim s^{(ν)}_j =

λ^{(1)}_j + · · ·+ λ^{(ν)}_j , y^{(ν)}_j = 2 + 2 · [3s^{(ν)}_j /2] i E^{(ν)}_j = (5j + 2, y^{(ν)}_j ). Razreßem

kaßdyæ treugol~nik D_j E_jA_{j+1} na oblasti Z^{(1)}_j , Z^{(2)}_j , . . . dvuzvennymi lomanymi D_j E^{(1)}_j A_{j+1}, D_j E^{(2)}_j A_{j+1}, . . . . Togda vo vnutrennosti otrezka, vysekaemogo oblast~¸ Z^{(ν)}_j iz prØmoæ x = 5j + 3, leßit λ^{(ν)}_j celoqislennyh toqek s qetnoæ y-koordinatoæ (vsego na otrezke, vysekaemom treugol~nikom D_j E_jA_{j+1} iz prØmoæ

x = 5j + 3, imeetsØ rovno 2(k − j) toqek s qetnoæ y-koordinatoæ).

V itoge my razrezali Δ_d na k + s + 1 mnogougol~nikov, gde s – summarnoe qislo qlenov razbieniæ λ_1, λ_2, . . . . Nesloßno proverit~, qto l¸baØ storona l¸bogo iz mnogougol~nikov ne soderßit drugih celyh toqek krome koncov, i odin iz koncov leßit na storone treugol~nika Δ_d. SleduØ [6], ffti mnogougol~niki my budem nazyvat~ zonami. Prisvoim kaßdoæ zone znak tak, qtoby znaki smeßnyh zon byli protivopoloßnymi. Zatem, prodolßim razbienie na zony do vypukloæ triangulØcii i zadadim raspredelenie znakov δ : Δ_d ∩ Z^2 → {±1}, polagaØ δ(x, y) = (−1)^{xy} ζ^y, gde ζ – znak toæ zony, v kotoroæ leßit toqka (x, y) (poskol~ku vse celye toqki na granicah zon ime¸t qetnye y-koordinaty, ffto opredelenie soglasovano na pereseqeniØh zon).

Po teoreme Haasa [6] sootvetstvu¸waØ T -krivaØ ØvlØetsØ M - krivoæ, i nesloßno proverit~, qto ee vewestvennaØ shema imeet vid a ⊔ 1⟨a_0 ⊔ S_0 ⊔ 1⟨a_1 ⊔ S_1 ⊔ 1⟨ . . . ⊔ 1⟨a_{k−1} ⊔ S_{k−1} ⊔ 1⟨1⟩⟩ . . .⟩⟩⟩ dlØ nekotoryh celyh qisel a, a_0, a_1, . . . , gde S_j = 1⟨λ^{(1)}_j ⟩⊔1⟨λ^{(2)}_j ⟩⊔

. . . dlØ λ_j = (λ^{(1)}_j , λ^{(2)}_j , . . .). Gnezdo glubiny k + 1 sootvetstvu-

POR˚DOK ROSTA QISLA KLASSOV 227 et lomanym A_j B_j C_j, a podshemy S_j – razbieniØm treugol~nikov

D_j E_jA_{j+1}. Pri fftom gnezda 1⟨λ^{(1)}_j ⟩, 1⟨λ^{(3)}_j ⟩, . . . leßat vyxe osi

y = 0, a gnezda 1⟨λ^{(2)}_j ⟩, 1⟨λ^{(4)}_j ⟩, . . . – niße.

Takim obrazom, dlØ kaßdogo d my postroili k∏ j=1 p(2j) ≍_e exp( k∑ j=1 √ j) ≍_e exp(d^{32} )

razliqnyh M -shem. • 1.4 Kofffficient pri d^2 v asimptotike qisla vewestvennyh shem. V predloßenii 1 my ispol~zovali v kaqestve verhneæ ocenki dlØ I_d qislo kornevyh derev~ev. Soglasno rezul~tatu Ottera [13] (sm. takße [8; 9.5]), dlØ T_n – qisla kornevyh derev~ev s n verxinami – imeet mesto ffksponencial~naØ ffkvivalentnost~

T_n ∼_e C^n, C = 2.95576. (3)

Sledovatel~no,

log I_d 6 Ad^2 + o(d^2), A = (log C)/2. (4)

OkazyvaetsØ, nikakie iz izvestnyh ograniqeniæ na raspoloßeniØ ovalov ne pozvolØ¸t umen~xit~ kofffficient A v ocenke (4). Rezul~taty fftogo punkta slußat ne dlØ utoqneniØ verhneæ ocenki dlØ I_d (qto ØvlØetsØ odnoæ iz glavnyh celeæ stat~i), a naoborot, dlØ togo qtoby pokazat~, qto neqto bespolezno dlØ fftoæ celi. Po fftoæ priqine my ne privodim podrobnyh dokazatel~stv.

Edinstvennymi asimptotiqeski znaqimymi iz izvestnyh ograniqeniæ mogli by byt~ ograniqeniØ, poluqaemye iz teoremy Bezu (naprimer, otsutstvie gnezd glubße qem d/2). Ostal~- nye izvestnye ograniqeniØ (neravenstva Petrovskogo, Arnol~da i t.d.) vnosØt v (4) popravki porØdka O(1) ili O(log d).

Qtoby pridat~ utverßdeni¸ o neuluqxaemosti ocenki (4) toqnyæ smysl, my formalizuem ponØtie ograniqeniØ na vewestvennu¸ shemu, poluqennoe iz teoremy Bezu. Budem govorit~, qto vewestvennaØ shema S udovletvorØet teoreme Bezu dlØ stepeni d, esli dlØ l¸boæ troæki celyh poloßitel~nyh qisel

(k, d^′, c), d^′ < d, udovletvorØ¸weæ uslovi¸

(**) qerez l¸bye k toqek na P^2R v obwem poloßenii moßno provesti vewestvennu¸ krivu¸ stepeni d^′, ime¸wu¸ ne bolee c komponent svØznosti

228 S. ı. OREVKOV, V. M. HARLAMOV i dlØ proizvol~nogo vybora k toqek naædutsØ c gladko vloßennyh v P^2R okrußnosteæ, prohodØwih qerez vybrannye toqki, kotorye pereseka¸t S ne bolee qem v dd^′ toqkah.

Zameqanie. Iz dokazatel~stva neravenstva Harnaka, dannogo samim Harnakom [7], vytekaet, qto l¸baØ vewestvennaØ shema, udovletvorØ¸waØ teoreme Bezu dlØ stepeni d, imeet ne bolee 1 2 (d − 1)(d − 2) + 1 komponent svØznosti.

Oboznaqim qerez B_d qislo razliqnyh shem, udovletvorØ¸wih teoreme Bezu dlØ stepeni d.

Predloßenie 7. log Bd ∼ Ad^2, gde A – konstanta iz (3) i (4).

Dokazatel~stvo neposredstvenno sleduet iz lemm 8 i 9 niße. Opredelenie. Gnezdom nazyvaetsØ posledovatel~nost~ nepereseka¸wihsØ ovalov v_1, . . . , v_p v P^2R takih, qto v_1 > · · · > v_p. Qislo ovalov v gnezde nazyvaetsØ glubinoæ gnezda. Maksimal~- naØ glubina gnezda vewestvennoæ shemy (ili kornevogo dereva) nazyvaetsØ glubinoæ shemy (dereva) S.

Troæka qisel (k, d^′, c), gde d^′ < d, udovletvorØet uslovi¸ (**) tol~ko esli (predpoloßitel~no, esli i tol~ko esli) k 6 1 2 d^′(d^′ + 3) i k 6 3d^′ + c − 2, sm. [3]. Pol~zuØs~ fftim, legko doka-

zat~ sledu¸wee utverßdenie.

Lemma 8. Pust~ α – fiksirovannoe qislo v intervale 0 < α <^1_6 .

Pust~ d – dostatoqno bol~xoe celoe qislo. Predpoloßim, qto nekotoraØ vewestvennaØ shema S imeet glubinu < [αd]. Togda S udovletvorØet teoreme Bezu dlØ stepeni d. •

Oboznaqim qerez T^{[h]}n qislo kornevyh derev~ev glubiny 6 h s n verxinami.

Lemma 9. Pust~ hn – posledovatel~nost~, takaØ qto lim n→∞ log n h_n = 0. Togda T^{[hn ]}_n ∼_e T_n ∼_e C^n.

Dokazatel~stvo. Zanumeruem proizvol~nym obrazom verxiny kaßdogo dereva. Voz~mem kornevoe derevo T glubiny > h s n verxinami. Vyberem samu¸ dal~n¸¸ ot kornØ verxinu v. Esli ona ne edinstvenna, vyberem tu, u kotoroæ minimalen nomer. Rassmotrim vetv~ glubiny h − 1, soderßawu¸ v (po opredeleni¸, vetv~ dereva – ffto odna iz komponent, poluqa¸wihsØ pri

POR˚DOK ROSTA QISLA KLASSOV 229 udalenii rebra). OtrezaØ fftu vetv~, poluqaem novoe kornevoe derevo. Esli ego glubina po-preßnemu > h, iteriruem fftot process. Poskol~ku kaßdyæ raz my otrezaem ¿ h verxin, qislo iteraciæ ne prevoshodit n/h. V rezul~tate my poluqim 6 n/h kornevyh derev~ev glubiny 6 h − 1. PrisoedinØØ ih vse k novomu obwemu korn¸, poluqim kornevoe derevo glubiny 6 h s n + 1 verxinoæ. Qtoby odnoznaqno vosstanovit~ T , dostatoqno ukazat~ koncy otrezkov, udalennyh na kaßdom xagu. Takim obrazom,

T_n 6 T^{[h]}_{n+1} · n^{nh} . •

ZameqaniØ. 1. Naxe dokazatel~stvo predloßeniØ 1 daet nißn¸¸ ocenku

I_d ¿ C^{d2}_6 , C_6 = 1.02081 (d_0 = 6, N_0 = 56)

I_d ¿ C^{d2}_8 , C_8 = 1.03511 (d_0 = 8, N_0 ¿ 2500).

Kak my vidim, obe konstanty C_6 i C_8 oqen~ daleki ot C.

2. Qisla T^{[h]}n moßno vyqislit~ po rekurrentnoæ formule dlØ proizvodØwih funkciæ [14] (sm. takße [8; 3.1]):

T^{[h+1]} (x) = x exp ( ∞∑ k=1 T^{[h]}(x^k) k ) , gde T^{[h]}(x) = ∞∑ n=1 T^{[h]}_n x^n

3. Pri dokazatel~stve predloßeniØ 7 my vospol~zovalis~ ocenkoæ log B_d < log T^{[a√n]}n = log T_n − O( √ n log n), gde n = l(d) ∼^1_2 d^2. Qislennyæ ffksperiment (s ispol~zovaniem vyxe-

privedennogo rekurrentnogo sootnoxeniØ) pozvolØet predpoloßit~, qto v deæstvitel~nosti imeet mesto bolee sil~naØ ocenka

log T^{[a} √ n] n = log T_n − O(log n).

2. ObobweniØ

Nekotorye iz privedennyh vyxe rezul~tatov legko rasprostranØ¸tsØ na giperpoverhnosti v neosobyh algebraiqeskih mnogoobraziØh l¸boæ razmernosti. Qtoby sformulirovat~ ffti obobweniØ, vvedem dopolnitel~nye oboznaqeniØ. DlØ oqen~ obil~nogo divizora L na neosobom mnogoobrazii X razmernosti d oboznaqim qerez I(n, dL), sootvetstvenno qerez D(n, dL), qislo vewestvennyh neosobyh giperpoverhnosteæ v lineænoæ sisteme

|dL|, rassmatrivaemyh s toqnost~¸ do izotopii, sootvetstven-

no s toqnost~¸ do deformacionnoæ ffkvivalentnosti. Kak i v

230 S. ı. OREVKOV, V. M. HARLAMOV sluqae proektivnyh giperpoverhnosteæ, D(n, dL) – qislo komponent svØznosti dopolneniØ k sootvetstvu¸wemu diskriminantu

Δ(dL) ⊂ |dL| lineænoæ sistemy |dL|. Nazovem sistemu obweæ, esli

obwie toqki diskriminanta – giperpoverhnosti H ∈ |dL| s nevyroßdennoæ dvoænoæ toqkoæ, ØvlØ¸weæsØ edinstvennoæ osoboæ toqkoæ. Poskol~ku dlØ dostatoqno bol~xogo d proektivnoe vloßenie mnogoobraziØ X pri pomowi lineænoæ sistemy dL ne soderßit lineænyh podprostranstv, sistema |dL| obwaØ pri bol~- xom d (sm. [4]).

2.1 Giperpoverhnosti s toqnost~¸ do izotopii. NißnØØ ocenka iz predloßeniØ 1 obobwaetsØ na giperpoverhnosti v l¸- bom toriqeskom mnogoobrazii l¸boæ razmernosti. Predloßenie 10. DlØ l¸bogo obil~nogo divizora L na toriqe-

skom mnogoobrazii X razmernosti n suwestvuet konstanta c = c(L, X) takaØ, qto I(n, dL) ¿ c exp(d^n) pri l¸bom d.

Dokazatel~stvo po suti to ße, qto i u nißneæ ocenki predloßeniØ 1.

2.2 Giperpoverhnosti s toqnost~¸ do deformacii. VerhnØØ ocenka iz predloßeniØ 2 legko obobwaetsØ na oqen~ obil~- nye divizory na neosobyh algebraiqeskih mnogoobraziØh l¸- boæ razmernosti. Vmeste s oqevidnym neravenstvom I(n, dL) 6

D(n, dL) ffto daet nailuqxu¸ izvestnu¸ nam verhn¸¸ ocenku na I(n, dL). Predloßenie 11. Esli L – obil~nyæ divizor na neosobom algebra-

iqeskom mnogoobrazii razmernosti n, to suwestvuet konstanta c^′_n takaØ, qto

log I(n, dL) 6 log D(n, dL) 6 c^′_nd^n log d.

Dokazatel~stvo. Kak i v dokazatel~stve predloßeniØ 2, dostatoqno vyqislit~ starxie qleny polinomial~nyh razloßeniæ stepeni diskriminanta i razmernosti lineænoæ sistemy. Pervoe sqitaetsØ integrirovaniem ffælerovoæ harakteristiki po puqku Lefxeca: ffto daet a = (n + 1)d^nL^n. Vtoroe sqitaetsØ po formule Rimana–Roha: ffto daet b =^1_{n!} d^nL^n. Itak, ostaetsØ primenit~ neravenstvo Toma–Smita, kotoroe daet a^b v kaqestve starxego qlena ocenki. •

POR˚DOK ROSTA QISLA KLASSOV 231

Zameqanie. Est~ ewe dva podhoda k poluqeni¸ verhnih granic dlØ I i D. Pervyæ zakl¸qaetsØ v tom, qtoby naæti algoritm raspoznavaniØ topologiqeskogo ili C^∞ tipa giperpoverhnosti i ocenit~ qislo klassov qerez sloßnost~ fftogo algoritma. K soßaleni¸, nam neizvestny algoritmy, da¸wie ocenku luqxu¸, qem ocenka iz predloßeniØ 10. Drugoæ podhod mog by byt~ primenen k giperpoverhnostØm na toriqeskih mnogoobraziØh i on zakl¸qaetsØ v izuqenii vtoriqnogo mnogogrannika Gel~fanda– Kapranova–Zelevinskogo, kotoryæ sovpadaet s mnogogrannikom N~¸tona diskriminanta. Ko vtoromu podhodu otnositsØ soderßanie sledu¸wego punkta.

2.3 Qislo T -giperpoverhnosteæ. Oboznaqim qerez D^′(n, dL) qislo deformacionnyh klassov T -giperpoverhnosteæ v |dL| na dannom toriqeskom mnogoobrazii razmernosti n. Predloßenie 12. Suwestvuet konstanta c = c(n, L) takaØ, qto log D^′(n, dL) 6 cd^n. Dokazatel~stvo pohoße, na dokazatel~stvo predloßeniØ 3.

2.4 Mnogogranniki N~¸tona i diskriminanty. Rassmotrim dlØ prostoty sluqaæ giperpoverhnosteæ v proektivnom prostranstve razmernosti n. Vyxe v neskol~kih dokazatel~stvah vstreqalas~ diskriminantnaØ giperpoverhnost~ Δ(d) ⊂ P^N i ee mnogogrannik N~¸tona Q(d) ⊂ R^n. Qisla Betti giperpoverhnosti Δ(d) ograniqiva¸t qisla Betti dopolneniØ P^NR \

Δ(d)R. Verxiny mnogogrannika Q(d) vzaimno-odnoznaqno soot-

vetstvu¸t vypuklym celoqislennym triangulØciØm simpleksa {(i_1, . . . , i_n)|i_k ¿ 0, ∑ i_k 6 d} (sm. [5]). V privedennyh vyxe doka-

zatel~stvah pri ocenke qisel Betti my ispol~zuem tol~ko stepen~ diskriminanta Δ(d), a pri ocenke qisla vypuklyh triangulØciæ (i znaqit, qisla D^T (n, d) deformacionnyh klassov T - giperpoverhnosteæ) – opisanie koordinat verxin mnogogrannika Q(d), dannoe Gel~fandom–Kapranovym–Zelevinskim.

Nesomnenno, ffti dva ob¨ekta, Δ(d) i Q(d), soderßat ewe mnogo informacii, kotoru¸ tol~ko predstoit izvleq~. Naprimer, Δ(d) – oqen~ osoboe mnogoobrazie, qto v naxih dokazatel~stvah ne prinimalos~ vo vnimanie. Moßno bylo by nadeØt~sØ poluqit~ bolee sil~nye ocenki na summarnoe qislo Betti, ocenivaØ ego qerez koliqestvo kritiqeskih znaqeniæ diskriminantnyh mnogoqlenov, qto ffkvivalentno ocenivani¸ ob¨ema mnogogrannika

232 S. ı. OREVKOV, V. M. HARLAMOV

Q(d). K soßaleni¸, kak pokazano v [12], ffto ocenok ne uluqxaet.

Takim obrazom, trebuetsØ bolee tonkiæ analiz topologii diskriminanta Δ(d).

Umestno upomØnut~ v fftoæ svØzi rodstvennu¸ zadaqu o nahoßdenii ocenok na koliqestvo celoqislennyh triangulØciæ. Vyxe my ispol~zuem nabl¸denie, qto qislo vypuklyh celoqislennyh triangulØciæ rastet kak exp(cd^n). Nevypuklye triangulØcii nekotorym obrazom svØzany s celymi toqkami v Q(d), i estestvenno predpoloßit~, qto qislo nevypuklyh triangulØciæ toße rastet kak exp(cd^n), vozmoßno, s drugoæ konstantoæ c. V nastoØwee vremØ fftot rezul~tat dokazan tol~ko dlØ n = 2, priqem bez privleqeniØ Q(d), sm. [11].

Ewe odin estestvennyæ vopros: Skol~ko (asimptotiqeski) vypuklyh triangulØciæ sredi vseh celoqislennyh triangulØciæ? Otvet neizvesten daße pri n = 2. Kak my uße upominali, obe veliqiny ≍_e exp(d^2), no sovpada¸t li kofffficienty pri d^2? V kaqestve nißneæ ocenki dlØ qisla N_d vseh celoqislennyh triangulØciæ kvadrata d × d moßno vzØt~ (N^{1/km}_{k,m} )^{d2} , gde N_{k,m} – qislo celoqislennyh triangulØciæ prØmougol~nika k × m pri nekotoryh fiksirovannyh k, m (esli k i m fiksirovany, to N_{k,m} moßno sosqitat~ Øvno). Vo vseh sluqaØh, v kotoryh my vyqislili N_{k,m}, ffta ocenka byla namnogo men~xe, qem verhnØØ ocenka

(4^4/3^3)^{d2} na qislo vypuklyh triangulØciæ, dostavlØemaØ doka-

zatel~stvom predloßeniØ 3.

Vozmoßno, ocenka 4^4/3^3 uluqxaema sledu¸wim obrazom. DlØ ee nahoßdeniØ my ocenivali qislo verxin vtoriqnogo mnogogrannika qerez qislo vseh celyh toqek v soderßawem ego simplekse. Moßno oßidat~ luqxie ocenki na qislo verxin mnogogrannika, kogda vse ego verxiny celoqislenny (sr. s [2, 10, 16]).

Literatura

1. G. �ndr¸s, TeoriØ razbieniæ. M, Mir, 1976.

2. V. I. Arnol~d, Statistika celoqislennyh vypuklyh mnogougol~nikov.

— Funkc. anal. i priloß. 14, ˝ 2 (1980), 1–3.

3. A. DegtØrev, V. Harlamov, Topologiqeskie svoæstva vewestvennyh algebraiqeskih mnogoobraziæ: napravlenie Rohlina. — Uspehi mat. nauk. v peqati.

4. Ph. Griffiths, J. Harris, Algebraic geometry and local differential geometry. — Ann. Sci. Ec. Norm. 12 (1979), 355–342.

POR˚DOK ROSTA QISLA KLASSOV 233

5. I.M. Gelfand, M.M. Kapranov, A.V. Zelevinskii, Discriminants, resultants and multidimensional determinants. Boston, Birkhäuser, 1994.

6. B. Haas, Real algebraic curves and combinatorial constructions. Ph.D. Thesis, 1997.

7. A. Harnack, Über die Vielfaltigkeit der ebenen algebraischen Kurven. — Math.

Ann. 10 (1876), 189–199.

8. F. Harari, �. Palmer, Pereqislenie grafov. M., Mir, 1977.

9. I. Itenberg, Counter-examples to Ragsdale conjecture and T-curves. in: Cont.

Math. 182. Proceedings, Michigan 1993. 1995, pp. 55–72.

10. S. V. KonØgin, K. A. Sevast~Ønov, Ocenka qerez ob¨em dlØ qisla verxin vypuklogo mnogogrannika, verxiny kotorogo ime¸t celoqislennye koordinaty. — Funkc. anal. i priloß. 18, ˝ 1 (1984), 13–15.

11. S. Yu. Orevkov, Asymptotic number of triangulations with vertices in Z2. — J.

of Comb. Theory, Ser. A 86 (1999), 200–203.

12. S. ı. Orevkov, Ob¨em mnogogrannika N~¸tona diskriminanta. — Uspehi mat. nauk 54, ˝ 5 (1999), 165–166.

13. R. Otter, The number of trees. — Ann. Math. 49 (1948), 583–599. 14. G. Polya, Kombinatirische Anzahlbestimmungen für Gruppen, Graphen und chemische Verbindungen. — Acta Math. 68 (1937), 145–254.

15. R. Thom, Sur l’homologie des variétés algébriques réelles. — Symp. in honour of Marston Morse (1965), 255–265.

16. I. Barany, A. Vershik., On the number of convex lattice polytopes. — GAFA 2 no. 4 (1992), 1–12.

17. O. Ya. Viro, Gluing of plane real algebraic curves and construction of curves of degree 6 and 7. in: Topology (Leningrad, 1982). Lect. Notes in Math., vol. 1060, Springer, 1984.

18. V. B. Alekseev, Derevo. — V kn.: v kn.: MatematiqeskaØ ffnciklopediØ.

M., SovetskaØ ffnciklopediØ, 1983.

Orevkov S. Yu., Kharlamov V. M. The growth rate of the number of classes of real plane algebraic curves with the growth of the degree.

The work presents some results on the asymptotics of the number of real plane algebraic curves as the degree grows. In particular, we obtain the asymptotics of the number of curves considered up to the isotopy and rigid isotopy, as well as the number of isotopic classes of maximal curves realizable by T -curves. Some results are generalized onto hypersurfaces in non-singular algebraic varieties of arbitrary dimension.

Postupilo 10 oktØbrØ 1999 g.

MI RAN im. V.A. Steklova Universitet im. PolØ Sabat~e (Tuluza) IRMA (CNRS) i universitet im. Lui Pastera (Strasburg)