Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 266, 2000 g.

A. A. Pavlov

NORMIROVANNYE GRUPPY I IH PRIMENENIE V NEKOMMUTATIVNO` DIFFERENCIAL^NO` GEOMETRII

1. Vvedenie

KlassiqeskaØ procedura Grotendika pozvolØet v qisto algebraiqeskoæ situacii stroit~ gruppy (simmetrizacii) po zadannym abelevym polugruppam. Odnako v nekotoryh zadaqah nekommutativnoæ geometrii estestvennym obrazom voznika¸t polugruppy, kotorye dopolnitel~no oblada¸t kak dostatoqno horoxeæ topologiqeskoæ, tak i bolee bogatoæ algebraiqeskoæ (pohoßeæ na modul~nu¸) strukturami. Abstraktnomu izuqeni¸ polugrupp takogo tipa (kotorye my nazvali normirovannymi polugruppami) i ih simmetrizaciæ posvØwena pervaØ qast~ nastoØweæ raboty.

Dalee my podrobno rassmatrivaem naibolee interesnyæ dlØ nas primer: abelevu polugruppu N (A) (zdes~ A – algebra fon Neæmana). Opredelenie fftoæ polugruppy osnovyvaetsØ na ponØtii stabil~noæ ffkvivalentnosti meßdu normal~nymi fflementami W *-algebr, obobwa¸wem ponØtie stabil~noæ ffkvivalentnosti proektorov. GovorØ nestrogo, simmetrizacii fftih polugrupp moßno rassmatrivat~ kak K-teori¸, no tol~ko postroennu¸ ne po mnoßestvu proektorov, kak obyqno, a po mnoßestvu normal~nyh fflementov W *-algebr.

Kratkiæ obzor rezul~tatov nastoØweæ stat~i soderßitsØ v rabote [2].

Avtor prinosit blagodarnost~ professoru E. V. Troickomu za postoØnnoe vnimanie k rabote, a takße k.f.-m.n. V. M. Manuælovu i professoru A. S. Miwenko za poleznye obsußdeniØ.

Takße avtor priznatelen organizatoram memorial~noæ konferencii V. A. Rohlina za vozmoßnost~ predstavit~ na neæ dannye rezul~taty.

Rabota vypolnena pri podderßke INTAS (proekt 96-1099) i RFFI (proekt 99-01-01202). 234

NORMIROVANNYE GRUPPY 235

2. Normirovannye polugruppy Pust~ N – abeleva polugruppa i pust~ zadano deæstvie C ×

N −→ N , (λ, a) −→ λa, udovletvorØ¸wee usloviØm: (λμ)a = λ(μa) (λ, μ ∈ C , a ∈ N ), (1) λ(a_1 + a_2) = λa_1 + λa_2 (λ ∈ C , a_1 , a_2 ∈ N ), (2) 1a = a, 0a = 0 (a ∈ N ). (3)

Togda N nazyvaetsØ modulem nad C . Normoæ na module N nazyvaetsØ otobraßenie ‖.‖ : N −→ [0, +∞), takoe qto: ‖a + b‖ 6 ‖a‖ + ‖b‖ (a, b ∈ N ), (4) ‖λa‖ = |λ|‖a‖ (λ ∈ C , a ∈ N ), (5) ‖a‖ = 0 ⇐⇒ a = 0. (6) Polugruppa N s zadannymi na neæ strukturoæ C -modulØ i normoæ nazyvaetsØ normirovannoæ (abelevoæ) polugruppoæ.

Pust~ N – normirovannaØ polugruppa. DlØ kaßdoæ toqki a ∈ N opredelim xar s centrom v a radiusa r (r > 0) kak mnoßestvo O_r(a) = {a + b : b ∈ N, ‖b‖ < r}. Pust~ Γ = {O_r(a) : a ∈ N, r > 0} i pust~ τ est~ semeæstvo, sostoØwee iz pustogo mnoßestva i iz vsevozmoßnyh summ mnoßestv iz Γ.

Lemma 1. Sistema mnoßestv τ zadaet topologi¸ s bazoæ Γ na

mnoßestve N .

Dokazatel~stvo. Pust~ a0 ∈ N , O1, O2 ∈ Γ. Nado proverit~, qto esli a_0 ∈ O_1∩O_2, to naædetsØ nekotoroe O ∈ Γ, takoe qto a_0 ∈ O ⊂

O_1 ∩ O_2. Pust~ O_1 = O_{r1} (a_1), O_2 = O_{r2} (a_2) (r_i > 0, a_i ∈ N , i = 1, 2).

Togda a_0 = a_i + b_i dlØ nekotoryh b_i ∈ N , ‖b_i‖ < r_i (i = 1, 2). Dalee,

r_1 − ‖b_1‖ = α_1 > 0 i r_2 − ‖b_2‖ = α_2 > 0. Poloßim α = min{α_1, α_2}

i vyberem ε < α/2. Pust~ O = O_ε(a_0). Voz~mem l¸boæ b ∈ N ,

‖b‖ < ε. Togda a_0 + b = a_i + (b_i + b), priqem ‖b_i + b‖ 6 ‖b_i‖ + ‖b‖ 6 r_i − α + ‖b‖ < r_i (i = 1, 2). Takim obrazom, a_0 + b ∈ O_1 ∩ O_2. •

Nazovem topologi¸ τ ravnomernoæ topologieæ na N . Lemma 2. (N, τ ) ØvlØetsØ topologiqeskoæ polugruppoæ. Dokazatel~stvo. TrebuetsØ proverit~ nepreryvnost~ otobraßeniØ N × N → N , (a, b) −→ a + b. Pust~ a, b ∈ N i pust~

O = O_r(a + b) (r > 0). Poloßim O_1 = O_{r1} (a) i O_2 = O_{r2} (b), gde

236 A. A. PAVLOV

r_1, r_2 < r/2. Voz~mem l¸bye a^′ ∈ O_1, b^′ ∈ O_2. Togda a^′ = a + c_1, ‖c_1‖ < r_1 i b^′ = b + c_2, ‖c_2‖ < r_2. Pofftomu a^′ + b^′ = a + b + (c_1 + c_2),

priqem ‖c_1 + c_2‖ 6 ‖c_1‖ + ‖c_2‖ < r, to est~ a^′ + b^′ ∈ O. •

Teper~ my hotim podrobnee ostanovit~sØ na rassmotrenii naibolee interesnogo dlØ nas klassa normirovannyh abelevyh polugrupp, vydelØemogo sledu¸wim dopolnitel~nym usloviem na normu: ‖a + b‖ ¿ max{‖a‖, ‖b‖} (a, b ∈ N, ‖a‖ ≠ ‖b‖). (7) Nazovem toqku a ∈ N lokal~nym minimumom otnositel~no mnoßestva Φ ⊂ N , esli a ∈ Φ i ‖a‖ 6 ‖b‖ dlØ l¸bogo b ∈ Φ. Toqka a ∈ N nazyvaetsØ sil~nym lokal~nym minimumom, esli ffta toqka est~ lokal~nyæ minimum otnositel~no xara O_{‖a‖}(a). Predloßenie 3. NormirovannaØ abeleva polugruppa udovletvo-

rØet uslovi¸ (7) togda i tol~ko togda, kogda kaßdaØ toqka fftoæ polugruppy ØvlØetsØ sil~nym lokal~nym minimumom.

Dokazatel~stvo. Pust~ vypolneno uslovie (7) i pust~ a ∈ N . Voz~mem l¸boæ fflement b ∈ O_{‖a‖}(a). Togda b = a + c, ‖c‖ < ‖a‖. Pofftomu ‖b‖ = ‖a + c‖ ¿ max{‖a‖, ‖c‖} = ‖a‖. Takim obrazom, a est~ toqka sil~nogo lokal~nogo minimuma. Qtoby dokazat~ obratnoe utverßdenie, voz~mem l¸bye a, b ∈ N , ‖a‖ ≠ ‖b‖. Moßno sqitat~, qto ‖b‖ < ‖a‖. Togda a + b ∈ O_{‖a‖}(a) i ‖a + b‖ ¿ ‖a‖ = max{‖a‖, ‖b‖}. • Primer 4. Pust~ N = R+ ⊕ R+, gde R+ – ffto mnoßestvo neotricatel~nyh vewestvennyh qisel. Otnositel~no C -deæstviØ:

(λ, (t_1, t_2)) −→ (|λ|t_1, |λ|t_2) i normy: ‖(t_1, t_2)‖ = t_1 + t_2 (t_1, t_2 ∈ R_+)

polugruppa N ØvlØetsØ normirovannoæ polugruppoæ, dlØ kotoroæ, oqevidno, vypolnØetsØ uslovie (7).

S drugoæ storony, dlØ proizvol~noæ toqki (u_1, u_2) ∈ N okrestnost~ O_r((u_1, u_2)) predstavlØet soboæ treugol~nik T_r = {(t_1, t_2) :

t_1 ¿ 0, t_2 ¿ 0, t_1 + t_2 < r} (r > 0), parallel~no sdvinutyæ na

vektor (u_1, u_2). V qastnosti, iz fftogo opisaniØ neposredstvenno vidno, qto kaßdaØ toqka polugruppy N ØvlØetsØ sil~nym lokal~nym minimumom.

3. Simmetrizacii normirovannyh polugrupp

Pust~ H – abeleva gruppa, na kotoroæ zadany deæstvie C ×

H −→ H, (λ, a) −→ λa, udovletvorØ¸wee usloviØm (1)–(3), i

NORMIROVANNYE GRUPPY 237 otobraßenie ‖.‖ : H −→ [0, +∞), dlØ kotorogo vypolneny aksiomy (4)–(6), a takße aksioma ‖ − a‖ = ‖a‖ (a ∈ H). (8) Togda H nazyvaetsØ normirovannoæ (abelevoæ) gruppoæ. Legko videt~, qto formula ρ(h_1, h_2) = ‖h_1 − h_2‖ zadaet invariantnu¸ (otnositel~no sdvigov) metriku na H.

Na protØßenii fftogo paragrafa my budem predpolagat~, qto N ØvlØetsØ abelevoæ polugruppoæ s sokraweniem (to est~ uslovie a + c = b + c vleqet ravenstvo a = b dlØ vseh a, b, c ∈ N ).

Rassmotrim simmetrizaci¸ G = S(N ) abeleva monoida N . My budem zapisyvat~ fflementy gruppy G v vide: g = ⟨(a, b)⟩ (a, b ∈ N ), gde ⟨(a, b)⟩ = {(a_0, b_0) ∈ N ×N : (a_0, b_0) ∼ (a, b)}. (Napomnim, qto

(a_0, b_0) ∼ (a, b) ⇐⇒ a_0 +b = a+b_0). Kak legko videt~, standartnyæ

gomomorfizm s : N −→ G, a −→ ⟨(a, 0)⟩ in¨ektiven.

Pust~ N ØvlØetsØ modulem nad C . Togda formula λ⟨(a, b)⟩ =

⟨(λa, λb)⟩ (λ ∈ C , a, b ∈ N ) zadaet korrektnoe prodolßenie ffto-

go deæstviØ s N na G. Vypolnenie aksiom (1)–(3) proverØetsØ neposredstvenno.

Pereædem teper~ k rassmotreni¸ sluqaØ, kogda N – normirovannaØ abeleva polugruppa. DlØ kaßdogo g = ⟨(a, b)⟩ ∈ G poloßim

‖g‖ = inf{‖(a_0, b_0)‖ : (a_0, b_0) ∼ (a, b)}, (9)

gde ‖(a_0, b_0)‖ = max{‖a_0‖, ‖b_0‖}.

Teorema 5. Otobraßenie G −→ [0, +∞), g −→ ‖g‖, zadavaemoe

formuloæ (9), udovletvorØet aksiomam (4), (5), (8) iz opredeleniØ normy.

Dokazatel~stvo. Predpoloßim, qto naædutsØ g1, g2 ∈ G, takie qto ‖g_1 + g_2‖ − (‖g_1‖ + ‖g_2‖) ¿ α > 0. Vyberem togda pary fflementov (a_1, b_1) ∈ g_1 i (a_2, b_2) ∈ g_2, takie qto ‖(a_1, b_1)‖ =

‖g_1‖ + ε_1, ‖(a_2, b_2)‖ = ‖g_2‖ + ε_2 i ε_1 + ε_2 < α. Togda ‖g_1 + g_2‖ 6 ‖(a_1 + a_2, b_1 + b_2)‖ = ‖(a_1, b_1) + (a_2, b_2)‖ 6 ‖(a_1, b_1)‖ + ‖(a_2, b_2)‖ = ‖g_1‖ + ε_1 + ‖g_2‖ + ε_2 < ‖g_1‖ + ‖g_2‖ + α. Poluqennoe protivoreqie

zaverxaet dokazatel~stvo formuly (4).

Dalee, zametim, qto ‖0‖ = ‖(0, 0)‖ = 0. Pofftomu formulu (5) moßno proverØt~ v predpoloßenii, qto λ ≠ 0. Pust~ (a_0, b_0) ∼

(λa, λb), to est~ a_0+λb = λa+b_0. Poloßim a^′ = (1/λ)a_0, b^′ = (1/λ)b_0.

Togda λ(a^′ + b) = λ(b^′ + a). Sledovatel~no, (a^′, b^′) ∼ (a, b), priqem

238 A. A. PAVLOV a_0 = λa^′, b_0 = λb^′. Takim obrazom, my dokazali, qto ⟨(λa, λb)⟩ = {(λa^′, λb^′) : (a^′, b^′) ∼ (a, b)}. Pofftomu ‖λg‖ = ‖⟨(λa, λb)⟩‖ = inf{‖(λa^′, λb^′)‖ : (a^′, b^′) ∼ (a, b)} = = = inf{max(‖λa^′‖, ‖λb^′‖) : (a^′, b^′) ∼ (a, b)} = = = inf{|λ| max(‖a^′‖, ‖b^′‖) : (a^′, b^′) ∼ (a, b)} = |λ|‖g‖. Nakonec, kak legko videt~, −g = {(b, a) : (a, b) ∈ g} dlØ vseh g ∈ G. Sledovatel~no, ‖ − g‖ = inf{max(‖b‖, ‖a‖) : (a, b) ∈ g} = ‖g‖. • Teorema 6. Pust~ τ – ravnomernaØ topologiØ na N . Sledu¸wie

usloviØ ffkvivalentny:

(i) Prednorma (9) na G udovletvorØet aksiome toqnosti (6). (ii) Topologiqeskoe prostranstvo (N, τ ) hausdorfovo.

Dokazatel~stvo. Pust~ (N, τ ) – hausdorfovo topologiqeskoe prostranstvo i pust~ g = ⟨(a, b)⟩ ≠ 0 (a, b ∈ N ), to est~ a ≠ b. Togda naædutsØ nepereseka¸wiesØ xary O_ε(a) i O_ε(b) (ε > 0). Pofftomu max(‖a^′‖, ‖b^′‖) ¿ ε dlØ l¸boæ pary (a^′, b^′) ∈ N × N , takoæ qto a + b^′ = b + a^′. Sledovatel~no, ‖g‖ = inf{max(‖a^′‖, ‖b^′‖) :

a + b^′ = b + a^′} ¿ ε > 0.

Predpoloßim teper~, qto prednorma (9) na G toqna, i pust~

a, b ∈ N , takie qto O_ε(a) ∩ O_ε(b) ≠ ∅ dlØ vseh ε > 0. Drugimi

slovami, dlØ l¸bogo ε > 0 naædutsØ fflementy a^′_ε, b^′_ε ∈ N , takie qto max(‖a^′_ε‖, ‖b^′_ε‖) < ε i a + b^′_ε = b + a^′_ε. Pofftomu ‖⟨(a, b)⟩‖ = 0, to est~ a = b. •

Predloßenie 7. Pust~ normirovannaØ polugruppa N udovletvo-

rØet uslovi¸ (7). Togda ograniqenie prednormy (9) s G na N sovpadaet s ishodnoæ normoæ na polugruppe.

Dokazatel~stvo. DlØ kaßdogo a ∈ N trebuetsØ proverit~, qto

‖a‖ = ‖⟨(a, 0)⟩‖. Pust~ (a_0, b_0) ∼ (a, 0), to est~ a_0 = a + b_0. Esli ‖a‖ ≠ ‖b_0‖, to ‖a_0‖ = ‖a + b_0‖ ¿ max(‖a‖, ‖b_0‖) v silu usloviØ (7).

Pofftomu max(‖a_0‖, ‖b_0‖) ¿ ‖a‖. Odnako, poslednee neravenstvo takße imeet mesto i pri uslovii, qto ‖a‖ = ‖b_0‖. Deæstvitel~- no, v fftom sluqae max(‖a_0‖, ‖b_0‖) ¿ ‖b_0‖ = ‖a‖. Sledovatel~no,

‖⟨(a, 0)⟩‖ ¿ ‖a‖. Vypolnenie obratnogo neravenstva oqevidno. •

NORMIROVANNYE GRUPPY 239

4. Opredelenie polugruppy N (A)

Pust~ A – algebra fon Neæmana, M_r(A) – algebra matric r × r s fflementami iz A, M_∞(A) – induktivnyæ predel posledovatel~- nosti {M_r(A)}^∞_{r=1} i M_∞(A)_n – mnoßestvo normal~nyh fflementov v M_∞(A). Oboznaqim qerez B(C ) semeæstvo vseh borelevskih podmnoßestv kompleksnoæ ploskosti. DlØ a ∈ M_∞(A)_n i E ∈ B(C ) qerez P_a(E) my budem oboznaqat~ spektral~nyæ proektor fflementa a na mnoßestvo E. Zametim, qto P_a(E) ∈ M_∞(A)_n, tak kak algebry fon Neæmana zamknuty otnositel~no borelevskogo isqisleniØ. Kak obyqno, sp(a) oboznaqaet spektr fflementa a. Nakonec, dlØ oboznaqeniØ stabil~noæ ffkvivalentnosti (sm. [1]) proektorov p, q ∈ M_∞(A) budet ispol~zovat~sØ zapis~ p ≃ q.

Nazovem borelevskoe mnoßestvo E ⊂ C dopustimym, esli nul~ ne prinadleßit zamykani¸ fftogo mnoßestva.

Opredelenie 8. My govorim, qto fflementy a, b ∈ M∞(A)n ffkvivalentny, i pixem a ≃ b, togda i tol~ko togda, kogda P_a(E) ≃

P_b(E) dlØ vseh dopustimyh borelevskih podmnoßestv E ⊂ C .

Na proektorah ffto otnoxenie ffkvivalentnosti sovpadaet s obyqnoæ stabil~noæ ffkvivalentnost~¸. Legko videt~, qto a ⊕

0_m ≃ a, gde 0_m – nulevaØ m × m-matrica i a ∈ M_∞(A)_n. Pust~ N (A) = M_∞(A)_n/≃. Oboznaqim qerez [a] klass ffkvivalentnosti

fflementa a ∈ M_∞(A)_n. V silu formuly P_{a⊕b}(E) = P_a(E) ⊕ P_b(E) (a, b ∈ M_∞(A)_n, E ∈ B(C )), operaciØ prØmoæ summy korrektno prodolßaetsØ s mnoßestva M_∞(A)_n na semeæstvo faktorklassov

N (A) i nadelØet ffto semeæstvo strukturoæ abelevoæ polugruppy

(s sokraweniem).

Opredelenie 9. DlØ proizvol~noæ algebry fon Neæmana A opredelim gruppu N_0(A) kak simmetrizaci¸ abeleva monoida N (A). Posle vsego skazannogo oqevidno, qto K_0(A) soderßitsØ v kaqestve podgruppy v gruppe N_0(A).

5. Struktura normirovannoæ polugruppy na N (A)

Preßde qem perehodit~ k osnovnoæ teme fftogo paragrafa zametim, qto ‖a ⊕ b‖ = max(‖a‖, ‖b‖) dlØ vseh a, b ∈ M_∞(A)_n, tak kak norma proizvol~nogo normal~nogo fflementa iz M_∞(A) sovpadaet so spektral~nym radiusom fftogo fflementa. V qastnosti, ‖a ⊕ b‖ 6 ‖a‖ + ‖b‖ (a, b ∈ M_∞(A)_n).

240 A. A. PAVLOV

Teorema 10. N (A) ØvlØetsØ normirovannoæ abelevoæ polugruppoæ

otnositel~no C -deæstviØ C × N (A) −→ N (A), (λ, [a]) −→ [λa] i normy ‖[a]‖ = inf{‖c‖ : c ≃ a, c ∈ M_∞(A)_n}, [a] ∈ N (A). Dokazatel~stvo. Pust~ a ∈ M∞(A)n i E ∈ B(C ). Kak legko videt~, P_{λa}(E) = P_a(E/λ) (λ ∈ C , λ ≠ 0), gde E/λ = {μ/λ : μ ∈ E}. Sledovatel~no, esli a ≃ b, to λa ≃ λb dlØ vseh λ ∈ C ,

a, b ∈ M_∞(A)_n. Takim obrazom, otobraßenie C × N (A) −→ N (A), (λ, [a]) −→ [λa] korrektno opredeleno. Vypolnenie usloviæ (1)–

(3) dlØ fftogo otobraßeniØ oqevidno.

Pereædem teper~ k proverke aksiom normy. Predpoloßim, qto

‖[a] + [b]‖ − (‖[a]‖ + ‖[b]‖) ¿ α > 0 dlØ nekotoryh [a], [b] ∈ N (A).

Vyberem fflementy a^′ ∈ [a] i b^′ ∈ [b], takie qto ‖a^′‖ = ‖[a]‖ + ε_1,

‖b^′‖ = ‖[b]‖ + ε_2 i ε_1 + ε_2 < α. Togda ‖[a] + [b]‖ = ‖[a ⊕ b]‖ 6 ‖a^′ ⊕ b^′‖ 6 ‖a^′‖ + ‖b^′‖ = ‖[a]‖ + ε_1 + ‖[b]‖ + ε_2 < ‖[a]‖ + ‖[b]‖ + α (my

uqli zameqanie, privedennoe v naqale paragrafa). Poluqennoe protivoreqie zaverxaet dokazatel~stvo svoæstva (4).

Legko videt~, qto [λa] = {λc : c ≃ a} dlØ vseh λ ∈ C , a ∈

M_∞(A)_n. Pofftomu ‖λ[a]‖ = ‖[λa]‖ = inf{‖λc‖ : c ≃ a} = |λ| inf{‖c‖ : c ≃ a} = |λ|‖[a]‖. Proverim teper~ aksiomu toqnosti. Pust~ [a] ∈ N (A), [a] ≠ 0.

Togda naædetsØ dopustimoe borelevskoe mnoßestvo E ⊂ C , takoe qto P_a(E) ≄ 0. RasstoØnie ρ(E, 0) = r_0 ot E do nulØ poloßitel~no. Dalee, dlØ l¸bogo b ∈ [a] imeem: P_b(E) ≃ P_a(E) ≄ 0. V qastnosti, P_b(E) ≠ 0. Sledovatel~no, E ∩ sp(b) ≠ ∅. Pofftomu

‖b‖ = sup{|λ| : λ ∈ sp(b)} ¿ r_0 dlØ vseh b ∈ [a], to est~ ‖[a]‖ ¿ r_0 > 0. • Pust~ τ – ravnomernaØ topologiØ na N (A).

Teorema 11. Topologiqeskoe prostranstvo (N (A), τ ) hausdorfo- vo. Dokazatel~stvo. Dopustim, naædutsØ [a], [b] ∈ N (A), takie qto

[a] ≠ [b] i O_ε([a]) ∩ O_ε([b]) ≠ ∅ dlØ vseh ε > 0. Fiksiruem nekotoroe

dopustimoe borelevskoe mnoßestvo E ⊂ C , dlØ kotorogo P_a(E) ≄

NORMIROVANNYE GRUPPY 241

P_b(E), i oboznaqim qerez r_0 (poloßitel~noe) rasstoØnie ot E

do nulØ. Pust~ ε < r_0. Vyberem fflementy [a_ε], [b_ε] ∈ N (A), takie qto max(‖[a_ε]‖, ‖[b_ε]‖) < ε i a ⊕ a_ε ≃ b ⊕ b_ε. Togda dlØ l¸byh

a^′ ∈ [a_ε], b^′ ∈ [b_ε] imeem: P_a0 (E) ≄ P_b0 (E). V qastnosti, moßno

sqitat~, qto P_a0 (E) ≄ 0. Sledovatel~no, E ∩ sp(a^′) ≠ ∅. Pofftomu

‖a^′‖ = sup{|λ| : λ ∈ sp(a^′)} ¿ r_0 > ε dlØ vseh a^′ ∈ [a_ε], to est~ ‖[a_ε]‖ > ε. Poluqennoe protivoreqie zaverxaet dokazatel~stvo

teoremy. •

Teper~ ustanovim, qto polugruppa N (A) udovletvorØet uslovi¸ (7). DlØ fftogo nam potrebuetsØ neskol~ko vspomogatel~nyh rezul~tatov.

Itak, pust~ a ∈ M_∞(A)_n i pust~ O ⊂ sp(a) – otkrytoe (v inducirovannoæ topologii) mnoßestvo. Voz~mem toqku λ_0 /∈ O. DlØ kaßdogo E ∈ B(C ) poloßim Q(E) = { P_a(E \ O), esli λ_0 /∈ E;

P_a(E \ O) + P_a(O), esli λ_0 ∈ E.

(10)

Lemma 12. Semeæstvo samosoprØßennyh proektorov Q(E), zada-

vaemoe formuloæ (10), ØvlØetsØ proektoroznaqnoæ meroæ na kompakte X = (sp(a) \ O) ∪ {λ_0}.

Dokazatel~stvo. TrebuetsØ proverit~ (sm. [4, p. VII.3]) vypolnenie dvuh svoæstv: (a) Q(X) = Id i (b) esli E = ⨆_∞ i=0 E_i, E_i ∈ B(C ), to Q(E) = s-lim_n( ∑_n i=0 Q(E_i)) (zdes~ s-lim oboznaqaet

predel v sil~noæ operatornoæ topologii).

DlØ dokazatel~stva svoæstva (a) trebuetsØ rassmotret~ dva sluqaØ. Pust~ snaqala λ_0 ∈ sp(a). Togda

Q(X) = Q(sp(a) \ O) = P_a(sp(a) \ O) + P_a(O) =

= P_a(sp(a) \ O ⊔ O) = P_a(sp(a)) = Id .

Esli λ_0 /∈ sp(a), to P_a({λ_0}) = 0 i my moßem napisat~:

Q(X) = Q(sp(a) \ O ⊔ {λ_0}) = P_a(sp(a) \ O ⊔ {λ_0}) + P_a(O) =

= P_a(sp(a) \ O) + P_a({λ_0}) + P_a(O) = P_a(sp(a)) = Id .

Svoæstvo (b) proverim tol~ko dlØ sluqaØ, kogda λ_0 ∈ E (drugaØ vozmoßnost~ rassmatrivaetsØ analogiqno). Itak, mo-

242 A. A. PAVLOV ßem sqitat~, qto λ_0 ∈ E_0. Togda Q( ∞⨆ i=0 E_i) = P_a( ∞⨆ i=0 E_i \ O) + P_a(O) =

= s-lim_n ( n∑ i=0 P_a(E_i \ O)) + P_a(O) =

= s-lim_n (P_a(E_0 \ O) + P_a(O) + n∑ i=1 P_a(E_i \ O)) =

= s-lim_n (Q(E_0) + n∑ i=1 Q(E_i)) = s-lim_n ( n∑ i=0 Q(E_i)). • Nazovem borelevskoe mnoßestvo E_0 ⊂ C strogo stabil~no trivial~nym (otnositel~no normal~nogo fflementa a ∈ M_∞(A)), esli P_a(E) ≃ 0 dlØ l¸bogo borelevskogo podmnoßestva E ⊂ E_0.

Lemma 13. Pust~ a ∈ M∞(A)n i pust~ O ⊂ sp(a) – otkrytoe (v

inducirovannoæ topologii) strogo stabil~no trivial~noe (otnositel~no fflementa a) mnoßestvo. Pust~, krome togo, zadana nekotoraØ toqka λ_0 /∈ O. Togda suwestvuet fflement b ∈ M_∞(A)_n, takoæ qto b ≃ a i sp(b) = (sp(a) \ O) ∪ {λ_0}.

Dokazatel~stvo. Soglasno predyduweæ lemme, formula (10) zadaet proektoroznaqnu¸ meru Q(E) na kompakte X = (sp(a)\O)∪

{λ_0}. �toæ mere odnoznaqno sootvetstvuet normal~nyæ fflement b = ∫ X λdQ, priqem sp(b) = X. Rassmotrim proizvol~noe dopusti-

moe borelevskoe mnoßestvo E ⊂ C . UqityvaØ, qto P_a(E ∩O) ≃ 0 i

P_a(O) ≃ 0, razberem dva vozmoßnyh sluqaØ: (a) dopustim λ_0 /∈ E,

togda P_b(E) ≡ Q(E) = P_a(E \ O) ≃ P_a(E \ O) + P_a(E ∩ O) =

P_a((E\O)⊔(E∩O)) = P_a(E); (b) pust~ teper~ λ_0 ∈ E, togda P_b(E) ≡ Q(E) = P_a(E\O)+P_a(O) ≃ P_a(E\O) ≃ P_a(E\O)+P_a(E∩O) = P_a(E). Takim obrazom, fflementy a i b ffkvivalentny. • Teorema 14. NormirovannaØ polugruppa N (A) udovletvorØet

uslovi¸ (7).

Dokazatel~stvo. Dopustim, naædutsØ fflementy [a], [b] ∈ N (A), takie qto ‖[a]‖ ≠ ‖[b]‖ i max(‖[a]‖, ‖[b]‖) − ‖[a ⊕ b]‖ = α > 0. (11)

NORMIROVANNYE GRUPPY 243 Bez ograniqeniØ obwnosti moßem sqitat~, qto ‖[a]‖ − ‖[b]‖ = β > 0. Dalee trebuetsØ razobrat~ dva sluqaØ.

(i) Pust~ ‖[b]‖ < ‖[a ⊕ b]‖. Voz~mem ε < α/2 i fiksiruem c ∈

[a ⊕ b], takoæ qto ‖c‖ − ‖[a ⊕ b]‖ < ε. Togda dlØ l¸bogo fflementa a^′ ∈ [a] imeem: ‖a^′‖ ¿ ‖[a]‖ = ‖[a ⊕ b]‖ + α > ‖c‖ − ε + α > ‖c‖ + α/2. (12) My poluqim iskomoe protivoreqie s usloviem (11), esli naædem fflement a^′ ∈ [a], dlØ kotorogo neravenstvo (12) ne vypolnØetsØ.

Voz~mem b^′ ≃ b, takoæ qto ‖b^′‖ − ‖[b]‖ < (β − α)/2. Dalee, dlØ kaßdogo λ ∈ sp(a) s usloviem |λ| > ‖c‖ naædetsØ okrestnost~

O(λ) ⊂ sp(a), 0 /∈ O(λ), takaØ qto O(λ) ∩ sp(c) = ∅. Krome to-

go, O(λ) ∩ sp(b^′) = ∅ v silu vybora fflementa b^′. Takim obrazom, dlØ proizvol~nogo borelevskogo podmnoßestva E ⊂ O(λ) imeem: P_c(E) ≃ P_a(E) ⊕ P_b0 (E) i P_c(E) = P_b0 (E) = 0. Sledovatel~no,

P_a(E) ≃ 0. Drugimi slovami, O(λ) ØvlØetsØ strogo stabil~no

trivial~nym (otnositel~no a) mnoßestvom. Po lemme 13 naædetsØ fflement a^′ ≃ a, takoæ qto sp(a^′) = (sp(a) \ O(λ)) ∪ {0}. PovtorØØ fftu konstrukci¸ dlØ vseh toqek λ ∈ sp(a), dlØ kotoryh |λ| > ‖c‖, moßem sqitat~, qto sp(a^′) ⊂ {λ ∈ C : |λ| 6 ‖c‖}. Sledovatel~no,

‖a^′‖ 6 ‖c‖ i neravenstvo (12) dlØ fflementa a^′ ∈ [a] ne vypolneno.

(ii) Vtoroæ sluqaæ, kogda ‖[a ⊕ b]‖ 6 ‖[b]‖, razbiraetsØ ana-

logiqno. My ograniqimsØ lix~ obweæ shemoæ dokazatel~stva. Voz~mem ε < β/2 i fiksiruem b^′ ∈ [b], takoæ qto ‖b^′‖ − ‖[b]‖ < ε. Togda dlØ l¸bogo fflementa a^′ ∈ [a] dolßna vypolnØt~sØ ocenka

‖a^′‖ ¿ ‖b^′‖+β/2. Dalee, kak uße bylo pokazano, nahodim fflement a^′ ≃ a, takoæ qto ‖a^′‖ 6 ‖b^′‖. Poluqennoe protivoreqie zaverxa-

et dokazatel~stvo teoremy. •

Zametim, qto rezul~taty fftogo paragrafa pozvolØ¸t nam, v qastnosti, opredelit~ strukturu metriqeskogo prostranstva na simmetrizacii N_0(A) abeleva monoida N (A).

6. Zakl¸qitel~nye zameqaniØ

Skaßem teper~ neskol~ko slov o vozmoßnyh primeneniØh grupp N_0(A). DlØ togo qtoby opredelit~ C ⊗ K_0(A)-znaqnye qisla Lefxeca (pervogo tipa) dlØ unitarnogo ffndomorfizma W ∗- fflliptiqeskogo kompleksa (sm. [5, 8, 6, 7]), obyqno predpolagaetsØ, qto fftot ffndomorfizm est~ fflement predstavleniØ nekoto-

244 A. A. PAVLOV roæ kompaktnoæ gruppy. Gruppy N_0(A) kak rasxireniØ C ⊗K_0 (A)- grupp estestvenno voznika¸t pri popytke rassmotreniØ proizvol~nyh unitarnyh ffndomorfizmov W ∗-fflliptiqeskih kompleksov. Pri fftom okazyvaetsØ vozmoßnym opredelit~ (obobwennye) qisla Lefxeca dlØ takih ffndomorfizmov so znaqeniØmi v gruppe N_0(A).

Krome togo, imeetsØ tesnaØ svØz~ meßdu gruppami N_0(A) i operatornoæ K-teorieæ (sm. [3]).

Literatura

1. Merfi Dß., C^�-algebry i teoriØ operatorov.. M., Faktorial, 1997. 2. Pavlov A. A., Simmetrizacii normirovannyh polugrupp. — V kn.: XXI konferenciØ molodyh uqenyh (MGU), sb. mat.. M., 1999, v peqati.

3. Pavlov A. A., Funktor N0 nad kategorieæ algebr fon Neæmana i ego svØz~ s operatornoæ K-teorieæ. — Vestnik Mosk. un-ta. Ser. mat., meh. (2000), v peqati.

4. Rid M., Saæmon B., Metody sovremennoæ matematiqeskoæ fiziki. T. 1.

Funkcional~nyæ analiz. M., Mir, 1979.

5. Solov~ev ı. P., Troickiæ E. V., C^�-algebry i fflliptiqeskie operatory v differencial~noæ topologii. M., Faktorial, 1996.

6. Troitsky E. V., Lefschetz numbers of C�-complexes. — Lect. Notes Math. 1474 (1991), 193–206.

7. Troitsky E. V., Orthogonal complements and endomorphisms of Hilbert modules and C�-elliptic complexes. — in: Novikov Conjectures, Index Theorems and Ridgidity, Vol. 2. London Math. Soc. Lect. Notes Series 227 (1995), 309–331.

8. Troickiæ E. V., Frank M., Qisla Lefxeca i geometriØ operatorov v

W �-modulØh. — Funkc. anal. i ego priloß. 30, ˝ 4 (1996), 45–57.

Pavlov A. A. Normed groups and their applications in noncommutative differential geometry.

Our work is devoted to abstract study of so-called normed semi-groups, i.e., semi-groups having both rich topological and rich algebraic structure, which arise in some problems of non-commutative geometry. We consider in details the most interesting example, namely, an Abel semi-group N (A), where A is a von Neumann algebra. The definition of this semigroup is based on the notion of stable equivalence of normal elements of W *-algebras which generalizes the notion of stable equivalence of projectors.

Postupilo 11 noØbrØ 1999 g. Moskovskiæ gosudarstvennyæ universitet