Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 266, 2000 g.

E. V. Troickiæ

IZOMORFIZM TOMA V “DVAȷDY” �KVIVARIANTNO` K-TEORII C^∗-RASSLOENI`

Racional~nyæ variant teoremy ob indekse dlØ C^∗-fflliptiqeskih operatorov [1, 2] poluqil mnogoqislennye primeneniØ v differencial~noæ topologii (primenenie k dokazatel~- stvu gipotezy Novikova), differencial~noæ geometrii (krivizna spinornyh mnogoobraziæ), teorii fflliptiqeskih operatorov so sluqaænymi i periodiqeskimi kofffficientami i t. d. Zatem bylo poluqeno ffkvivariantnoe obobwenie fftoæ teoremy [4] i ffkvivariantnoe obobwenie, uqityva¸wee fflementy koneqnogo porØdka [5], takße naxedxie svoi primeneniØ (sm., napr. [11, 3]). V fftih teoremah kompaktnaØ gruppa Li G deæstvovala na total~nom prostranstve rassloeniØ na A-moduli, no ne na samoæ algebre A. DlØ rØda ße priloßeniæ, naibolee klassiqeskim iz kotoryh ØvlØetsØ vyqislenie ffkvivariantnogo indeksa semeæstva fflliptiqeskih operatorov, neobhodimo, qtoby gruppa deæstvovala na A, priqem soglasovanno s deæstviem na total~nom prostranstve. Rexeni¸ fftoæ zadaqi byla posvØwena rabota [12]. V nastoØweæ rabote my daem prostoe dokazatel~stvo teoremy ob izomorfizme Toma v sootvetstvu¸weæ K_G( , A)-teorii. �tot izomorfizm neobhodim, v qastnosti, dlØ dokazatel~stva ukazannoæ teoremy ob indekse.

Avtor vyraßaet gluboku¸ blagodarnost~ V. M. Manuælovu i A. S. Miwenko za poleznye obsußdeniØ i iskrenn¸¸ priznatel~nost~ organizatoram zameqatel~noæ memorial~noæ konferencii V. A. Rohlina za vozmoßnost~ predstavit~ na neæ nastoØwie rezul~taty.

1. Osnovnye opredeleniØ

Pust~ G – kompaktnaØ gruppa Li, nepreryvno deæstvu¸waØ invol¸tivnymi avtomorfizmami na C^∗-algebre A. Esli A obla-

Rabota qastiqno podderßana grantom RFFI N 99-01-01201 i grantom INTAS N 96-1099. 245

246 E. V. TROICKI` daet ediniceæ, to sqitaem edinicu invariantnoæ. Togda g ∈ G perevodit samosoprØßennye fflementy v samosoprØßennye, a poloßitel~nye – v poloßitel~nye.

Zameqanie 1.1. Pri fftom esli a ¿ b ¿ 0, to ga ¿ gb. Deæstvi-

tel~no, a − b = c^∗c ¿ 0. Togda ga − gb = g(c)^∗g(c) ¿ 0.

Pod GGA–modulem M my budem podrazumevat~ A-modul~ s C - lineænym deæstviem G, udovletvorØ¸wim g(m · a) = g(m) · g(a), m ∈ M, a ∈ A (sr. [10]).

DlØ parakompaktnogo prostranstva X oboznaqim qerez

Vect(X; A) kategori¸ lokal~no trivial~nyh rassloeniæ p : E →

X so sloem M = p^{−1}(x) ∈ P(A) i strukturnoæ gruppoæ Aut_A M . Takie rassloeniØ my budem nazyvat~ A-rassloeniØmi. UkazannaØ kategoriØ ØvlØetsØ banahovoæ v smysle Karubi [8, 9]. Pust~ G – kompaktnaØ gruppa Li, nepreryvno deæstvu¸waØ na X i na algebre A.

Dalee, A-rassloenie p : E → X budem nazyvat~ GGArassloeniem, esli na E zadana struktura G-prostranstva, priqem dlØ l¸byh fflementov g ∈ G, e ∈ E, x ∈ X vypolneny usloviØ 1. gp(e) = pg(e); 2. g : p^{−1}(x) → p^{−1}(gx) ØvlØetsØ GGA-lineænym otobraßeniem (t. e. g(e · a) = g(e) · g(a)).

Obrazuem banahovu kategori¸ Vect_G(X; A), ob¨ektami kotoroæ ØvlØ¸tsØ GGA-rassloeniØ, a morfizmami – te morfizmy kategorii Vect(X; A), kotorye kommutiru¸t s deæstviem gruppy G. Mnoßestvo vseh nepreryvnyh seqeniæ s : X → E nekotorogo GGA-rassloeniØ E nad kompaktnym prostranstvom X v ravnomernoæ topologii obrazuet banahov A-modul~ Γ(E). Gruppa G sil~no nepreryvno deæstvuet na Γ(E) po pravilu (gs)(x) =

gs(g^{−1}x), gde g ∈ G, s ∈ Γ(E), x ∈ X. Zametim, qto fftot mo-

dul~ budet GGA–modulem nad algebroæ nepreryvnyh A-znaqnyh funkciæ na X:

g(s · a)(x) = g((s · a)(g^{−1}x)) = g(s(g^{−1}x) · a(g^{−1}x)) =

= g(s(g^{−1}x)) · g(a(g^{−1}x)) = g(s)(x) · g(a)(x) = = (g(s) · g(a))(x).

IZOMORFIZM TOMA 247 SleduØ obweæ sheme [8], opredelim K-gruppy dlØ kompaktnogo G-prostranstva X, polagaØ K^{p,q}_G (X, A) = K^{p,q} (Vect_G(X, A)), K^n_G(X, A) = K^n(Vect_G(X, A)),

K_G(X, A) = K^{0,0}(Vect_G(X, A)).

Podrobnosti primeneniØ ukazannoæ shemy postroeniØ K-teorii v dannoæ situacii, v qastnosti, realizaci¸ fflementov kompleksami, moßno naæti v [12].

2. Gomomorfizm Toma

Pust~ X – G-prostranstvo, p : F → X – kompleksnoe rassloenie nad X, a s : X → F – invariantnoe seqenie. Oboznaqim qerez Λ^i(F ) kompleksnoe G-rassloenie i-vektorov nad X. Opredelim nad X kompleks Λ(F, s) dliny n = dim F :

Λ(F, s) = (0 → Λ^0(F )^{α0}−→ Λ^1(F )^{α1}−→ . . .^{αn}

�1

−→ Λ^n(F ) → 0),

gde α^k(v_x) = s(x) ∧ v_x dlØ v_x ∈ Λ^k(F )_x.

Lemma 2.1 [7].

1. (Λ(F, s), α) deæstvitel~no ØvlØetsØ kompleksom. 2. supp(Λ(F, s)) = {x ∈ X|s(x) = 0} i esli ffto mnoßestvo kompaktno, to opredelen fflement [Λ(F, s)] ∈ K_G(X). •

Pust~ π : p^∗F → F – rassloenie s total~nym prostranstvom

p^∗F = {(f_1, f_2) ∈ F × F : | : p(f_1) = p(f_2)}, π(f_1, f_2) = f_1.

Vektornoe rassloenie (p^∗F, π, F ) imeet kanoniqeskoe seqenie s_F : F → p^∗F, s_F (f) = (f, f). Nositel~ s_F raven X. Takim obrazom, esli X – kompakt, to opredelen fflement [Λ(p^∗F, s_F )] = λ_F ∈ K_G(X). Dalee, esli

a ∈ K_G(X; A), b ∈ K_G(F ), to oboznaqim qerez a · b fflement p^∗(a) ⊗ b ∈ K_G(F ; A).

Opredelenie 2.2. Esli baza vektornogo rassloeniØ kompaktna,

gomomorfizmom Toma nazyvaetsØ otobraßenie

φ : K_G(X; A) → K_G(F ; A), φ(a) = a · λ_F .

Oqevidno sledu¸wee utverßdenie.

248 E. V. TROICKI`

Predloßenie 2.3. Gomomorfizm Toma φ ØvlØetsØ morfizmom

R(G)-moduleæ. •

Pust~ i : X → F – vloßenie nulevogo seqeniØ F . Ono induciruet gomomorfizmy

i^∗ : K_G(F ; A) → K_G(X; A), i^∗φ : K_G(X; A) → K_G(X; A).

Predloßenie 2.4. Esli X kompaktno, to opredelena posledova-

tel~nost~

0 −→ Λ^0F^0−→ Λ^1F^0−→ Λ^2F −→ . . .^0−→ Λ^nF −→ 0, zada¸waØ fflement K_G(X). Pri fftom dlØ l¸bogo fflementa a ∈ K_G(X; A)

i^∗φ(a) = a · [0 −→ Λ^0F^0−→ . . .^0−→ Λ^nF −→ 0] = a · n∑ i=0 (−1)^iΛ^iF.

Dokazatel~stvo. Pust~ a ∈ KG(X; A) zadaetsØ kompleksom a = [(E, α)] = [0 −→ E^{k αk}−→ . . .^{α1}−→ E^0 −→ 0]. Togda φ(a) = a · λ_F = [(p^∗E, p^∗α) ⊗ Λ(p^∗F, s_F )], pofftomu

i^∗φ(a) = [(i^∗p^∗E, i^∗p^∗α)] ⊗ [i^∗Λ(p^∗F, s_F )].

Ostalos~ zametit~, qto poskol~ku pi = 1, to (i^∗p^∗E, i^∗p^∗α) =

(E, α) = a, a ograniqenie kompleksa Λ(p^∗F, s_F ) na X ravno

[0 −→ Λ^0F^0−→ . . .^0−→ Λ^nF −→ 0]. •

Pereædem k sluqa¸ lokal~no kompaktnogo prostranstva X. Kompleks Λ(p^∗F, s_F ) ne imeet kompaktnogo nositelØ i ne opredelØet fflementa λ_F ∈ K_G(F ). Odnako, esli a = [(E, α)] ∈ K_G(X; A), to supp{(p^∗E, p^∗α)⊗Λ(p^∗F, s_F )} ⊂ ⊂ supp(p^∗E, p^∗α) ∩ supp Λ(p^∗F, s_F ) ⊂ ⊂ supp(p^∗E, p^∗α) ∩ X = supp(E, α).

IZOMORFIZM TOMA 249 Takim obrazom, kompleks (p^∗E, p^∗α)⊗Λ(p^∗F, s_F ) imeet kompaktnyæ nositel~. Poluqaem gomomorfizm R(G)-moduleæ

φ : K_G(X; A) → K_G(F ; A), φ(a) = [(p^∗E, p^∗α) ⊗ Λ(p^∗F, s_F )].

Tak ße kak i v kompaktnom sluqae,

i^∗φ(a) = a [0 → Λ^0F^0−→ Λ^1F^0−→ . . .^0−→ Λ^nF → 0].

PerehodØ po periodiqnosti Botta k K^1 (sm. [12]), opredelim gomomorfizm Toma v obwem sluqae:

φ = φ^F_A : K^∗_G(X; A) → K^∗_G(F ; A).

Pust~ teper~ E i F – dva kompleksnyh G-rassloeniØ nad X. Togda opredeleno proizvedenie μ : K_G(E) ⊗ K_G(F ) → K_G(E × F ). Tak kak vloßenie E ⊕ F → E × F induciruet gomomorfizm K_G(E × F ) → K_G(E ⊕ F ), to my poluqaem umnoßenie · : K_G(E) ⊗ K_G(F ) → K_G(E ⊕ F ).

Teorema 2.5. 1. [7] V sluqae kompaktnogo X λ_E · λ_F = λ_{E⊕F} . 2. V obwem sluqae φ^E_A · φ^FC = φ^EC · φ^F_A = φ^{E⊕F}_A , ravenstva spravedlivy v tom smysle, qto esli, naprimer, ab ∈ K_G(X; A), gde a ∈ K_G(X), b ∈ K_G(X; A), to φ^EC (a) · φ^F_A(b) = φ^{E⊕F}_A (ab).

3. [7] Pust~ F_1 i F_2 – dva kompleksnyh rassloeniØ nad X, a s_1 i

s_2 – ih seqeniØ. Togda

Λ(F_1 ⊕ F_2, s_1 ⊕ s_2) = Λ(F_1, s_1) ⊗ Λ(F_2, s_2).

Dokazatel~stvo punkta 2 neposredstvenno sleduet iz punkta

1 i opredeleniØ gomomorfizma Toma. Dokazatel~stvo pp. 1, 3 sm. v [7]. •

250 E. V. TROICKI`

Predloßenie 2.6. Rassmotrim E ⊕F kak rassloenie nad X i kak

rassloenie nad E. Togda diagramma K^∗_G(X; A)^{φE}−−−−→ K^∗_G(E; A) φ^E�^F_1 φ^E�^F_2

K^∗_G(E ⊕ F ; A) K^∗_G(E ⊕ F ; A)

kommutativna.

Dokazatel~stvo. Rassmotrim proekcii p : E → X, q : F → X, r : E ⊕ F → X, t : E ⊕ F → E. Pust~ x ∈ K_G(X; A). Togda φ^E (x) = p^∗(x) Λ(p^∗E, s_E ),

φ^{E⊕F}_2 φ^E (x) = t^∗ ( p^∗(x)Λ(p^∗E, s_E ) ) Λ ( t^∗(E ⊕ F ), s_{E⊕F} ) , t^∗p^∗(x) = r^∗(x), t^∗Λ(p^∗E, s_E ) = Λ(r^∗E, t^∗s_E )

i Λ(t^∗(E ⊕ F ), s_{E⊕F} ) = Λ(r^∗F, t^∗s_F ). Poskol~ku t^∗s_E + t^∗s_F = s_{E⊕F} , to v silu punkta 3 teoremy 2.5 (my dlØ kratkosti otoßdestvlØem fflementy K-grupp i ih predstaviteleæ)

φ^{E⊕F}_2 φ^E (x) = r^∗(x)Λ(r^∗E, t^∗s_E )Λ(r^∗F, t^∗s_F ) = = r^∗(x)Λ(r^∗(E ⊕ F ), s_{E⊕F} ) = φ^{E⊕F}_1 (x). • 3. OsnovnaØ teorema Teorema 3.1. Esli X – mnogoobrazie, to φA ØvlØetsØ izomorfiz-

mom.

Dokazatel~stvo. Preßde vsego, razberem sluqaæ trivial~no-

go rassloeniØ X × V , gde V – kompleksnoe koneqnomernoe Gprostranstvo.

Oboznaqim qerez 1 trivial~nyæ 1-mernyæ G-modul~, tak qto proektivnoe prostranstvo P (V ⊕ 1) ØvlØetsØ kompaktifikacieæ V i my imeem estestvennyæ gomomorfizm

j : K_G(V ; A) → K_G(P (V ⊕ 1); A),

j : K_G(V × X; A) → K_G(P (V ⊕ 1) × X; A).

IZOMORFIZM TOMA 251 Pust~ X kompaktno. Rassmotrim proizvol~nyæ fflement x ∈

K_G(P (V ⊕ 1) × X; A). Rassmotrim analitiqeskiæ indeks sootvet-

stvu¸wego semeæstva operatorov Dol~bo nad P (V ⊕ 1) s kofffficientami v x (sr. [6]), t. e. operatora nad C^∗-algebroæ C(X) ⊗ A (sm. [5, 12]). �to fflement K_G(X; A). S ispol~zovaniem kompozicii s j (sr. [6, str. 123]) poluqaem semeæstvo otobraßeniæ

α = α_{X,A} : K_G(V × X; A) → K_G(X; A), udovletvorØ¸wih sledu¸-

wim svoæstvam:

(a1) α funktorial~no otnositel~no G-morfizmov X i A; (a2) kommutativna diagramma: K_G(V × X; B) ⊗ K_G(X; A) −−−−→ K_G(V × X; B ⊗ A) αX,B^{⊗1} αX,B^{⊗A} K_G(X; B) ⊗ K_G(X; A) −−−−→ K_G(X; B ⊗ A), v qastnosti, α – morfizm K_G(X)-moduleæ;

(a3) α_{pt,}C(λ^∗_V ) = 1 ∈ R(G).

Faktiqeski, perevodØ prostranstvo parametrov v kofffficienty:

K_G(P (V ⊕ 1) × X; B) ∼= K_G(P (V ⊕ 1); C(X) ⊗ B),

poluqaem, qto vse svoditsØ k sluqa¸ X = pt, a (a2) primet vid K_G(V ; B) ⊗ K_G(pt; A) −−−−→ K_G(V ; B ⊗ D) αpt,B^{⊗1} α^{pt,B}�^D K_G(pt; B) ⊗ K_G(pt; D) −−−−→ K_G(pt; B ⊗ D), (1)

a funktorial~nost~ (a1) svedetsØ k funktorial~nosti po otnoxeni¸ k algebre kofffficientov. Standartnym obrazom pri pomowi kommutativnoæ diagrammy 0 −−−−→ K_G(V ; A) −−−−→ K_G(V ; A^+) −−−−→ K_G(V ; C ) α α 0 −−−−→ K_G(pt; A) −−−−→ K_G(pt; A^+) −−−−→ K_G(pt; C ) α rasprostranØetsØ na neunital~nyæ (v qastnosti, nekompaktnyæ) sluqaæ. Pri fftom diagramma (1) po-preßnemu kommutativna. Nam ponadobØtsØ sledu¸wie dva qastnyh sluqaØ ee. Pri

252 E. V. TROICKI`

B = C_0(X) ⊗ A, D = C_0(V ) poluqaem dlØ x ∈ K_G(V × X; A), y ∈ K_G(V ) α_{X×V,A}(x ⊗ y) = α_{X,A}(x) ⊗ y ∈ K_G(X × V ; A). (2) Pri D = C_0(X) ⊗ A, B = C_0(W ) poluqaem dlØ y^′ ∈ K_G(W × X; A),

x^′ ∈ K_G(V ) α_{W ×X,A}(x^′ ⊗ y^′) = α_{pt,}C(x^′) ⊗ y^′ ∈ K_G(W × X; A). (3) Pust~ x ∈ K_G(X; A), togda po (3) s W = 0 i (a2)

α(λ^∗_V x) = α(λ^∗_V )x = x. (4)

Pust~ y ∈ K_G(V × X; A) = K_G(V ; C_0(X) ⊗ A), togda po (2) i (3) s W = V α(y)⊗λ^∗_V = α(y⊗λ^∗_V ) = α(λ^∗_V ⊗~y) = α(λ^∗_V )~y = ~y ∈ K_G(X ×V ; A), (5) gde qerez ~y ∈ K_G(X × V ; A) oboznaqen fflement, poluqennyæ iz y pri pomowi otobraßeniØ X × V → V × X, (x, v) → (−v, x) (tak qto V × X × V → V × X × V , (u, x, v) → (−v, x, u) gomotop- no toßdestvennomu). Primeniv k obeim qastØm (5) izomorfizm

K_G(X × V ; A) → K_G(V × X; A), poluqim, qto φα – nekotoryæ izo-

morfizm. No po (4) αφ = Id, tak qto α – dvustoronniæ obratnyæ, a neizvestnyæ avtomorfizm ØvlØetsØ toßdestvennym.

Perehod k sluqa¸ obwego kompleksnogo H-rassloeniØ E → Y osuwestvim analogiqno [6, str. 124]. Imenno, rassmotrim G =

U (n) × H i glavnoe G-rassloenie X, s kotorym associirovano

E, Y = X/U (n), tak qto

K_G(X; A) ∼= K_H (Y ; A),

K_G(V × X; A) ∼= K_H ((V × X)/U (n); A) ∼= K_H (E; A).

Poskol~ku otoßdestvleniØ kommutiru¸t s umnoßeniem na λ^∗_V , to poluqaem trebuemyæ rezul~tat. (Po-drugomu moßno bylo by vloßit~ rassloenie v trivial~noe i vospol~zovat~sØ tranzitivnost~¸ gomomorfizma Toma). •

Literatura

1. A. S. Miwenko, TeoriØ fflliptiqeskih operatorov nad C*-algebrami. — Dokl. Akad. Nauk SSSR 239, ˝ 6 (1978).

IZOMORFIZM TOMA 253 2. A. S. Miwenko, A. T. Fomenko, Indeks fflliptiqeskih operatorov nad

C*-algebrami. — Izv. AN SSSR. Ser. matem. 43, ˝ 4 (1979), 881–859.

3. ı. P. Solov~ev, E. V. Troickiæ, C*-algebry i fflliptiqeskie operatory

v differencial~noæ topologii. M., Faktorial, 1996.

4. E. V. Troickiæ, �kvivariantnyæ indeks C*-fflliptiqeskih operatorov.

— Izv. AN SSSR. Ser. matem. 50, ˝ 4 (1986), 849–865. 5. E. V. Troickiæ, ToqnaØ formula dlØ indeksa ffkvivariantnogo C*-ffllip-

tiqeskogo operatora. — Trudy MI RAN im. V. A. Steklova (TopologiØ

i ee priloßeniØ) 193 (1992), 178–182.

6. M. F. Atiyah, Bott periodicity and the index of elliptic operators. — Quart. J.

Math. Oxford 19 (1968), 113–140.

7. T. Friedrich, Vorlesungen über K-Theorie. Leipzig, Teubner, 1987. 8. M. Karoubi, Algèbres de Clifford et K-théorie. — Ann. Sci. Éc. Norm. Sup., 4e sér 1 no. 2 (1968), 161–270.

9. M. Karoubi, Éspaces classifiants en K-théorie. — Trans. Amer. Math. Soc. 147 no. 1 (1970), 74–115.

10. G. G. Kasparov, Hilbert C*-modules: theorems of Stinespring and Voiculescu. — J. Oper. Theory 4 (1980), 133–150.

11. J. Rosenberg, S. Weinberger, Higher G-signatures for Lipschitz manifolds. — K-Theory 7 (1993), 101–132.

12. E. V. Troitsky, Actions of compact groups, C�-index theorem, and families. — e-print http://xxx.lanl.gov/math.OA/9904002, April 01, 1999.

Troit-skii E. V. Thom isomorphism in the “twice” equivariant Ktheory of C^∗-fibrations.

A theorem on the Thom isomorphism for the K-theory of fibrations whose fiber is a projective module over a C^∗-algebra is proved in the situation where a compact Lie group acts on the algebra and on the total space as well.

Postupilo 10 oktØbrØ 1999 g.

Moskovskiæ gosudarstvennyæ universitet Mehaniko-matematiqeskiæ fakul~tet Kafedra vysxeæ geometrii i topologii 119 899 Moskva RossiØ

troitsky@mech.math.msu.su