Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 266, 2000 g.

P. V. ˚godovskiæ

ODNORODNYE DEFORMACII DISKRETNYH GRUPP

V rabote [2] vvedena konstrukciØ lineænoæ deformacii diskretnyh grupp kak special~noæ deformacii ih gruppovyh algebr, rezul~tatom kotoroæ ØvlØ¸tsØ gruppovye algebry mnogoznaqnyh grupp (o mnogoznaqnyh gruppah sm. [1, 4, 5]). NastoØwiæ doklad osvewaet vkratce osnovnye rezul~taty po lineænoæ deformacii, kotorye podrobno budut izloßeny v gotovØweæsØ k peqati stat~e [3], a takße novye rezul~taty, ne voxedxie v nee.

Opredelenie 1. Mnoßestvo S c otobraßeniem μ : S×S → (S)^n,

(gde (S)^n – n-Ø simmetriqeskaØ stepen~ S) nazyvaetsØ n-znaqnoæ gruppoæ, n ∈ N, esli vypolnØ¸tsØ sledu¸wie usloviØ.

(1) associativnost~: ∀x, y, z ∈ A (μ)^n(x, μ(y, z)) = (μ)^n(μ(x, y), z). Zdes~ pod (μ)^n(μ(x, y), z) podrazumevaetsØ (μ(t_1, z), . . . , μ(t_n, z)) ∈ (A)^{n2} , gde μ(x, y) = (t_1, . . . , t_n). PravaØ qast~ ravenstva ponimaetsØ analogiqno. TrebuetsØ sovpadenie poluqivxihsØ fflementov (A)^{n2} .

(2) suwestvovanie dvustoronneæ edinicy: ∃e ∈ A ∀x ∈ A μ(e, x) = μ(x, e) = (x, . . . , x). (3) suwestvovanie dvustoronnego obratnogo: ∀x ∈ A ∃x^′ C^e_{x,x}0 >

0 i C^e_x0_{,x} > 0. Zdes~ i dalee C^z_{x,y} oznaqaet kratnost~ fflementa z v μ(x, y). Otobraßenie μ nazyvaetsØ proizvedeniem.

n-Gruppa nazyvaetsØ kommutativnoæ, esli ∀x, y ∈ A μ(x, y) = μ(y, x). Opredelenie 2. Algebra A s fiksirovannym bazisom, fflementy

kotorogo otoßdestvlØ¸tsØ s fflementami n-gruppy S, i strukturnymi konstantami c^z_{x,y} =^1_n C^z_{x,y} nazyvaetsØ gruppovoæ algebroæ n-gruppy S. 330

ODNORODNYE DEFORMACII DISKRETNYH GRUPP 331 Rassmotrim prostranstvo strukturnyh konstant N -mernyh algebr s ediniceæ V = R^{N(N−1)2} s koordinatami c^k_{i,j} (i, j = 2 . . . N, k = 1, . . . N ). Opredelim mnogoobrazie M^N_{ass} associativnyh algebr razmernosti N s ediniceæ i fiksirovannym bazisom kak poverhnost~ v V , sootvetstvu¸wu¸ naboram strukturnyh konstant

c^k_{i,j}, otveqa¸wih associativnym algebram. Gruppovym algebram

mnogoznaqnyh grupp sootvetstvu¸t toqki na fftom mnogoobrazii.

Opredelenie 3. Algebra A nazyvaetsØ lineænoæ deformacieæ al-

gebry B, esli prØmaØ, soedinØ¸waØ sootvetstvu¸wie im toqki v prostranstve strukturnyh konstant V , celikom leßit na poverhnosti M^N_{ass}. Mnogoznaqnu¸ gruppu S budem nazyvat~ lineænoæ deformacieæ n-gruppy C, esli ee gruppovaØ algebra ØvlØetsØ lineænoæ deformacieæ gruppovoæ algebry n-gruppy C.

Ris. 1

DlØ kaßdoæ gruppy G moßno rassmotret~ sovokupnost~ prØmyh, leßawih na poverhnosti M^{|G|}ass, kotorye opredelØ¸t ee deformacii v drugie mnogoznaqnye gruppy. �ta sovokupnost~ raspadaetsØ na neskol~ko ploskosteæ deformaciæ razliqnyh razmernosteæ v prostranstve V , prohodØwih qerez toqku, sootvetstvu¸wu¸ algebre R(G). Opixem poluqivxiesØ konfiguracii ploskosteæ dlØ 1-grupp Z_3, Z_4 i Z_2 ⊕ Z_2 s pomow~¸ special~- nyh kletoqnyh diagramm. Sopostavim kaßdoæ ploskosti kletku na edinicu men~xeæ razmernosti. Esli dve ploskosti l_1 i l_2 pereseka¸tsØ po ploskosti l_3, to kletka, otveqa¸waØ l_3, vhodit v granicu kletok, sootvetstvu¸wih l_1 i l_2. Na risunke predstavleny poluqivxiesØ diagrammy dlØ Z_4 (a) i Z_2⊕Z_2 (b). Diagramma

dlØ Z3 predstavlØet soboæ odnu dvumernu¸ kletku.

332 P. V. ˚GODOVSKI`

Otmetim, qto prØmaØ, ØvlØ¸waØsØ pereseqeniem dvuh trehmernyh ploskosteæ deformacii gruppy Z_4 (na diagramme eæ sootvetstvuet obwaØ toqka dvuh treugol~nikov), sootvetstvuet deformacii, perevodØweæ Z_4 v Z_2⊕Z_2. Analogiqno, tri prØmye deformacii gruppy Z_2 ⊕ Z_2, kotorye ØvlØ¸tsØ pereseqeniem trehmernyh ploskosteæ, otveqa¸t deformaciØm Z_2 ⊕ Z_2 v Z_4, rezul~- taty kotoryh otliqa¸tsØ porØdkom fflementov (v Z_2 ⊕ Z_2 moßno tremØ sposobami vybrat~ fflement, kotoryæ v Z_4 budet imet~ porØdok 2).

Pust~ G – diskretnaØ gruppa v obyqnom smysle, umnoßenie fflementov kotoroæ niße oboznaqaetsØ toqkoæ. OkazyvaetsØ, qto umnoßenie v proizvol~noæ lineænoæ deformacii gruppy G moßet byt~ zapisano v sledu¸wem vide (tut fflementy i, j ∈ G rassmatriva¸tsØ kak fflementy lineænoæ deformacii gruppy G): i ∗ j = X r∈G L^r (i, j)(r · i · j), gde L(i, j) = P_{r∈G} L^r (i, j) – 2-kocikl gruppy G standartnoæ B-re-zol~venty ee gruppovoæ algebry R(G) s kofffficientami v R(G), rassmatrivaemoæ kak R(G)-modul~ s deæstviem ad.

V sluqae, kogda G – abeleva gruppa, vmesto kocikla L moßno rassmatrivat~ nabor kociklov {L^r} s kofffficientami v racional~nyh qislah.

DlØ abelevyh grupp G rassmotrim special~nyæ klass deformaciæ, kotorym sootvetstvu¸t kocikly vida L(i, j) = (1 −

L^r (i, j))e − L^r (i, j)r dlØ nekotorogo r ∈ G. Takie deformacii bu-

dem nazyvat~ odnorodnymi.

Soglasno [3], strukturnyæ kocikl odnorodnyh deformaciæ L^r prinimaet tol~ko odno nenulevoe znaqenie i, sledovatel~no, iz uravneniØ na kocikl L(i, j) + L(i · j, k) = L(i, j · k) + L(j, k) (1) imeem (L(i, i^{−1}) = 0) ⇒ (∀j L(i, j) = L(j, i) = 0). Ots¸da srazu vytekaet sledu¸waØ

Lemma 1. (1) L(i, i^{−1}) = L(i^{−1}, i); (2) (L(i, i^{−1}) = 0) ⇒ (∀j, k L(j, k) = L(j · i, k) = L(j, k · i)).

ODNORODNYE DEFORMACII DISKRETNYH GRUPP 333

Sledstvie 1. Esli kocikl L i fflement r ∈ G zada¸t na grup-

pe G odnorodnu¸ deformaci¸ i suwestvuet takoæ fflement s ∈ G, qto L(s, s^{−1}) = 0, to kocikl L imeet vid L = p^∗L^′, dlØ nekotorogo 2-kocikla L^′ gruppy G/⟨s⟩ i estestvennoæ proekcii p na faktorgruppu.

Netrudno proverit~, qto v fftom sluqae dannye L^′ i p(r) zada- ¸t odnorodnu¸ deformaci¸ gruppy.

U Zl est~ kanoniqeskaØ odnorodnaØ deformaciØ Z[t]/⟨t^l − (1 −

h) − ht)⟩ (h – parametr deformacii). Pust~ L_l i r – dannye,

zada¸wie fftu deformaci¸. Togda spravedliva osnovnaØ

Teorema 1. Qtoby 2-kocikl L i fflement r zadavali odnorodnu¸

deformaci¸ koneqnoæ abelevoæ gruppy G, neobhodimo i dostatoqno, qtoby ∃l i ∃p : G → Z_l, takie qto L = p^∗L_l i libo p(r) = t libo L(t) = 1Z_l.

V [3] dokazana ffta teorema v sluqae, kogda G – koneqnaØ cikliqeskaØ gruppa, a takße pokazano, qto uße dlØ gruppy Zffto opisanie ohvatyvaet ne vse odnorodnye deformacii. Real~no, v dokazatel~stve teoremy ot G trebuetsØ, qtoby dlØ nee vypolnØlas~ teorema o razloßenii v prØmu¸ summu cikliqeskih, qtoby porØdki ee fflementov byli ograniqeny v sovokupnosti i ee vtoraØ gruppa kogomologiæ s kofffficientami v R byla trivial~noæ. Nam ponadobØtsØ sledu¸wie predloßeniØ.

Predloßenie 1 (sm. [3]). Proizvol~naØ posledovatel~nost~

{L(1, i)}, i ∈ Z_n odnoznaqno zadaet kocikl L ∈ Z^2(Z_n, R) po sledu¸wim formulam: L(p, q) = p−1X_{s=0(L(1, s + q mod n) − L(1, s)), p > 0. (2)}

Predloßenie 2. L¸boæ 2-kocikl prØmoæ summy dvuh koneqnyh

cikliqeskih grupp ⟨a⟩ ⊗ ⟨b⟩ polnost~¸ opredelØetsØ svoimi znaqeniØmi na parah fflementov (c, d), gde c, d ∈ ⟨a⟩ ∪ ⟨b⟩. Pri fftom spravedliva formula (∀k, l, m, n):

L(a^k · b^l, a^m · b^n) = = L(a^k, a^m) + L(b^l, b^n) + L(a^{k+m}, b^{l+n}) − L(a^m, b^n) − L(a^k, b^l).

334 P. V. ˚GODOVSKI`

Dokazatel~stvopredloßeniØ 2 nosit qisto tehniqeskiæ harak-

ter. •

Dokazatel~stvo teoremy. Rassmotrim podgruppu H gruppy G,

poroßdennu¸ fflementami s takimi, qto L(s, s^{−1}) = 0. Togda, soglasno sledstvi¸, kocikl L inducirovan nekotorym kociklom na G/H s pomow~¸ estestvennoæ proekcii. Esli my dokaßem, qto ffta faktorgruppa budet cikliqeskoæ, to, ispol~zuØ teoremu iz [3] ob odnorodnyh deformaciØh koneqnyh cikliqeskih grupp, srazu poluqim utverßdenie teoremy. No legko videt~, qto cikliqnost~ G/H sleduet iz sledu¸weæ lemmy.

Lemma 2. ∀a, b ∈ G/H (deg(a) = deg(b)) ⇒ (⟨a⟩ = ⟨b⟩) Shema dokazatel~stva lemmy. Bez ograniqeniØ obwnosti moß-

no sqitat~, qto porØdok a i b est~ prostoe qislo p > 2 (sluqaæ

p = 2 trivialen). Iz opisaniØ odnorodnyh deformaciæ koneqnyh

cikliqeskih grupp, moßno vybrat~ fflementy a_0 ∈ ⟨a⟩, b_0 ∈ ⟨b⟩, takie qto L(a^k_0, a_0) = L(b^k_0 , b_0) = 1 − δ_{k,p}. Niße vmesto a_0 budem pisat~ prosto a. Pust~ f_i takovo, qto (i + 1)f_i ≡ 1 (mod p), i

b_i = (a^i_0 ·b_0)^{fi} . Ispol~zuØ predloßenie 2, poluqim P^p_{k=1} L(b^k_i , b_i) = p − 1 − pL(a^{ifi}_0 , b^{fi}_0 ) = p − 1. Takim obrazom, L(b^k_i , b^l_i) = L(a^k_0 , a^l_0) i,

sledovatel~no, L(a^{(m−1)k} · b^k_0, a^{(m−1)l} · b^l_0) = L(a^{mk} , a^{ml}). Predpoloßim, qto podgruppy ⟨a⟩, ⟨b⟩ ne sovpada¸t, t. e. b_{−1} = (a^{−1}b_0)^h ≠ 0. Togda moßno vybrat~ stepen~ h tak, qtoby vypolnØlos~ sootnoxenie L(b^k_{−1}, b^l_{−1}) = L(a^k, a^l). Togda

L(a^{2k}, a^{2l}) = L((a · b_{−1})^k, (a · b_{−1})^l) =

= L(a^{(1−h)k} · b^{hk}_0 , a^{(1−h)l} · b^{hl}_0 ) = L(a^k, a^l).

No, kak izvestno, kocikl, zada¸wiæ odnorodnu¸ deformaci¸ koneqnoæ cikliqeskoæ gruppy Z_f, kotoryæ ne obnulØetsØ ni na kakoæ podgruppe, est~ L_f (u nas f = p^2). DlØ L_p2 sootnoxenie

L(a^{2k}, a^{2l}) = L(a^k, a^l) vypolnØetsØ ne dlØ vseh par k i l, qto i

privodit k protivoreqi¸. •

Takim obrazom, teorema dokazana. •

Literatura 1. V. M. Buhxtaber, E. G. Riss, Mnogoznaqnye gruppy i n-algebry Hopfa.

— Uspehi mat. nauk. ˝ 4 (1996), 149–150.

ODNORODNYE DEFORMACII DISKRETNYH GRUPP 335 2. P. V. ˚godovskiæ, DeformaciØ mnogoznaqnyh grupp. — Uspehi mat. nauk.

˝ 3 (1997), 179–180.

3. P. V. ˚godovskiæ, LineænaØ deformaciØ diskretnyh grupp i konstrukcii

mnogoznaqnyh grupp. — Izv. RAN, Ser. mat.. gotovitsØ k peqati.

4. V. M Buchshtaber, E. G. Rees, Multivalued groups, their representations and Hopf algebras. — Transf. Groups 2 no. 4 (1997), 325–349.

5. V. M Buchshtaber, E. G. Rees, Multivalued groups, n-Hopf algebras and n-ring homomorphisms. in: Lie groups and Lie Algebras. Netherlands, Kluwer Acad. Publ., 1998, pp. 85–107.

Yagodovskii P. V. Homogeneous deformations of discrete groups. Linear deformation of discrete groups is a special deformation of their group algebras resulting in group algebras of many-valued groups. We present main results on the linear deformation.

Postupilo 10 oktØbrØ 1999 g. Moskovskiæ gosudarstvennyæ universitet