Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 267, 2000 g.

P. M. Ahmet~ev, S. A. Melihov

OB IZOTOPIQESKO` REALIZUEMOSTI NEPRERYVNYH OTOBRAȷENI`

Beskoneqnost~ tol~ko mgnovennaØ est~ protivoreqie, nesterpimoe dlØ uma Vl. S. Solov~ev “Smysl l¸bvi”

§1. Vvedenie.

Napomnim, qto pod vloßeniem ponimaetsØ otobraßenie, ØvlØ- ¸weesØ gomeomorfizmom na svoæ obraz, a pod izotopieæ – gomotopiØ v klasse gomeomorfizmov, toßdestvennaØ pri nulevom znaqenii parametra. Nepreryvnoe otobraßenie f kompaktnogo prostranstva X v mnogoobrazie bez kraØ Q diskretno realizuemo [29], esli dlØ kaßdogo ε > 0 ono ε-approksimiruemo vloßeniem, i izotopiqeski realizuemo [15], esli suwestvuet psevdoizotopiØ

H_t : Q → Q, t ∈ I = [0, 1] (t.e. izotopiØ s parametrom t ∈ [0, 1),

prodolßa¸waØsØ do nepreryvnogo otobraßeniØ pri t → 1 [4]), perevodØwaØ v f nekotoroe vloßenie g (t.e. H_1 ∘ g = f).

Oqevidno, izotopiqeskaØ realizuemost~ vleqet diskretnu¸; verno li obratnoe? �tot vopros, postavlennyæ E. V. Wepinym v 1993 g., nazyvaetsØ Problemoæ izotopiqeskoæ realizacii. DlØ otobraßeniæ proizvol~nyh kompaktov on rexaetsØ oqevidno otricatel~no (sm [27]), pofftomu estestvenno predpolagat~ (i vs¸- du dalee my budem ffto delat~), qto X – kompaktnyæ n-mernyæ poliffdr, a takße (v celØh udobstva) qto Q – orientiruemoe kusoqno-lineænoe m-mernoe mnogoobrazie bez kraØ. V takoæ postanovke Problema byla otricatel~no rexena vtorym avtorom v rabote [27], primery 1.3, 1.9. Odnako v nastoØweæ rabote my budem ponimat~ Problemu izotopiqeskoæ realizacii v bolee xirokom smysle: kak uznat~ po dannomu diskretno realizuemomu otobraßeni¸ f : X → Q, budet li ono realizuemo izotopiqeski?

Rabota vypolnena pri qastiqnoæ finansovoæ podderßke RFFI (grant 99-01-00009). 53

54 P. M. AHMET^EV, S. A. MELIHOV

Problemu moßno takße sformulirovat~ v gladkoæ i kusoqnolineænoæ kategoriØh, zameniv vse ispol~zovannye v dannyh vyxe opredeleniØh terminy, krome “nepreryvnogo otobraßeniØ”, na ih DIFF- i PL-analogi; v gladkom sluqae ffto bylo sdelano v [1, 3]. Vproqem, kak diskretnaØ, tak i izotopiqeskaØ realizuemost~ nepreryvnogo otobraßeniØ iz n-mernogo kompaktnogo

DIFF-mnogoobraziØ (sootv. poliffdra) v m-mernoe DIFF- (PL)-

mnogoobrazie bez kraØ v gladkom (kusoqno-lineænom) smysle ffkvivalentna obyknovennoæ pri uslovii m >^{3(n+1)}_2 (m > n + 3) [27].

Sleduet zametit~, qto diskretnaØ realizuemost~ vleqet izotopiqesku¸ pri m > 2n + 2 (v silu ravnomernoæ lokal~noæ svØznosti prostranstva PL vloßeniæ, vypolnennoæ po obwemu poloßeni¸, sm. [17]) i dlØ otobraßeniæ zamknutogo mnogoobraziØ na sebØ (v silu lokal~noæ stØgivaemosti gruppy gomeomorfizmov [11, 20]). DlØ otobraßeniæ f : S^1 → R^3 diskretnaØ realizuemost~ ne vleqet izotopiqesku¸ kak v kusoqno-lineænom i gladkom [5, 30], tak i v topologiqeskom [27, 1.3] sluqaØh. V to ße vremØ vopros ob ffkvivalentnosti diskretnoæ i izotopiqeskoæ realizuemosti dlØ otobraßeniæ v korazmernosti > 3, t.e. pri otsutstvii fenomena zauzlennosti kak rezul~tata nekommutativnosti fundamental~noæ gruppy, iznaqal~no rassmatrivavxiæsØ kak osnovnaØ sostavlØ¸waØ Problemy, do nedavnego vremeni ostavalsØ otkrytym (i rexaetsØ lix~ primerom [27, 1.9]).

Okazalos~, qto dlØ dostatoqno “horoxih” otobraßeniæ, v qastnosti, dlØ kompozicii X^{n pl}→ Y → Q^m kusoqno-lineænogo otobraßeniØ i topologiqeskogo vloßeniØ, m − n > 3, ponØtiØ diskretnoæ i izotopiqeskoæ realizuemosti ffkvivalentny [27]. Krome togo, l¸boe otobraßenie X^n → Q^{2n+1} izotopiqeski realizuetsØ pri n > 1 [27] (diskretnaØ realizuemost~ zdes~ vypolnena po obwemu poloßeni¸).

S drugoæ storony, pri otsutstvii kakih-libo ograniqeniæ na otobraßenie vopros ob ffkvivalentnosti diskretnoæ i izotopiqeskoæ realizuemosti stanovitsØ kraæne sloßnym uße dlØ otobraßeniæ S^n → S^{n i}→ R^m, m 6 2n, gde i oboznaqaet standartnoe vkl¸qenie. Dokazano lix~, qto otobraßeniØ S^n → S^{n i}→ R^{2n} izotopiqeski realizu¸tsØ pri n = 4k + 1 > 9 (v to vremØ kak diskretno oni realizu¸tsØ pri vseh n ≠ 1, 2, 3, 7) [1].

OB IZOTOPIQESKO` REALIZUEMOSTI 55

Opredelenie. Pust~ f : S^n → R^m – nepreryvnoe otobraßenie, m > n + 3 (dlØ uproweniØ tehniqeskoæ storony vo vvedenii my

ograniqimsØ fftim sluqaem). Rassmotrim konfiguracionnoe singulØrnoe mnoßestvo f, t.e. kompakt Σ = Σ(f) = {(x, y) ∈ S^n × S^n | f(x) = f(y)}, vloßennyæ v S^n × S^n ffkvivariantno otnositel~no perestanovki somnoßiteleæ t : (x, y) ↔ (y, x). DlØ sluqaØ, kogda f – vloßenie, Σ est~ diagonal~ Δ, kogda f – pogrußenie, Σ soderßit Δ v kaqestve komponenty svØznosti, kogda f – poqti-vloßenie, Σ, naprotiv, soderßitsØ v maloæ okrestnosti Δ, a kogda f kusoqno-lineæno, Σ est~ t-ffkvivariantnyæ podpoliffdr S^n × S^n. Opredeleno otobraßenie momentov f̃ : S^n × S^n \ Σ → S^{m−1}, (x, y) →^{f(x)−f(y)}_{||f(x)−f(y)||} , ffkvivariantnoe otnositel~no t i antipodal~noæ invol¸cii s : z ↔ −z na sfere S^{m−1}. Opredelim fflement^1

o(f̃ ) ∈ H^{m−1}_{eq} (S^n × S^n \ Σ)

1Napomnim, qto gruppa H^k_{(t,s)-eq}(X; πp(Y )) ffkvivariantnyh simplicial~- nyh k-mernyh kogomologiæ (vozmoßno, nekompaktnogo) poliffdra X so svobodnoæ kusoqno-lineænoæ invol¸cieæ t s kofffficientami v p-mernoæ gomotopiqeskoæ gruppe prostranstva Y so svobodnoæ nepreryvnoæ invol¸cieæ s opredelØetsØ tak ße, kak i v ne-ffkvivariantnom sluqae, s tem otliqiem, qto vse postroeniØ proizvodØtsØ v nekotoroæ ffkvivariantnoæ triangulØcii X, a vmesto kocepeæ rassmatriva¸tsØ lix~ ffkvivariantnye kocepi, to est~ takie kocepi c, qto c ∘ t� = s� ∘ c. Zdes~ s� – inducirovannaØ invol¸cieæ s invol¸ciØ na gruppe πp(Y ), a t� – invol¸ciØ na gruppe cepeæ, zadavaemaØ invol¸cieæ t po formule t�(∑_i giσ^l_i) = ∑_i git(σ^l_i) (orientaciØ na simplekse t(σ^l_i) v pravoæ qasti zadaetsØ iznaqal~no zafiksirovannoæ orientacieæ simpleksa σ^l_i s pomow~¸ otobraßeniØ t i moßet ne sovpadat~ s iznaqal~no zafiksirovannoæ orientacieæ simpleksa t(σ^l_i)). �kvivalentnym obrazom, H^k_{(t,s)-eq}(X; πp(Y )) moßno opredelit~ kak H^k(X/t, Fs_∗ ) – kogomologii faktorprostranstva X po deæstvi¸ invol¸cii t s kofffficientami v lokal~no postoØnnom puqke Fs_∗ so sloØmi, sostoØwimi iz grupp πp(Y ), i deæstviem gruppy π1(X/t) na sloØh, zadavaemym po formule α → (s�)^{δ∗(α)}, gde δ� : π1(X/t) → Z/2 – gomomorfizm iz toqnoæ posledovatel~nosti rassloeniØ X → X/t (t.e. dvulistnogo nakrytiØ). V sluqae, kogda invol¸cii t i s Øsny iz konteksta, oni budut opuskat~sØ, a v sluqae, kogda s – antipodal~naØ invol¸ciØ na Y = S^m�^1 (t.e. kofffficientami ØvlØ¸tsØ celye qisla Zs invol¸cieæ 1 → (−1)^m), kofffficienty πm�1(S^m�^1) budut takße opuskat~sØ.

56 P. M. AHMET^EV, S. A. MELIHOV

kak pervoe prepØtstvie d(f̃,ĩ) k ffkvivariantnoæ gomotopii (sm. [14, VI:13]; po povodu ffkvivariantnogo sluqaØ sm. [18, §2; §4]) otobraßeniæ f̃ i ĩ|_Sn_{×S}n_{\Σ(f)}, gde i : S^n → R^m – standartnoe vkl¸qenie.^2 Zametim, qto o(f̃ ) = d(f̃,ĩ) ne menØetsØ pri izmenenii otobraßeniæ f̃ , ĩ na ffkvivariantno gomotopnye (sm. [14, rassußdeniØ v naqale §7.5]). V qastnosti, poskol~ku my predpoloßili, qto m > n + 3, vmesto i moßno bylo by rassmotret~ l¸boe dru-

goe PL vloßenie j : S^n → R^n, tak kak, soglasno [31], ono izotopno

i, i sledovatel~no, j̃ ffkvivariantno gomotopno ĩ.

DlØ l¸bogo ε > 0 oboznaqim qerez N_ε ffkvivariantnu¸ zamknutu¸ okrestnost~ kalibra ε kompakta Σ ⊂ S^n × S^n, ØvlØ¸wu¸sØ mnogoobraziem s kraem.^3 DlØ otobraßeniØ f̃ |_Sn_{×S}n_{\Nε} analogiqnym obrazom opredelØetsØ fflement

o_ε(f̃ ) ∈ H^{m−1}_{eq} (S^n × S^n \ N_ε).

V sluqae, kogda f kusoqno-lineæno, legko vybrat~ takoe ε_0 > 0, qto ∀ε ∈ (0, ε_0] prepØtstviØ o_ε(f̃) i o(f̃ ) sovpada¸t.

Zameqanie. K opredeleni¸ prepØtstviØ oε(^~f ) imeetsØ takße

drugoæ podhod, sledu¸wiæ idee van Kampena [24] (sm. takße [8, 28, 25]). ZadadimsØ proizvol~noæ ε-approksimacieæ f^′ : S^n → R^m

2Privedem nekotorye podrobnosti. Zafiksirovav nekotoru¸ (beskoneqnu¸) ffkvivariantnu¸ triangulØci¸ T otkrytogo mnogoobraziØ S^n ×S^n \Σ, s pomow~¸ simplicial~noæ approksimacii (po povodu ffkvivariantnogo sluqaØ sm. [23]) i obwego poloßeniØ postroim na (m − 2)-mernom ostove T nekotoru¸ ffkvivariantnu¸ gomotopi¸ ht meßdu^~f i^~i. Stepeni otobraßeniæ, dostavlØemyh ograniqeniØmi^~f|σ,^~i|σ i^~ht|_{∂σ} na kaßdyæ (m − 1)- mernyæ simpleks σ triangulØcii T , obrazu¸t ffkvivariantnu¸ kocep~

α ∈ C^m�^1_{eq} (T ). Kak i v ne-ffkvivariantnom sluqae, legko proverØetsØ, qto

α ØvlØetsØ kociklom, klass ffkvivariantnyh kogomologiæ kotorogo ne zavisit ot vybora ffkvivariantnoæ gomotopii ht i ffkvivariantnoæ triangulØcii T i ØvlØetsØ polnym prepØtstviem d(^~f,^~i) k postroeni¸ ffkvivariantnoæ gomotopii meßdu^~f i^~i na (m − 1)-mernom ostove T .

3Toqnee, oboznaqim qerez Σε zamknutu¸ ffkvivariantnu¸ okrestnost~ kompakta Σ, sostoØwu¸ iz takih par (a, b) ∈ S^n × S^n, qto ||f (a) − f (b)|| 6 ε. Rassmotrim d-kratnoe baricentriqeskoe izmel~qenie T_{(d)} nekotoroæ fiksirovannoæ ffkvivariantnoæ triangulØcii pary (S^n × S^n, Δ), dostatoqno melkoe dlØ togo, qtoby N (Σε, T_{(d)}) – ob¨edinenie vseh simpleksov T_{(d)}, pereseka¸wih Σε, – soderßalos~ by v Int Σ2ε (dlØ opredelennosti budem sqitat~, qto dlØ T_{(d}�_{1)} ffto uslovie ne vypolneno). Poloßim Nε = N (Σε, T_{(d)}), togda Nε ØvlØetsØ ffkvivariantnym kompaktnym podmnogoobraziem S^n ×S^n, priqem Nε ⊂ Int N2ε i ⋂{Nε | ε =^1_2 ,^1_4 ,^1_8 , . . . } = Σ.

OB IZOTOPIQESKO` REALIZUEMOSTI 57 otobraßeniØ f, ØvlØ¸weæsØ PL otobraßeniem obwego poloßeniØ, v qastnosti, vkladyva¸weæ kaßdyæ simpleks nekotoroæ dostatoqno melkoæ triangulØcii T sfery S^n. Zafiksirovav orientacii na R^m i na vseh simpleksah T , opredelim prepØtstvie

ϑ_ε(f) ∈ H^m_{eq}(S^n × S^n \ Δ, S^n × S^n \ N_ε)

kak klass kocikla, prinima¸wego na kletke σ × τ (gde σ, τ – razliqnye k-simpleks i (m − k)-simpleks T ), znaqenie, ravnoe algebraiqeskomu qislu pereseqeniæ simpleksov f^′(σ) i f^′(τ ). Legko videt~, qto klass ϑ_ε(f) est~ ne qto inoe, kak obraz klassa o_ε(f̃ ) pri gomomorfizme

δ^∗ : H^{m−1}_{eq} (S^n × S^n \ N_ε) → H^m_{eq}(S^n × S^n \ Δ, S^n × S^n \ N_ε)

iz toqnoæ posledovatel~nosti pary, ØvlØ¸wemsØ izomorfizmom vvidu togo, qto H^k_{eq}(S^n × S^n \ Δ) = 0 pri k > n.

Teorema 1. Pust~ f : S^n → R^m – nepreryvnoe otobraßenie, m >

3(n+1) 2 . a) f diskretno realizuemo v tom i tol~ko v tom sluqae, esli

o_ε(f̃ ) = 0 dlØ ε =^1_2 ,^1_4 ,^1_8 , . . ..

b) f izotopiqeski realizuemo v tom i tol~ko v tom sluqae, esli o(f̃ ) = 0.

Zameqanie. V usloviØh teoremy 1 neobhodimost~ oqevidno vy-

polnena bez razmernostnyh ograniqeniæ, t.k. H^{m−1}_{eq} (S^n ×S^n \Δ) = 0 (esli f – vloßenie, Σ(f) = Δ). Uslovie p. a) ffkvivalentno tomu, qto ∀ε > 0 (ili dlØ ε =^1_2 ,^1_4 ,^1_8 , . . . ) v nekotoroæ triangulØcii mnogoobraziØ S^n ×S^n \Σ suwestvuet kocep~ α, kogranica kotoroæ

δα = o(f̃ ) + γ, gde γ – kocikl s nositelem v N_ε.

Zameqanie. NarØdu s o(^~f ) opredeleny takße dva qastiqnyh pre-

pØtstviØ

o^!(f̃ ) ∈ H^{m−1}(S^n × S^n \ Σ),

^o(f̃ ) ∈ H^{m−1}_{eq} (S^n × S^n \ Σ).

Oni vyraßa¸tsØ qerez polnoe prepØtstvie o(f̃ ) sledu¸wim obrazom. PrepØtstvie o^!(f̃ ) poluqaetsØ iz o(f̃ ) posredstvom zabyvaniØ ffkvivariantnoæ struktury forg: H^{m−1}_{eq} → H^{m−1}, a prepØtstvie ^o(f̃ ) est~ obraz o^!(f̃ ) pri gomomorfizme simmetrizacii symm: H^{m−1} → H^{m−1}_{eq} , inducirovannom gomomorfizmom s →

58 P. M. AHMET^EV, S. A. MELIHOV

s + s ∘ t_∗ kocepnyh komleksov. Zametim, qto kompoziciØ

H^{m−1}_{eq} (S^n ×S^n \Σ)^{forg}−→ H^{m−1}(S^n ×S^n \Σ)^{symm}−→ H^{m−1}_{eq} (S^n ×S^n \Σ) (∗)

inducirovana umnoßeniem kofffficientov na 2, tak qto ^o(f̃ ) =

2o(f̃ ). Smysl vvedennyh prepØtstviæ sostoit v tom, qto kaßdoe

iz nih moßno opredelit~ bez ispol~zovaniØ konstrukcii prepØtstviØ o(f̃ ), bolee prostym sposobom. PrepØtstvie o^!(f̃ ) opredelØetsØ kak f̃^∗(ξ), obraz fundamental~nogo klassa ξ ∈ H^{m−1}(S^{m−1}), inducirovannyæ otobraßeniem momentov (bez uqeta invol¸- ciæ). PrepØtstvie ^o(f̃) opredelØetsØ kak f̃^∗_{eq}(ξ_{eq}), obraz obrazu- ¸weæ iz gruppy H^{m−1}_{eq} (S^{m−1}) = Z, inducirovannyæ otobraßeniem momentov. Analogiqno moßno opredelit~ qastiqnye prepØtstviØ o^!_ε(f̃ ), ^o_ε(f̃ ) k diskretnoæ realizuemosti f. Iz suwestvovaniØ ne realizuemogo diskretno otobraßeniØ

S^n → R^{2n−1} → R^{2n}, n = 2k + 1 > 1

(ograniqenie kotorogo na mnoßestvo dvoænyh toqek ØvlØetsØ netrivial~nym dvulistnym nakrytiem nad S^1), sleduet, qto vse ffti prepØtstviØ i v samom dele ne polny.^4 PrepØtstviØ o^!_ε(f̃ ),

^o_ε(f̃ ) i ^o(f̃ ) v dal~neæxem nigde ne ispol~zu¸tsØ.

Primer. Postroim otobraßenie μ^n_p : S^n → R^{2n}, n > 3, p > 2, ko-

toroe realizuetsØ diskretno, no pri p ≠ 2 ne realizuetsØ izotopiqeski v silu o^!(μ^n_p ) ≠ 0. �tot primer poluqen modifikacieæ primera 1.9 iz raboty [27].

4Takoe otliqie ot ne-ffkvivariantnogo sluqaØ, v kotorom harakteristiqeskiæ klass otobraßeniØ F : X → S^m�^1 (t.e. pervoe prepØtstvie k gomotopii s postoØnnym otobraßeniem) v toqnosti raven (sm. [13, VI:17.1]) obratnomu obrazu fundamental~nogo klassa ξ, moßno ob¨Øsnit~ sledu¸- wim obrazom. PostoØnnoe otobraßenie const: X → S^m�^1 moßet byt~ propuweno qerez proizvol~noe otobraßenie F : X → S^m�^1 (t.e. predstavleno v vide kompozicii const_Sm−1 ∘F , qto i pozvolØet vyrazit~ razliqa¸wu¸

d(F, const) qerez d(id_Sm−1 , const_Sm−1 ) = ξ), v to vremØ kak dlØ ffkvivari-

antnogo analoga I postoØnnogo otobraßeniØ poslednee svoæstvo ne imeet mesta, kakoe by I : (X, t) → (S^m�^1, s) my ni vybrali (s – antipodal~naØ invol¸ciØ). Luqxee, qego moßno dobit~sØ v naxem sluqae, ffto svoæstvo propuskaemosti qerez proizvol~noe otobraßenie G : (X, t) → (S^m�^1, id) dlØ kompozicii J ∘ I = const s otobraßeniem J : (S^m�^1, s) → (S^m�^1, id) stepeni 2, perevodØwim ffkvator S^m�^2 ⊂ S^m�^1 v toqku. No v sluqae X = S^n × S^n \ Σ razliqa¸waØ d(J ∘^~f, J ∘^~i) i est~ opredelennoe vyxe qastiqnoe prepØtstvie

^o(f̃) ∈ 2H^m�^1_{eq} (S^n × S^n \ Σ).

OB IZOTOPIQESKO` REALIZUEMOSTI 59 Napomnim konstrukci¸ p-adiqeskogo solenoida, vloßennogo v polnotorie razmernosti n (sm. takße [18, gl. VII, upr. D]). Pust~ T_1 ⊃ T_2 ⊃ . . . – beskoneqnaØ posledovatel~nost~ vloßennyh polnotoriæ T_k ∼= S^1 × B^{n−1}, diametry B^{n−1}-seqeniæ kotoryh stremØtsØ k 0, takaØ qto vkl¸qenie T_k ⊂ T_{k−1} induciruet gomomorfizm H_1(T_k) → H_1(T_{k−1}) umnoßeniØ na natural~noe qislo

p > 1. Togda p-adiqeskiæ solenoid Σ_p est~ pereseqenie ⋂ T_k.

DlØ dal~neæxego postroeniØ nam ponadobØtsØ vspomogatel~nye polnotoriØ T^′_k = h^{−1}_k (S^1 ×^1_2 B^{n−1}) – okrestnosti srednih liniæ polnotoriæ T_k ∼=_{hk} S^1 × B^{n−1}, celikom soderßawie v sebe polno-

toriØ T_{k+1}.

Rassmotrim posledovatel~nost~ vloßennyh sfer g_k : S^{n−1} →

R^n, k > 1, gde k-Ø sfera gk(S^{n−1}) est~ standartnaØ sfera radiusa 3 2^{k+1} s centrom v toqke (

(−1)^{k+1} 2^{k+1} , 0, . . ., 0). Zametim, qto sfera s

nomerom k kasaetsØ sfery s nomerom k + 1 vnutrennim obrazom v toqke x_k = (^{(−1)k}_{2k} , 0, . . ., 0), diametral~no protivopoloßnoæ v k-æ sfere toqke x_{k−1} ee kasaniØ s (k − 1)-æ sferoæ. Budem sqitat~, qto bazisnu¸ toqku b ∈ S^{n−1} vloßenie g_k perevodit kak raz v

x_k, a diametral~no protivopoloßnu¸ eæ −b – v x_{k−1}.

Opredelim posledovatel~nost~ otobraßeniæ

f_k : T_1 → k⋃ l=1 g_l(S^{n−1}) ⊂ R^n \ 0

posredstvom sledu¸weæ konstrukcii. Zadadim f_1 : T_1 → g_1(S^{n−1}) kak kompozici¸ f_1 = g_1 ∘ρ∘π∘h_1, gde π : S^1 ×B^{n−1} → B^{n−1} – proekciØ (otobraßa¸waØ vspomogatel~nyæ polnotoriæ v xar^1_2 B^{n−1}), a ρ : B^{n−1} → S^{n−1} – otobraßenie diska na sferu so stepen~¸ 1, perevodØwee xar^1_2 B^{n−1} v bazisnu¸ toqku b i otobraßa¸- wee ∂B^{n−1} v diametral~no protivopoloßnu¸ −b. Otobraßenie

f_k poloßim na T_1 \ T_k ravnym f_{k−1}, a vnutri T_k opredelim po

analogii s f_1, t.e. f_k|_{Tk} = g_k ∘ ρ ∘ π ∘ h_k. Takim obrazom, predel~- noe otobraßenie f = lim_{k→∞} f_k perevodit kaßdoe polnotorie T_l bez vspomogatel~nogo T^′_l v sferu g_l(S^{n−1}), a kaßdoe vspomogatel~noe T^′_l bez sledu¸wego T_{l+1} – v toqku x_l, tak qto solenoid

Σ_p popadaet v naqalo koordinat.

Teper~ opredelim iskomoe otobraßenie μ^n_p : S^n → R^{2n}. DlØ fftogo rassmotrim T_1 kak podmnogoobrazie S^1 × B^{n−1} v sfere

60 P. M. AHMET^EV, S. A. MELIHOV

S^n = S^1 ×B^{n−1} ∪B^1 ×S^{n−1} i malen~kiæ xar B^n ⊂ S^n \T_1. Na T_1 po-

loßim μ^n_p (x) = (f(x), (r∘f(x))∗σ(x)), gde r : R^n → [0, +∞) – funkciØ rasstoØniØ do naqala koordinat, σ : S^n \ a → R^n – stereografiqeskaØ proekciØ iz nekotoroæ toqki a ∈ B^n. Na S^n \ (T_1 ∪ B^n) poloßim μ^n_p (x) = (φ(x) ∗ x_0, σ(x)), gde φ : S^n → [0, 1] – proizvol~- naØ nepreryvnaØ funkciØ, takaØ qto φ(B^n) = 0 i φ(T_1) = 1. Nakonec, vzØv proizvol~nyæ gomeomorfizm τ : S^n → S^n, nepodvißnyæ na sfere ∂B^n i perevodØwiæ toqku a ∈ B^n v diametral~no protivopoloßnu¸ −a ∉ B^n, prodolßim μ^n_p na B^n po formule

μ^n_p (x) = (0, σ ∘ τ (x)).

Tak opredelennoe otobraßenie μ^n_p perevodit v naqalo koordinat solenoid Σ_p ⊂ T_1 i toqku a ∈ B^n, a na mnoßestve S^n \ (Σ_p ∪ a) ØvlØetsØ vloßeniem. Deæstvitel~no, esli dlØ dvuh razliqnyh toqek x, y ∈ T_1 vypolneno f(x) ≠ f(y), to i μ^n_p (x) ≠ μ^n_p (y), a esli f(x) = f(y), to r(f(x)) = r(f(y)) = r ≠ 0 i, tem samym,

r∗σ(x) ≠ r∗σ(y). Otobraßenie μ^n_p diskretno realizuemo: zamenØØ

v ego opredelenii predel~noe otobraßenie f na otobraßeniØ f_k, poluqim opredelenie posledovatel~nosti vloßeniæ, shodØweæsØ k μ^n_p .

Proverka netrivial~nosti prepØtstviØ o^!(μ^n_p ). V konfigura-

cionnom prostranstve S^n × S^n \ Δ nas budet interesovat~ lix~ polnotorie T_1 ×B^n, soderßawee komponentu svØznosti Σ_p ×a konfiguracionnogo singulØrnogo mnoßestva Σ. Pust~ B^n = B_1 ⊂

B_2 ⊂ . . . – posledovatel~nost~ vloßennyh v B^n xarov, pereseqe-

nie kotoryh ⋂ B_k sostoit iz edinstvennoæ toqki a. Predpolo-

ßim, qto na S^n × S^n \ Σ vybrana takaØ (beskoneqnaØ) triangulØciØ T , qto prodyrØvlennye polnotoriØ U_k = T_k × B_k \ Σ_p × a, a takße meridional~noe seqenie V = (p×B^{n−1})×B_1 \Σ_p ×a pervogo iz nih ØvlØ¸tsØ podkompleksami. Oboznaqim qerez V_k poliffdr

V ∩ U_k – nesvØznoe ob¨edinenie p^{k−1} seqeniæ V_{kl}, l = 1, . . . , p^{k−1},

prodyrØvlennogo polnotoriØ U_k, a qerez W_{kl} – seqenie V_{kl} \V_{k+1}, gomeomorfnoe xaru B^{2n−1} s p udalennymi (2n − 1)-diskami.

Rassmotrimi kocikl β ∈ Z^{2n−1}(T ), inducirovannyæ otobraßeniem μ^n_p i tem samym predstavlØ¸wiæ klass o^!(μ^n_p ). Iz postroeniØ moßno sqitat~, qto summa znaqeniæ b_{kl} kocikla β na simpleksah xara s dyrami W_{kl} ravna 1, a znaqeniØ β na simpleksah tora ∂U_k ravny nul¸. Predpoloßim, qto suwestvuet kocep~

α ∈ C^{2n−2}(T ) c kograniceæ δα = β. Oboznaqim summu ee znaqe-

niæ na simpleksah sfery ∂V_{kl} qerez a_{kl}. Poskol~ku β|_{∂Uk} = 0,

OB IZOTOPIQESKO` REALIZUEMOSTI 61 znaqenie a_{kl} odinakovo dlØ vseh l; oboznaqim ffto znaqenie qerez

a_k. Teper~ iz usloviæ δα = β, b_{kl} = 1 poluqaem rekurrentnoe

sootnoxenie a_k − pa_{k+1} = 1.

Odnako celoqislennogo rexeniØ predstavlennoæ beskoneqnoæ sistemy ne suwestvuet. V samom dele, sloßiv pervye k uravneniæ s kofffficientami 1, p, . . ., p^{k−1}, poluqim ravenstvo a_1 −

p^ka_{k+1} = 1 + p + · · ·+ p^{k−1}, kotoroe ne moßet udovletvorØt~sØ pri

vseh k v silu sledu¸wego prostogo arifmetiqeskogo soobraßeniØ:

Utverßdenie. Pust~ p > 3 – natural~noe qislo. DlØ proizvol~-

nogo celogo a_1 naædetsØ takoe natural~noe k, qto a_1 ≢^{pk −1}_{p−1} mod p^k. �

Zameqanie. Otmetim, qto vozniknoveniem nepreodolimogo arif-

metiqeskogo prepØtstviØ my v pervu¸ oqered~ obØzany tomu faktu, qto dlØ sravneniØ a_1 i a_{k+1} nam prixlos~ domnoßit~ poslednee na p^{k−1}, vozrasta¸wee s rostom k, drugimi slovami, obraz inducirovannogo vkl¸qeniem gomomorfizma

i^k_1 : H^{2n−2}(U_1 \ U_k) → H^{2n−2}(∂U_1)

est~ ideal p^{k−1}Z, umen~xa¸wiæsØ s rostom k. PonØtno, qto takaØ situaciØ nakladyvaet suwestvennye ograniqeniØ na paru

(S^n × S^n, Σ(f)), gde f est~ otobraßenie, realizuemoe diskretno,

no ne izotopiqeski, naprimer, Σ ne moßet byt~ podpoliffdrom ili ruqnym kantorovym mnoßestvom v S^n × S^n. Bolee toqno ffto ograniqenie harakterizuetsØ nißesledu¸weæ teoremoæ 2.

Predpoloßim, qto otobraßenie f : X → Q diskretno realizuetsØ. Skaßem, qto f nepreryvno realizuemo, esli ∀ε > 0 ∃δ > 0 tak qto l¸boe vloßenie, δ-blizkoe k f, perevoditsØ v f nekotoroæ ε-psevdoizotopieæ. Vopros [27, Pre-limit IR Problem]: kogda diskretnaØ realizuemost~ vleqet nepreryvnu¸, v sluqae TOP vloßeniØ, approksimiruemogo PL vloßeniØmi, razvivaet problemu Keldyx o realizacii diko vloßennyh poliffdrov psevdoizotopieæ podpoliffdrov [4], a v obwem sluqae – problemu izotopiqeskoæ realizacii. Primery [27, 1.2, 1.4, 1.9^′] pokazyva¸t, qto svoæstvo nepreryvnoæ realizuemosti, sohranØØ osnovnye qerty svoæstva izotopiqeskoæ realizuemosti, dopuskaet bolee prostye opisaniØ. Tak, netrudno pokazat~ (sm. [27] ili niße), qto

62 P. M. AHMET^EV, S. A. MELIHOV otobraßenie μ^n_2 , hotØ i realizuemo izotopiqeski, ne realizuemo nepreryvno; qtoby poluqit~ drugie takie primery, dostatoqno v opredelenii otobraßeniØ μ^n_p zamenit~ stepen~ otobraßeniØ ρ na 0 mod p − 1.

Teorema 2. Pri uslovii m >^{3(n+1)}_2 diskretno realizuemoe oto-

braßenie f : S^n → R^m nepreryvno realizuemo v tom i tol~ko v tom sluqae, esli dlØ obratnogo spektra

{H^{m−2}_{eq} (S^n × S^n \ N_2−k ); i^l_k}, (1)

gde gomomorfizm

i^l_k : H^{m−2}_{eq} (S^n × S^n \ N_2−l ) → H^{m−2}_{eq} (S^n × S^n \ N_2−k )

inducirovan vkl¸qeniem, vypolneno uslovie Mittag-Lefflera.

Napomnim, qto uslovie Mittag-Lefflera dlØ obratnogo spektra {X_k; p^l_k} oznaqaet, qto ∀k obraz X_l v X_k stabiliziruetsØ, naqinaØ s nekotorogo l_0:

∀k∃l_0 = l_0(k) : ∀l > l_0 im p^l_k = im p^{l0}_k .

Zameqanie. Poskol~ku H^k_{eq}(S^n × S^n \ Δ)) = 0 pri k > n, iz posle-

dovatel~nosti pary sleduet, qto spektr (1) moßno zamenit~ na izomorfnyæ emu spektr iz grupp H^{m−1}_{eq} (S^n ×S^n \Δ, S^n × S^n \ N_2−k ) i gomomorfizmov zabyvaniØ otnositel~nosti j^l_k. Imenno v fftom vide teorema 2 dokazana niße.

Zameqanie. Obratnyæ i proizvodnyæ predely spektra {Xk; p^l_k}

opredelØ¸tsØ kak Ødro i koØdro otobraßeniØ f : ∏ X_k → ∏ X_k,

perevodØwego (a_1, a_2, . . . ) v (a_1 − p^2_1(a_2), a_2 − p^3_2(a_3), . . . ):

0 → lim_← {X_k; p^l_k} → ∏ k X_k^f→ ∏ k X_k → lim_←^1 {X_k; p^l_k} → 0.

Horoxo izvestno (sm. [6]), qto iz usloviØ Mittag-Lefflera sleduet trivial~nost~ proizvodnogo predela:

lim_←^1 {X_k; p^l_k} = 0; (2)

v sluqae, kogda spektr sostoit iz sqetnyh grupp, verno i obratnoe [21, 12].

OB IZOTOPIQESKO` REALIZUEMOSTI 63 Uslovie (2), oqevidno, ffkvivalentno razreximosti beskoneqnoæ sistemy

x_k − p^{k+1}_k (x_{k+1}) = g_k

dlØ proizvol~nogo nabora g_k ∈ X_k. Takim obrazom, v metastabil~nom range dlØ diskretno realizuemogo otobraßeniØ f vopros o nepreryvnoæ realizuemosti po teoreme 2 svoditsØ k razreximosti vseh takih sistem dlØ spektra (1), v to vremØ kak rassußdeniØ, ispol~zovannye pri proverke netrivial~nosti prepØtstviØ o^!(μ^n_p ) pokazyva¸t, qto vopros ob izotopiqeskoæ realizuemosti svoditsØ k razreximosti odnoæ takoæ sistemy, kofffficienty kotoroæ zada¸tsØ kociklom o(f̃ ).

Zameqanie. Kak pokazano v [12, teorema 1] (sr. [6]), esli ne-

kompaktnyæ poliffdr X est~ ob¨edinenie svoih kompaktnyh podpoliffdrov U_1 ⊂ U_2 ⊂ . . . i F – lokal~no postoØnnyæ puqok abelevyh grupp na X (i v bolee obwem sluqae), imeet mesto toqnaØ posledovatel~nost~

0 → lim_←^1 H^{k−1}(U_l, F) → H^k(X, F)^h→ lim_← H^k(U_l, F) → 0

(gomomorfizmy v obratnyh spektrah inducirovany vkl¸qeniØmi). My vidim, qto uslovie (2) dlØ spektra (1) dopuskaet sledu¸wu¸ interpretaci¸.

Teorema 2^′. Pri uslovii m >^{3(n+1)}_2 diskretno realizuemoe oto-

braßenie f : S^n → R^m nepreryvno realizuemo v tom i tol~ko v tom sluqae, esli ffpimorfizm

h : H^{m−1}_{eq} (S^n × S^n \ Σ) → lim_← H^{m−1}_{eq} (S^n × S^n \ N_2k )

ØvlØetsØ izomorfizmom.

Zameqanie. Legko videt~, qto h-obraz prepØtstviØ o(^~f ) est~ ne

qto inoe, kak nit~ obratnogo spektra, sostoØwaØ iz prepØtstviæ

o_ε(f̃ ) pri ε =^1_2 ,^1_4 ,^1_8 , . . .. Esli prepØtstviØ o_ε(f̃ ) trivial~ny, a h

– izomorfizm, iz teoremy 2^′ srazu sleduet trivial~nost~ o(f̃ ). Esli ße h imeet nenulevoe Ødro K, to, kak sleduet iz predyduwego zameqaniØ, o(f̃ ) ØvlØetsØ obrazom nekotorogo fflementa iz proizvodnogo predela L spektra (1). Tem samym my poluqaem neskol~ko bolee algebraiqesku¸ (osnovannu¸ na izomorfizme K ∼= L, sm. [6, dokazatel~stvo teoremy A.19]), no po suwe-

64 P. M. AHMET^EV, S. A. MELIHOV stvu ffkvivalentnu¸ proceduru postroeniØ beskoneqnoæ sistemy uravneniæ v spektre (1), razreximost~ kotoroæ ravnosil~na izotopiqeskoæ realizuemosti f.

Zameqanie. Poskol~ku umnoßenie kofffficientov na 2 v gruppe

H^{m−1}_{eq} propuskaetsØ qerez gruppu H^{m−1}, sm. (∗), uslovie Mittag-

Lefflera dlØ spektra iz ffkvivariantnyh kogomologiæ soderßitsØ v analogiqnom uslovii dlØ analogiqnogo spektra iz obyqnyh kogomologiæ. Takim obrazom, utverßdeniØ “esli” v teoremah 2 i 2^′ ostanutsØ vernymi, esli vse znaqki “eq” opustit~. Krome togo, vospol~zovavxis~ dvoæstvennost~¸ Aleksandera, my moßem zamenit~ gruppy H^{m−1}(S^n × S^n \ N_2−k ) na izomorfnye im gruppy H_{2n−m}(N_2−k ) (zdes~ i dalee podrazumeva¸tsØ privedennye gomologii, kofffficienty Z opuska¸tsØ). Pri fftom

H^{m−1}(S^n × S^n \ Σ) perehodit v gruppu gomologiæ H_{2n−m}(Σ) v

smysle Stinroda–Sitnikova [6]. Zametim, qto obratnyæ predel

lim_← H_{2n−m}(N_2−k ) est~ gruppa Ȟ_{2n−m}(Σ) nepreryvnyh gomologiæ

Aleksandrova–Qeha (ne udovletvorØ¸wih aksiome toqnosti s celymi kofffficientami, sm. [10, gl. IX, X]).

Takim obrazom, pri uslovii m >^{3(n+1)}_2 diskretno realizuemoe otobraßenie f : S^n → R^m realizuemo nepreryvno, esli ffpimorfizm

ȟ : H_{2n−m}(Σ) → Ȟ_{2n−m}(Σ)

meßdu privedennymi gomologiØmi Stinroda–Sitnikova i Aleksandrova–Qeha kompakta Σ = Σ(f) ØvlØetsØ izomorfizmom. Krome togo, Øsno, qto, opredeliv oqevidnym obrazom ffkvivariantnye analogi grupp H_{2n−m}(Σ), Ȟ_{2n−m}(Σ) i ffpimorfizma ȟ, my poluqim neobhodimoe i dostatoqnoe uslovie (a imenno, izomorfnost~ ȟ_{eq}) nepreryvnoæ realizuemosti f, vyraßennoe lix~ v terminah svoæstv kompakta Σ = Σ(f) s zadannoæ na nem invol¸cieæ.

Tem samym vopros o nepreryvnoæ realizuemosti diskretno realizuemogo otobraßeniØ v metastabil~nom range po suti ØvlØetsØ dopolneniem, ili geometriqeskoæ ill¸stracieæ, k obsußdeni¸ “nepreryvnost~ [gomologiæ otnositel~no obratnogo predela] protiv toqnosti [gomologiqeskoæ posledovatel~nosti pary]” v knige Stinroda i �ælenberga [10, gl. X, §4].

Sledstvie. Esli otobraßenie f : S^n → R^m, m >^{3(n+1)}_2 , diskret-

no realizuemo i H_{2n−m}(Σ) = 0, gde Σ = Σ(f), to f izotopiqeski

OB IZOTOPIQESKO` REALIZUEMOSTI 65

realizumo.

Na samom dele dlØ spektra iz sqetnyh grupp uslovie Mittag- Lefflera ffkvivalentno sqetnosti proizvodnogo predela [12], pofftomu v sledstvii dostatoqno trebovat~ lix~ sqetnost~ gruppy H_{2n−m}(Σ). Po povodu gomologiæ p-adiqeskogo solenoida i dopolneniØ k nemu v R^3 sm. [6, §4.10 i §11.5].

Zameqanie. Priqina togo, qto prepØtstviØ v teoremah 1, 2 so-

sredotoqeny lix~ v odnoæ razmernosti m − 1, proishodit iz koneqnosti grupp π_k(S^{m−1}), k = m, . . . , 2n. Dalee v tekste stat~i budut sformulirovany i dokazany analogi teorem 1 i 2 (a takße variant teoremy 1 dlØ vloßeniæ dannogo ε-izotopiqeskogo klassa) dlØ sluqaØ otobraßeniæ proizvol~nogo poliffdra v orientiruemoe PL mnogoobrazie. V fftom sluqae prepØtstviØ iz teoremy 1 i obratnyæ spektr iz teoremy 2 stanovØtsØ bolee gromozdkimi, no po-preßnemu opredelØ¸tsØ pri pomowi grupp kogomologiæ odnoæ razmernosti.

OkazyvaetsØ, problemu izotopiqeskoæ realizacii v metastabil~nom range moßno rexit~ poloßitel~no, esli dopustit~ stabilizaci¸, t.e. vvesti dopolnitel~nu¸ razmernost~ (faktiqeski kompensiru¸wu¸ iskl¸qitel~nu¸ seri¸ π_k(S^k ) beskoneqnyh gomotopiqeskih grupp):

Teorema 3. Esli nepreryvnoe otobraßenie f : S^n → R^m, m >

3n+1

2 , realizuetsØ diskretno, to kompoziciØ otobraßeniØ f i vkl¸qeniØ j : R^m = R^m × 0 → R^{m+1} realizuetsØ izotopiqeski.

Sledstvie. DlØ proizvol~nogo k moßno naæti takoe n, qto l¸-

boe otobraßenie S^n → S^n ⊂ R^{2n−k} realizuetsØ izotopiqeski.

Dokazatel~stvo. Soglasno rezul~tatam [2], dlØ proizvol~nogo

natural~nogo l naædetsØ takoe natural~noe n, qto proizvol~noe otobraßenie f : S^n → S^n ⊂ R^{2n−l} realizuetsØ diskretno. Primeniv ffto utverßdenie dlØ l = k − 1 i teoremu 3 dlØ sluqaØ

m = 2n − k − 1, poluqim, qto j ∘ f realizuetsØ izotopiqeski. �

Budem nazyvat~ shodØwu¸sØ k f : X → Q posledovatel~nost~ vloßeniæ (g_i) kontinualizuemoæ, esli suwestvuet psevdoizotopiØ H_t : Q → Q so svoæstvom g_i = H_{ti} ∘g_1 dlØ nekotoroæ monotonno stremØweæsØ k nul¸ posledovatel~nosti t_i toqek [0, 1].

66 P. M. AHMET^EV, S. A. MELIHOV

Dobavlenie k teoreme 3. V usloviØh teoremy 3 iz l¸boæ posle-

dovatel~nosti (g_i) kusoqno-lineænyh vloßeniæ, shodØweæsØ k f, moßno vydelit~ taku¸ beskoneqnu¸ podposledovatel~nost~ (g_{ni} ), qto posledovatel~nost~ (j ∘ g_{ni} ) kontinualizuema.

Predpoloßim, qto otobraßenie f diskretno realizuetsØ. Nazovem otobraßenie f kontinualizuemo reazlizuemym, esli iz l¸- boæ posledovatel~nosti vloßeniæ, shodØweæsØ k f, moßno vydelit~ beskoneqnu¸ kontinualizuemu¸ podposledovatel~nost~. Oqevidno, esli f kontinualizuemo realizuemo, ono nepreryvno realizuemo. V sluqae, esli problema izotopiqeskoæ realizacii rexaetsØ poloßitel~no dlØ otobraßeniØ f, estestvenno postavit~ sledu¸wiæ vopros:

Problema kontinualizacii. Esli otobraßenie f nepreryvno

realizuemo, verno li, qto ono kontinualizuemo realizuemo?

Zameqanie. Vopros o kontinualizuemosti samoæ posledovatel~-

nosti vloßeniæ, naqinaØ s nekotorogo nomera (a ne nekotoroæ ee podposledovatel~nosti), svoditsØ k voprosu o lokal~noæ svØznosti prostranstva vloßeniæ v toqke f. V qastnosti, on rexaetsØ poloßitel~no dlØ otobraßeniæ kompaktnogo zamknutogo mnogoobraziØ na sebØ [11, 20], a v predpoloßenii, qto priblißa¸waØ posledovatel~nost~ sostoit iz kusoqno-lineænyh vloßeniæ, takße dlØ otobraßeniæ v usloviØh stabil~nogo ranga m > 2n + 2 [17] i vloßeniæ v korazmernosti > 3 [19].

Problema kontinualizacii rexaetsØ otricatel~no, voobwe govorØ, v korazmernosti > 1 vvidu suwestvovaniØ dikih vloßeniæ, a v sluqae posledovatel~nosteæ, sostoØwih iz gladkih ili kusoqno-lineænyh vloßeniæ, pri m 6 2n + 1 otvet opØt~ otricatelen iz-za uzlov i zacepleniæ. Deæstvitel~no, pust~

f : S^n ⊔ S^n → S^n ∨ S^n → R^{2n+1} est~ otobraßenie, vkladyva¸-

wee kaßdu¸ sferu v otdel~nosti; togda esli v kaqestve g_k vzØt~ dostatoqno blizkoe k f vloßenie S^n ⊔ S^n → R^{2n+1} s kofffficientom zacepleniØ k, to iz posledovatel~nosti (g_i), oqevidno, nel~zØ vydelit~ kontinualizuemu¸ podposledovatel~nost~.

Otkrytym ØvlØetsØ sledu¸wiæ vopros: v prostranstve otobraßeniæ, dopuska¸wih nepreryvnu¸ realizaci¸, opisat~ podprostranstvo otobraßeniæ, dopuska¸wih kontinualizuemu¸ realizaci¸. V qastnosti, vozmoßno li podobnoe opisanie lix~ v terminah svoæstv singulØrnogo mnoßestva?

OB IZOTOPIQESKO` REALIZUEMOSTI 67

Zameqanie. UpomØnem ewe o treh voprosah, kotorye my sqitaem

zaslußiva¸wimi vnimaniØ.

NesmotrØ na poluqennye rezul~taty, avtoram do sih por ne Øsno, vleqet li diskretnaØ realizuemost~ izotopiqesku¸ dlØ proizvol~nyh otobraßeniæ S^n → R^{m−1 j}→ R^m, ili ße teorema 3 ØvlØetsØ naibolee sil~nym rezul~tatom v fftom napravlenii? V qastnosti, realizuemy li izotopiqeski vse otobraßeniØ S^n →

S^{n i}→ R^{2n}, n ≠ 1, 2, 3, 7, ili uslovie n = 4k + 1 > 9 iz [1] ØvlØetsØ

neobhodimym?

Interesno bylo by prosledit~ za svØz~¸ meßdu razliqnymi ponØtiØmi realizuemosti pri otsutstvii ograniqeniØ metastabil~nogo ranga m >^{3(n+1)}_2 . Imeet li zdes~ mesto takaØ ße situaciØ, kakaØ nabl¸daetsØ dlØ vloßeniæ i izotopiæ v kusoqno-lineænoæ kategorii (rezul~taty iz metastabil~nogo ranga udaetsØ obobwit~ na sluqaæ korazmernosti > 3, no dlØ fftogo neobhodimy principial~no novye metody) ili ße pri

n + 3 6 m 6^{3(n+1)}_2 ime¸tsØ primery, suwestvenno otliqnye ot

“metastabil~nyh” – kak v teorii gladkih vloßeniæ i izotopiæ ili v teorii kvazi-vloßimosti? Po-vidimomu, put~ k otvetu na fftot vopros prohodit qerez proverku spravedlivosti gipotezy [27, 1.10] o vozmoßnosti obobweniØ sootvetstviØ meßdu vloßeniØmi i izovariantnymi otobraßeniØmi (sm. §2) na sluqaæ korazmernosti > 3.

Nakonec, ostaetsØ otkrytym vopros (sr. [27, Question II]) o tom, vleqet li diskretnaØ realizuemost~ izotopiqesku¸ dlØ kusoqno-lineænyh otobraßeniæ v korazmernostØh 1 i 2. Iz dokazatel~stva teoremy 1.6 v [27] Øsno, qto ffta problema po suwestvu svoditsØ k sledu¸wemu voprosu: esli X^n – poliffdr,

m = n + 1 ili n + 2, i f : X^n × R^k → R^m × R^k – PL vloßenie,

ε-kommutiru¸wee s proekciØmi na R^k, suwestvuet li cε-sdvig vloßeniØ f, toßdestvennyæ vne X^n × B^k, na takoe PL vloßenie

f^′, ograniqenie kotorogo na X^n ×^1_2 B^k v toqnosti kommutiruet s

proekciØmi na R^k?

Avtory vyraßa¸t blagodarnost~ E. V. Wepinu, E. G. SklØrenko, A. B. Skopenkovu, R. R. Sadykovu i K. R. Salihovu za poleznye obsußdeniØ.

68 P. M. AHMET^EV, S. A. MELIHOV

§2. Dokazatel~stva

Dalee X budet oboznaqat~ kompaktnyæ n-mernyæ poliffdr, Q – kusoqno-lineænoe m-mernoe mnogoobrazie bez kraØ, f : X → Q – nepreryvnoe otobraßenie. Po povodu vstreqa¸wihsØ ponØtiæ iz kusoqno-lineænoæ kategorii sm. [9]. Vmesto otobraßeniØ momentov iz §1 my budem ispol~zovat~ otobraßenie kvadratov

f^2 : X^2 → Q^2, pod X^2, Q^2 vezde podrazumevaØ X × X, Q × Q. Oto-

braßenie kvadratov udobnee v tehniqeskom plane, krome togo, ono opredeleno dlØ sluqaØ proizvol~nogo mnogoobraziØ Q, v to vremØ kak otobraßenie momentov opredeleno lix~ pri Q = R^m. Kak i vo vvedenii, zafiksiruem oboznaqeniØ Δ = Δ_X = {(x, y) ∈ X × X | x = y}, Σ = Σ(f) = {(x, y) ∈ X × X | f(x) = f(y)} = (f^2)^{−1}(Δ_Q),

Σ_ε = Σ_ε(f) = {(x, y) ∈ X × X | ρ(f(x), f(y)) 6 ε} = (f^2)^{−1}(U_ε(Δ_Q)),

gde ρ – nekotoraØ fiksirovannaØ metrika na Q. DopolneniØ k fftim mnoßestvam otkryty v poliffdre X × X, sledovatel~no mogut byt~ nadeleny beskoneqnymi ffkvivariantnymi triangulØciØmi. Analogiqno tomu, kak ffto bylo sdelano vo vvedenii, opredelØetsØ ffkvivariantnaØ zamknutaØ poliffdral~naØ okrestnost~ N_ε kompakta Σ, takaØ qto Σ_ε ⊂ N_ε ⊂ Int Σ_{2ε}.

Zametim, qto v sluqae Q = R^m otobraßenie momentov f̃ ØvlØetsØ kompozicieæ otobraßeniØ kvadratov f^2|_X2_{\Σ} i ffkvivariantnoæ retrakcii R^m × R^m \ ΔRm → S^{m−1} × S^{m−1} \ ΔSm−1 → S^{m−1}, gde poslednØØ S^{m−1} = {(z, −z) ∈ S^{m−1} × S^{m−1}}. Nam ponadobitsØ sledu¸wiæ

Kriteriæ 2.0 (sm. [23] (nekontroliruemyæ sluqaæ vloßimosti

i izotopnosti), [28] (sluqaæ diskretnoæ realizuemosti pri Q =

R^m), [27] (dannyæ variant)). Pust~ X^n – kompaktnyæ poliffdr,

Q^m – kusoqno-lineænoe mnogoobrazie bez kraØ, priqem n > 1, m >

3(n+1)

2 v p. a) i a+) i m >^{3(n+1)}_2 v ostal~nyh punktah, i pust~ f : X → Q – nepreryvnoe otobraßenie.

a) f diskretno realizuemo v tom i tol~ko v tom sluqae, esli

f^2 ε-approksimiruetsØ, dlØ kaßdogo ε > 0, izovariantnymi otobraßeniØmi (opredelenie sm. niße).

OB IZOTOPIQESKO` REALIZUEMOSTI 69 a+) ∀ε > 0 ∃δ > 0 tak, qto esli izovariantnoe otobraßenie

Φ : X^2 → Q^2 δ-blizko k f^2, to Φ izovariantno ε-gomotopno kvadratu nekotorogo vloßeniØ g : X → Q, ε-blizkogo k f^2.

b) f izotopiqeski realizuemo v tom i tol~ko v tom sluqae, esli imeetsØ ffkvivariantnaØ gomotopiØ Φ_t : X^2 → Q^2, t ∈ I = [0, 1], takaØ, qto Φ_1 = f^2 i otobraßenie Φ_t izovariantno pri vseh t < 1.

b+) ∀ε > 0 ∃δ > 0 tak qto esli g : X → Q est~ vloßenie i otobraßeniØ g^2, f^2 soedinØ¸tsØ gomotopieæ Φ_t : X^2 → Q^2, takoæ, qto otobraßenie Φ_t izovariantno pri vseh t < 1, to g perevoditsØ v f nekotoroæ ε-psevdoizotopieæ.

v) ∀ε > 0 ∃δ = δ(n, ε) > 0 tak, qto esli g, h : X → Q sut~ PL vloßeniØ i g^2, h^2 soedinØ¸tsØ δ-gomotopieæ v klasse izovariantnyh otobraßeniæ, to g, h soedinØ¸tsØ PL ε-ob¨emlemoæ izotopieæ.

Otobraßenie Φ : X^2 → Q^2 nazyvaetsØ izovariantnym [22], esli ono ffkvivariantno po otnoxeni¸ k invol¸ciØm (x, y) ↔

(y, x) na X × X i Q × Q i esli Φ^{−1}(Δ_Q) = Δ_X . IzovariantnaØ

gomotopiØ est~ gomotopiØ v klasse izovariantnyh otobraßeniæ.

Zameqanie. V rabote [16] postroen primer ne realizuemogo dis-

kretno otobraßeniØ f : S^2 → R^4, takogo qto dlØ kaßdogo ε > 0 otobraßenie f^2 : S^2 × S^2 → R^4 × R^4 ε-approksimiruetsØ izovariantnym otobraßeniem (sr. [8, 25] i ssylki tam).

Napomnim, qto kasatel~noe rassloenie τ PL mnogoobraziØ Q est~ proekciØ nekotoroæ okrestnosti T Q diagonali Δ_Q ⊂ Q × Q na pervyæ somnoßitel~, sm. [7, str. 205, 26]. Oboznaqim ∀ε > 0 qerez T Q(ε) okrestnost~ diagonali Δ_Q, gomeomorfnu¸ total~- nomu prostranstvu T Q kasatel~nogo rassloeniØ τ takim gomeomorfizmom, kotoryæ perevodit v kaßdyæ sloæ T_qQ v otkrytyæ disk T_qQ(ε) diametra ne bol~xe ε, qto vozmoßno po [26, Theorem 3]. Sledu¸wie dva qisto tehniqeskih utverßdeniØ ponadobØtsØ v osnovnom dlØ kontrolØ pri postroenii gomotopiæ iz 2.0b, priqem vtoroe iz nih delaet vozmoßnym samo primenenie teorii prepØtstviæ k zadaqe maloæ gomotopii.

Lemma 2.1._{∀ε > 0 ∃δ > 0 : ∀γ > 0 ∃β > 0}

tak qto

70 P. M. AHMET^EV, S. A. MELIHOV

a) esli izovariantnoe otobraßenie Φ : X^2 → Q^2 δ-blizko k f^2 i

β-blizko k f^2 na X^2\N_β , to Φ izovariantno ε-gomotopno rel X^2\N_β otobraßeni¸ Φ_+, γ-blizkomu k f^2.

b) esli β-blizkie k f^2 izovariantnye otobraßeniØ Φ, Ψ : X^2 →

Q^2 izovariantno δ-gomotopny rel X^2\N_β , to oni izovariantno γgomotopny.

Konstantu δ(+∞) ∈ (0; +∞] oboznaqim qerez δ_Q. Oqevidno,

δRm = +∞._{My dopuskaem nekotoru¸ vol~nost~ v upotreblenii simvola}

rel, ponimaØ pod gomotopieæ rel X^2\N_β gomotopi¸ v klasse otobraßeniæ, β-blizkih k f^2 na X^2\N_β . Takoe upotreblenie ffkvivalentno standartnomu v sluqae, kogda naqal~noe i koneqnoe otobraßeniØ gomotopii sovpada¸t s f^2 na X^2\N_β.

Dokazatel~stvo. a) Podvergnem Φ izovariantnoæ δ-gomotopii

rel X^2\N_β , peremewa¸weæ Φ “lineæno” po napravleni¸ k f^2 do

teh por, poka obraz vsego N_β ne okaßetsØ v T Q(γ); ffto vozmoßno pri uslovii, qto δ vybrano tak, qto T Q soderßit N_δ, a β = β(γ) vybrano tak, qto T Q(γ) soderßit N_β . Poluqennoe izovariantnoe otobraßenie Φ^′ po-preßnemu δ-blizko k f^2, β-blizko k f^2 na X^2\

N_β , i krome togo otobraßaet N_β v T Q(γ), podobno otobraßeni¸ f^2. Togda v silu lokal~noæ trivial~nosti T Q(γ) otobraßenie Φ^′ moßno podvergnut~ izovariantnoæ δ-gomotopii rel X^2\N_β , tak

qto poluqennoe otobraßenie Φ_+, ostavaØs~ β-blizkim k f^2 na

X^2\N_β , budet perevodit~ toqki N_β v te ße diski T_qQ(γ), qto i

f. Poskol~ku diam T_qQ(γ) < γ dlØ l¸boæ toqki q ∈ Q, poluqaem, qto dist(Φ_+, f^2) < γ. �

b) Pust~ H_t – dannaØ δ-gomotopiØ. Analogiqno dokazatel~stvu p. a), δ i β = β(γ) mogut byt~ vybrany tak, qto H_t gomotopna v klasse izovariantnyh gomotopiæ takoæ izovariantnoæ gomotopii H^+_t , kotoraØ ffkvivariantno^1_3 γ-blizka k f^2 ×id_I , priqem upomØnutaØ gomotopiØ Ω_τ ot H_t k H^+_t ØvlØetsØ β-blizkoæ k f^2 × id_{∂I} na mnoßestve X^2 × ∂I. No togda izovariantnaØ gomotopiØ H^{++}_t , skleennaØ iz treh kuskov Ω_{3t}|_X2_{×0}, H^+_{3t−1} i Ω_{3−3t}|_X2_{×1}, soedinØet otobraßeniØ Φ, Ψ i γ-blizka k f^2 × id_I . �

Opredelenie. Pust~ 2β < γ i Φ, Ψ : X^2 → Q^2 – β-blizkie k f^2

izovariantnye otobraßeniØ. Oqevidno, dlØ togo, qtoby Φ i Ψ byli izovariantno γ-gomotopny, neobhodimo, qtoby oni byli izovariantno gomotopny rel X^2 \N_γ . Do nekotoroæ stepeni v silu

OB IZOTOPIQESKO` REALIZUEMOSTI 71 2.1b verno i obratnoe, a imenno, ∀γ > 0 ∃β > 0 : dlØ izovariantnoæ γ-gomotopnosti Φ, Ψ dostatoqna ih izovariantnaØ δ_Qgomotopnost~ rel X^2\N_β .

K zadaqe postroeniØ izovariantnoæ δ_Q-gomotopii rel X^2\N_β (a stalo byt~ i k zadaqe izovariantnoæ γ-gomotopii) moßno postroit~ algebraiqeskie prepØtstviØ sledu¸wim obrazom. Predpoloßim, qto Φ i Ψ sovpada¸t na X^2\N_β i na (k −1)-ostove nekotoroæ ffkvivariantnoæ triangulØcii T pary (N_β , Δ). Pust~ N Δ oboznaqaet simplicial~nu¸ okrestnost~ Δ v T . Legko videt~, qto kak tol~ko na k-ostove postroena ffkvivariantnaØ δ_Q-gomotopiØ rel X^2\N_β meßdu otobraßeniØmi

Φ|_{X2 \NΔ}, Ψ|_{X2\NΔ} : X^2 \ N Δ → Q \ Δ_Q,

otobraßeniØ Φ i Ψ izovariantno δ_Q-gomotopny rel X^2\N_β na vsem k-ostove T .

DlØ kaßdogo (k − 1)- i k-simpleksa σ triangulØcii T zafiksiruem trivializaci¸ kasatel~nogo rassloeniØ τ : T Q → Δ_Q v δ_Qokrestnosti proekcii τ ∘f^2(σ), priqem potrebuem,^5 qtoby trivializaciØ, sootvetstvu¸waØ grani σ^{k−1} simpleksa σ^k, inducirovalas~ trivializacieæ, sootvetstvu¸weæ simpleksu σ^k. Teper~ legko povtorit~ vse postroeniØ teorii prepØtstviæ (sm. [14, 13]; po povodu ffkvivariantnogo sluqaØ sm. [18]), tak qto poluqitsØ korrektno opredelennyæ klass

d^k(Φ, Ψ) ∈ H^k_{eq}(X^2\N Δ, X^2\N_β; π_k(R^m \ 0))

= H^k_{eq}(X^2 \ Δ, X^2 \ N_β; π_k(S^{m−1}))

s kofffficientami v k-æ gomotopiqeskoæ gruppe sloØ R^m\0 “sferizacii” τ |_{T Q\ΔQ} kasatel~nogo rassloeniØ τ , priqem trivial~nost~ d^k vleqet izovariantnu¸ δ_Q-gomotopnost~ rel X^2\N_β otobraßeniæ Φ i Ψ na k-ostove T .

Pri k = m − 1 prepØtstvie d^k(Φ, Ψ), kak obyqno, moßno korrektno doopredelit~ bez predpoloßeniØ o sovpadenii Φ i Ψ na (m − 2)-ostove T ; budem oboznaqat~ poluqennoe prepØtstvie qerez d(Φ, Ψ). Zafiksirovav proizvol~noe β-blizkoe k f^2 izovariantnoe

5zdes~ my pol~zuemsØ tem, qto, vvidu orientiruemosti Q, l¸boe otobraßenie v Q iz odnomernogo poliffdra (v dannom sluqae iz dvoæstvennogo k T^{(k}�^{1)} ostova v T^{(k)}) induciruet iz T Q trivial~noe rassloenie.

72 P. M. AHMET^EV, S. A. MELIHOV otobraßenie Ξ : X^2 → Q^2 (esli takogo ne suwestvuet, vse sledu- ¸wie opredeleniØ terØ¸t smysl), poloßim o(Φ) = d(Φ, Ξ). Analogiqnym obrazom opredelØ¸tsØ pervye prepØtstviØ

d(f^2, Ψ), o(f^2) ∈ H^{m−1}_{eq} (X^2 \ Σ, X^2 \ N_β ),

d_ε(f^2, Ψ), o_ε(f^2) ∈ H^{m−1}_{eq} (X^2 \ N_ε, X^2 \ N_β ),

obobwa¸wie (pri β = ∞, vvidu upomØnutoæ vyxe svØzi otobraßeniæ f̃ i f^2) sootvetstvu¸wie prepØtstviØ iz §1. Vvedem oboznaqenie π^{m−1}_{iso} (X^2 \ Δ, X^2 \ N_β )

dlØ mnoßestva klassov ffkvivalentnosti izovariantnyh otobraßeniæ iz X^2 v Q^2, sovpada¸wih s f^2 na X^2\N_β , po otnoxeni¸ izovariantnoæ δ_Q-gomotopii, toßdestvennoæ na X^2\N_β , s otmeqennym fflementom [Ξ], pri uslovii β 6 δ_Q. OpisannaØ vyxe izovariantnaØ teoriØ prepØtstviæ dostavlØet otobraßenie

h : π^{m−1}_{iso} (X^2 \ Δ, X^2 \ N_β ) → H^{m−1}_{eq} (X^2 \ Δ, X^2 \ N_β ), [Φ] → o(Φ), izovariantnyæ analog dvoæstvennogo [13, VII:11] gomomorfizma Gureviqa.

Teoremy 1 i 2 iz vvedeniØ ØvlØ¸tsØ qastnymi sluqaØmi sledu¸weæ.

Teorema 2.2. Pust~ X^n – kompaktnyæ poliffdr, Q^m – orienti-

ruemoe kusoqno-lineænoe mnogoobrazie bez kraØ, m >^{3(n+1)}_2 , i f : X → Q – nepreryvnoe otobraßenie. Togda ∀ε > 0 ∃δ > 0 (priqem v sluqaØh

(i) X = S^n, Q = R^m, ε = +∞; (ii) Q = R^{2n}, ε = +∞ moßno vzØt~ δ = +∞), tak qto iz suwestvovaniØ δ-blizkogo k f vloßeniØ X → Q vytekaet sledu¸wee.

SqitaØ, qto 2γ < δ (i tem samym N_γ ⊂ N_δ), rassmotrim sledu- ¸wu¸ diagrammu (zdes~ h – izovariantnyæ analog dvoæstvennogo

OB IZOTOPIQESKO` REALIZUEMOSTI 73 gomomorfizma Gureviqa; j^γ_δ – gomomorfizm zabyvaniØ otnositel~- nosti; i, i_γ – gomomorfizmy, inducirovannye vkl¸qeniØmi).^6

H^m�^1_{eq} (X^2\Nγ , X^2\N_δ) i_γ π^m�^1_{iso} (X^2\Δ, X^2\N_δ)^h−→ H^m�^1_{eq} (X^2\Δ, X^2\N_δ)^i−→ H^m�^1_{eq} (X^2\Σ, X^2\N_δ) j^γ_δ H^m�^1_{eq} (X^2\Δ, X^2\Nγ )

a) f diskretno realizuemo v tom i tol~ko v tom sluqae, esli ∀γ = δ 2 , δ 4 , δ 8 , . . . o_γ (f^2) ∈ im(i_γ ∘ h).

a+) Bolee togo, ∀γ > 0 ∃β ∈ (0, δ/2] tak qto esli dlØ δ-blizkogo k f vloßeniØ g trivial~na razliqa¸waØ

d_β(f^2, g^2) ∈ H^{m−1}_{eq} (X^2 \ N_β , X^2 \ N_δ),

to v ε-izotopiqeskom klasse g suwestvuet vloßenie, γ-blizkoe k f. b) f izotopiqeski realizuemo v tom i tol~ko v tom sluqae, esli o(f^2) ∈ im(i ∘ h).

b+) Bolee togo, esli dlØ δ-blizkogo k f vloßeniØ g trivial~na razliqa¸waØ

d(f^2, g^2) ∈ H^{m−1}_{eq} (X^2 \ Σ, X^2 \ N_δ),

to g perevoditsØ v f nekotoroæ ε-psevdoizotopieæ.

v) f nepreryvno realizuemo v tom i tol~ko v tom sluqae, esli vkl¸qenie Σ → N_δ obladaet sledu¸wim svoæstvom: dlØ obratnogo spektra, sostoØwego iz podmnoßestv

(j^{2−k δ}_δ )^{−1}(im h) ⊂ H^{m−1}_{eq} (X^2 \ Δ, X^2 \ N_2−k_δ)

6Pri δ = ∞ pod fflementami mnoßestva π^m�^1_{iso} (X^2\Δ, ∅) ponima¸tsØ klassy ffkvivalentnosti izovariantnyh otobraßeniæ iz X^2 v Q^2, ffkvivariantno gomotopnyh f^2 (poslednee avtomatiqeski vypolneno v sluqae Q = R^m), po otnoxeni¸ izovariantnoæ gomotopnosti. Po teoreme Harrisa [23] v metastabil~nom range ffto to ße samoe, qto mnoßestvo vloßeniæ X → Q, gomotopnyh f, po otnoxeni¸ izotopii. Otobraßenie h opredelØetsØ kak i vyxe.

74 P. M. AHMET^EV, S. A. MELIHOV

i ograniqeniæ na nih gomomorfizmov zabyvaniØ otnositel~nosti

H^{m−1}_{eq} (X^2 \ Δ, X^2 \ N_2−l_δ) → H^{m−1}_{eq} (X^2 \ Δ, X^2 \ N_2−k_δ )

iz toqnoæ posledovatel~nosti troæki, vypolneno uslovie Mittag-Lefflera.

Zameqanie. Daße v sluqae Q = R^m, Nε = X^2 okrestnost~ Nδ

vybiraetsØ, voobwe govorØ, v zavisimosti ot otobraßeniØ f. Faktiqeski, δ = δ_m opredelØetsØ sledu¸weæ indukcieæ: δ_{2n} =

min(ε, δ_Q), gde δ_Q dostavlØetsØ lemmoæ 2.1, a δ_k = δ_k(δ_{k+1}) vybi-

raetsØ tak, qtoby gomomorfizm

H^k_{eq}(X^2 \ Δ, X^2 \ N_{δk} , π_k(S^{m−1})) → H^k_{eq}(X^2 \ Δ, X^2 \ N_{δk+1} , π_k(S^{m−1}))

byl stabil~nym, to est~ ne umen~xal by svoæ obraz pri proizvol~nom umen~xenii okrestnosti N_{δk} (takoe δ_k suwestvuet po priqine koneqnosti gruppy kofffficientov; podrobnosti sm. v dokazatel~stve).

Takim obrazom, predpoloßenie o δ-approksimiruemosti f vloßeniem ewe ne oznaqaet diskretnoæ realizuemosti f, i utverßdenie p. a+) i v obwem sluqae soderßit nekotoryæ smysl, hotØ uße i ne dostavlØet udovletvoritel~nogo kriteriØ diskretnoæ realizuemosti f. Bez okrestnosti N_δ moßno oboætis~ v sluqae otobraßeniæ S^n → R^m (poskol~ku v R^m imeetsØ struktura lineænogo prostranstva, a u S^n × S^n \ Δ_Sn net kogomologiæ v razmernostØh m, . . . , 2n pri uslovii m > n). Imenno poslednee obstoØtel~stvo delaet vozmoßnym uprowenie situacii v teoremah 1, 2 po sravneni¸ s teoremoæ 2.2.

Zameqanie. PrepØtstviØ o(f^2), oε(f^2) zavisØt, voobwe govorØ, ot

vybora otmeqennogo fflementa [Ξ] v mnoßestve π^{m−1}_{eq} (X^2\Δ, X^2\N_δ ). Ne zavisit ot fftogo soglaxeniØ qastiqnoe prepØtstvie

ϑ_ε(f^2) ∈ H^m_{eq}(X^2 \ Δ, X^2 \ N_ε; π_{m−1}(S^{m−1})),

ØvlØ¸weesØ obrazom o_ε(f^2) pri povyxa¸wem razmernost~ gomomorfizme δ^∗_ε iz posledovatel~nosti troæki (X^2\Δ, X^2\N_ε, X^2\N_δ ). V samom dele, tak kak im i_ε = ker δ^∗_ε , prepØtstvie ϑ_ε ne menØetsØ pri zamene [Ξ]. Zametim, qto v sluqaØh m = 2n i X = S^n prepØtstvie ϑ_ε(f^2) ØvlØetsØ polnym (v smysle analogov utverßdeniæ a) i a+) teoremy 2.2), tak kak otobraßenie h v fftih sluqaØh ØvlØetsØ s¸r¨ekcieæ, esli tol~ko π^{m−1}_{eq} (X^2\Δ, ∅) ne ØvlØetsØ pustym

OB IZOTOPIQESKO` REALIZUEMOSTI 75 mnoßestvom. KonstrukciØ prepØtstviØ ϑ_ε(f) iz §1 bez izmeneniæ perenositsØ na sluqaæ otobraßeniæ X → Q, qto dostavlØet ffkvivalentnoe opredelenie klassa ϑ_ε(f^2).

V sluqae ε = ∞ prepØtstvie ϑ_∞(f^2) ∈ H^m_{eq}(X^2 \ Δ) est~ v toqnosti klassiqeskoe prepØtstvie van Kampena k vloßimosti X^n

v R^{2n} [24] (sr. [8, 28, 25]). Takim obrazom, prepØtstviØ o(f^2),

o_ε(f^2) ØvlØ¸tsØ v nekotorom smysle obobwa¸wimi prepØtstvie

van Kampena, hotØ teorema 2.2(ii), strogo govorØ, ne obobwaet (a skoree dopolnØet) klassiqesku¸ teoremu van Kampena, Xapiro i Vu o dostatoqnosti prepØtstviØ van Kampena pri n > 3. V sluqae (ii) dlØ kusoqno-lineænogo f prepØtstvie ϑ_ε(f^2) (dlØ dostatoqno malyh ε > 0 ne zavisØwee ot ε v silu kusoqnoæ lineænosti f) bylo izuqeno v stat~e [28]. (Primer [28, 1.7], otnosØwiæsØ k prepØtstvi¸ ϑ, ispravlen v [16]).

Zameqanie. Neobhodimost~ v usloviØh p. a) i b) teoremy 2.2

oqevidna (i oqevidnym obrazom vypolnena bez vsØkih razmernostnyh ograniqeniæ), a dostatoqnost~ sleduet iz utverßdeniæ p. a+) i b+) sootvetstvenno.

Preßde qem pereæti neposredstvenno k dokazatel~stvu p. a+), b+) i v), poØsnim kl¸qevu¸ ide¸ dokazatel~stva. Process gomotopii izovariantnogo otobraßeniØ k f^2, igra¸wiæ glavnu¸ rol~ v dokazatel~stve, osuwestvlØetsØ indukcieæ po ostovam, priqem kaßdyæ xag indukcii sostoit iz dvuh qasteæ: “diskretnogo podtaskivaniØ”, t.e. postroeniØ gomotopii s diskretnym parametrom (pri uslovii, qto gomotopiØ na predyduwem ostove uße postroena) i “izotopiqeskogo podtaskivaniØ”, t.e. postroeniØ gomotopii (pri uslovii naliqiØ diskretnoæ gomotopii na tekuwem ostove). PervaØ qast~ kraæne prosta i celikom soderßitsØ v lemme 2.3. OsnovnaØ ideØ vtoroæ qasti (“izotopiqeskogo podtaskivaniØ”) ponØtna iz privodimogo dalee prostogo geometriqeskogo dokazatel~stva sledu¸wego utverßdeniØ, formal~no nigde ne ispol~zuemogo.

Utverßdenie. ∀ε > 0 ∃δ > 0 : ∀γ > 0 ∃β > 0 tak qto vypol-

neno sledu¸wee. Esli suwestvuet β-blizkoe k f^2 izovariantnoe otobraßenie i esli vkl¸qenie X^2\N_β → X^2 ffkvivariantno gomotopno rel X^2\N_δ nekotoromu otobraßeni¸ X^2\N_β → X^2\N_δ , to proizvol~noe izovariantnoe otobraßenie Φ : X^2 → Q^2, δ-blizkoe k f^2, izovariantno ε-gomotopno otobraßeni¸ Φ_+, γ-blizkomu k

76 P. M. AHMET^EV, S. A. MELIHOV

f^2.

Dokazatel~stvo. Rassmotrim izovariantnoe otobraßenie

Ψ : X^2 → Q^2, β-blizkoe k f^2. Togda “lineænaØ” gomotopiØ h_t me-

ßdu Ψ i f^2 na mnoßestve X^2\N_β ne zadevaet diagonali Δ_Q. V qastnosti, gomotopiØ h^′_t = h_t|_X2_{\Nδ} ne zadevaet Δ_Q. No togda ne zadevaet Δ_Q i gomotopiØ h^′_t ∘ r_1 meßdu Ψ|_X2_{\Nβ} ∘ r_1 i Φ|_X2_{\Nβ} ∘ r_1, gde r_t : X^2\N_β → X^2 est~ dannaØ iz usloviØ ffkvivariantnaØ gomotopiØ rel X^2\N_δ , takaØ qto r_1(X^2\N_β ) ⊂ X^2\N_δ.

Takim obrazom, imeetsØ sledu¸waØ seriØ ffkvivariantnyh gomotopiæ, ne zadeva¸wih Δ_Q. Otobraßenie Φ|_X2_{\Nβ} gomotopieæ

Φ ∘ r_t perevoditsØ v otobraßenie Φ ∘ r_1. Ono pod deæstviem go-

motopii h^′_{1−t} ∘ r_1 perehodit v Ψ ∘ r_1. �to otobraßenie, v svo¸ oqered~, gomotopieæ Ψ ∘ r_{1−t} prevrawaetsØ v Ψ|_X2_{\Nβ} . Nakonec, gomotopiØ h_t perevodit poslednee otobraßenie v f^2|_X2_{\Nβ} .

PervaØ i tret~Ø gomotopii, voobwe govorØ, ne ØvlØ¸tsØ malymi, no tak kak oni blizki drug k drugu (toqnee, pervaØ blizka k tret~eæ, proædennoæ v obratnom napravlenii), to rezul~tiru- ¸wu¸ gomotopi¸ meßdu Φ|_X2_{\Nβ} i f^2|_X2_{\Nβ} moßno sqitat~ maloæ cδ-gomotopieæ. Sledovatel~no, po ffkvivariantnoæ lemme Borsuka Φ izovariantno cδ-gomotopno otobraßeni¸ Φ_+, 2cδ-blizkomu k f^2 i sovpada¸wemu na X^2\N_β s f^2. No togda utverßdenie nemedlenno sleduet iz lemmy 2.1a. �

Koneqno, uslovie o tom, qto vkl¸qenie X^2\N_β → X^2 ffkvivariantno gomotopno rel X^2\N_δ nekotoromu otobraßeni¸ X^2\N_β →

X^2 \N_δ, ni otkuda ne sleduet i v obwem sluqae ne vypolneno.

Pofftomu dlØ osuwestvleniØ “izotopiqeskogo podtaskivaniØ” na samom dele ponadobØtsØ nemnogo bolee tonkie rassußdeniØ; oni soderßatsØ v predloßenii 2.4.

Perehodim k dokazatel~stvu teoremy 2.2.

Lemma 2.3. ∀γ > 0 ∃β > 0 tak qto esli na ostove razmernosti

k nekotoroæ ffkvivariantnoæ triangulØcii T pary (X^2, Δ) zadano izovariantnoe otobraßenie φ : T^{(k)} → Q^2, β-blizkoe k f^2|_T (k) i izovariantno^{δQ}_2 -gomotopnoe ograniqeni¸ na T^{(k)} nekotorogo izovariantnogo otobraßeniØ Ψ : T^{(k+1)} → Q^2, kotoroe opredeleno na (k + 1)-ostove T , to φ prodolßaetsØ do izovariantnogo otobraßeniØ Φ : T^{(k+1)} → Q^2, γ-blizkogo k f^2|_T (k+1) .

Dokazatel~stvo. Po ffkvivariantnoæ lemme Borsuka φ prodol-

OB IZOTOPIQESKO` REALIZUEMOSTI 77 ßaetsØ do nekotorogo izovariantnogo otobraßeniØ φ^′ : T^{(k+1)} →

Q^2, kotoroe δ_Q-blizko k f^2|_T (k+1) . Pust~ T_1 (sootv. T_2) – podkom-

pleks T^{(k+1)}, sostoØwiæ iz vseh simpleksov, pereseka¸wih N_β i vseh ih graneæ (sootv. iz vseh simpleksov, ne pereseka¸wih

N_β ). Poskol~ku φ β-blizko k f^2|_T (k) , po toæ ße ffkvivariantnoæ

lemme Borsuka ono prodolßaetsØ do nekotorogo izovariantnogo otobraßeniØ φ^{′′} : T^{(k)} ∪ T_2 → Q^2, 2β-blizkogo k ograniqeni¸ f^2. Opredelim izovariantnoe otobraßenie φ_+ : T^{(k+1)} → Q^2, poloßiv ego ravnym φ^′ na T_1 i ravnym φ^{′′} na T_2, togda φ_+ δ_Q-blizko k

f^2|_T (k+1) i 2β-blizko k f^2|_{T2} na T_2. Po lemme 2.1a β = β(γ) moßno

vybrat~ tak, qto φ_+ izovariantno gomotopno otobraßeni¸ Φ, γblizkomu k f^2|_T (k+1) , priqem iz dokazatel~stva fftoæ lemmy Øsno, qto gomotopi¸ moßno vybrat~ nepodvißnoæ na T^{(k)}. �

Predloßenie 2.4. Pust~ d – natural~noe qislo, π = πd(S^{m−1}) i

δ > 0. Togda ∀γ > 0 ∃β ∈ (0, γ/2] tak qto:

a) Esli dlØ obratnogo spektra abelevyh grupp

{H^d_{eq}(X^2 \ Δ, X^2 \ N_2−k ; π); gomomorfizmy zabyvaniØ j^l_k} vypolneno uslovie Mittag-Lefflera, to ∀α ∈ (0, β/2] trivial~na kompoziciØ

H^d_{eq}(X^2\Δ, X^2\N_β ; π) → H^d_{eq}(X^2\N_α, X^2\N_β ; π) → → H^d_{eq}(X^2\N_α, X^2\N_γ ; π).

b) Esli dlØ nekotorogo podmnoßestva

H_δ ⊂ H^d_{eq}(X^2\Δ, X^2\N_δ ; π) dlØ obratnogo spektra { ^H^d_{eq}(X^2\Δ, X^2\N_2−k_δ; π) = (j^{2−k δ}_δ )^{−1}(H_δ);

ograniqeniØ gomomorfizmov j^l_k} vypolneno uslovie Mittag-Lefflera, to gomomorfizm H^d_{eq}(X^2\Σ, X^2\N_β ; π) → H^d_{eq}(X^2\Σ, X^2\N_γ ; π) otobraßaet v nol~ l¸boæ klass kogomologiæ η, kotoryæ diskret-

no realizuem v sledu¸wem smysle: ∀α ∈ (0, β/2]∃η_α ∈ ^H^d_{eq}(X^2\Δ, X^2\N_β; π),

78 P. M. AHMET^EV, S. A. MELIHOV obraz kotorogo v gruppe H^d_{eq}(X^2 \N_α, X^2\N_β ; π) sovpadaet s obrazom η:

H^d_{eq}(X^2\Σ, X^2\N_β ; π) → H^d_{eq}(X^2\N_α, X^2\N_β; π) 99K← 99K_{← ^H}d_{eq(X}2_{\Δ, X2\Nβ ; π).} Dokazatel~stvo. a) V sledu¸weæ diagramme gomomorfizmy s

odinakovymi indeksami obrazu¸t toqnye uqastki:

H^d�^1_{eq} (X^2\N_β , X^2\Nγ ; π) H^d�^1_{eq} (X^2\N_β , X^2\Nγ ; π)

δ^∗_2 δ^∗_1 H^d_{eq}(X^2\Δ, X^2\Nα; π)^j−→ H^d_{eq}(X^2\Δ, X^2\N_β ; π)^i−→ H^d_{eq}(X^2\Nα, X^2\N_β ; π)

j_3 j2 j1 H^d_{eq}(X^2\Δ, X^2\Nγ ; π) H^d_{eq}(X^2\Δ, X^2\Nγ ; π) H^d_{eq}(X^2\Nα, X^2\Nγ ; π)

Po uslovi¸ Mittag-Lefflera β = β(γ) moßno vybrat~ tak, qto

im j_3 = im j_2. Esli ζ^i→ η^{j1}→ θ ≠ 0, to ots¸da sleduet, qto fflement

ζ, izmenennyæ na nekotoryæ fflement ζ_+ ∈ im j, leßit v obraze

δ^∗_2 . No esli ζ^{′ δ∗2}→ ζ + ζ_+, to po kommutativnosti diagrammy ζ^{′ δ∗1}→

η^{j1}→ θ, qto protivoreqit, uqityvaØ toqnost~ pravogo stolbca,

netrivial~nosti θ. �

b) Vvedem oboznaqenie U_k = X^2\N_2−k_δ. Uslovie Mittag-Lef-flera oznaqaet, qto v stroqke otobraßeniæ

· · · → ^H^d_{eq}(X^2\Δ, U_{i+1}; π) → ^H^d_{eq}(X^2\Δ, U_i; π) → · · · → ^H^d_{eq}(X^2\Δ, U_0; π)

moßno, naqav s l¸bogo i (bol~xego nekotorogo i_0), peremewat~sØ tak, qto nomer tekuweæ okrestnosti U_i budet stremit~sØ k beskoneqnosti, pol~zuØs~ edinstvennoæ operacieæ: i → l(i) → i + 1 pri uslovii, qto im [ ^H^d_{eq}(X^2\Δ, U_i; π) → ^H^d_{eq}(X^2\Δ, U_{l(i)}; π) ] = = im [ ^H^d_{eq}(X^2\Δ, U_{i+1}; π) → ^H^d_{eq}(X^2\Δ, U_{l(i)}; π) ] . Pokaßem, qto pri i > i_0 l¸boæ kocikl η_i ∈ Z^d_{eq}(X^2\Σ; π) s nositelem vne U_i, predstavlØ¸wiæ v gruppe H^d_{eq}(X^2\Σ, U_i; π) diskretno realizuemyæ klass kogomologiæ, kogomologiqen s nositelem vne

OB IZOTOPIQESKO` REALIZUEMOSTI 79

U_{l(i)} nekotoromu kociklu η_{i+1} s nositelem vne U_{i+1}, tem samym

predstavlØ¸wemu, kak netrudno videt~, diskretno realizuemyæ klass kogomologiæ v gruppe H^d_{eq}(X^2\Σ, U_{i+1}; π).

Togda summa takih kogomologiqeskih “plenok” po vsem i > j (gde j vybrano tak, qto U_{l(j)} ⊂ X^2 \N_γ ) i dostavit iskomu¸ kogomologi¸ v gruppe

C^{d−1}_{eq} (X^2 \ Σ, X^2 \ N_γ ; π)

proizvol~nogo napered zadannogo kocikla

η_j ∈ Z^d_{eq}(X^2 \ Σ, X^2 \ N_β ; π), [η_j] = η

(gde β = 2^{−j} , tak qto U_j = X^2\N_β ) s kociklom, nositel~ kotorogo vytesnen iz kaßdogo U_i, to est~ (t.k. U_i isqerpyva¸t vse X^2\Σ) s nulevym kociklom.

H^d_{eq}(X^2\Σ, U_{i+1}; π) L99−−→ H^d_{eq}(U_N , U_{i+1}; π) ←− ^H^d_{eq}(X^2\Δ, U_{i+1}; π) ↑p ^Hd_{eq}(X2\Δ, U_{l(i)}; π)

H^d_{eq}(X^2\Σ, U_i; π) −→ H^d_{eq}(U_N , U_i; π) 99K←−− ^H^d_{eq}(X^2\Δ, U_i; π)

V samom dele, voz~mem l¸boe U_N ⊃ U_{i+1}. Vvidu diskretnoæ realizuemosti kocikla η_i ograniqenie η_i|_{UN} kogomologiqno, posredstvom nekotoroæ kocepi ζ ∈ C^{d−1}_{eq} (U_N , U_i; π), nekotoromu kociklu η^′_i, prodolßa¸wemusØ do nekotorogo kocikla η_{iα} ∈

^Z^d_{eq}(X^2 \Δ, U_i; π) (sm. diagrammu). (Mnoßestvo ^Z^d_{eq}(X^2 \Δ, U_i; π)

opredelØetsØ kak proobraz mnoßestva ^H^d_{eq}(X^2 \Δ, U_i; π) pri gomomorfizme faktorizacii po gruppe kogranic.) V silu usloviØ Mittag-Lefflera posledniæ kogomologiqen s nositelem vne

U_{l(i)} nekotoromu kociklu η_{i+1,α} s nositelem vne U_{i+1}. Ograni-

qenie fftoæ kogomologii na U_N dostavlØet nekotoru¸ kocep~

θ ∈ C^{d−1}_{eq} (U_N , U_{l(i)}; π), osuwestvlØ¸wu¸ kogomologi¸ kocikla η^′_i = η_{iα}|_{UN} s kociklom η_{i+1,α}|_{UN} , obnulØ¸wimsØ na U_{i+1}. Pro-

dolßim kocep~ ζ + θ proizvol~nym obrazom (naprimer, nulØmi) na X^2\Σ. DlØ poluqivxeæsØ kocepi λ ∈ C^{d−1}_{eq} (X^2\Σ, U_{l(i)}; π) poluqim, qto kocikl η_{i+1} = η_i − δλ, pri ograniqenii na U_N da¸wiæ

80 P. M. AHMET^EV, S. A. MELIHOV

η_{i+1,α}|_{UN} , i est~ iskomyæ kocikl c nositelem vne U_{i+1}, kogomo-

logiqnyæ η_i s nositelem vne U_{l(i)}. �

DlØ dokazatel~stva sluqaØ (i) v teoreme 2.2 nam ponadobitsØ

Dobavlenie k predloßeni¸ 2.4. V sluqae X = S^n, n < d, δ =

γ = ∞ moßno vzØt~ β = ∞.

Dokazatel~stvo. V samom dele, absol¸tnaØ gruppa H^d_{eq}(S^n ×S^n \

Δ, π) trivial~na, pofftomu obrazy ostal~nyh grupp spektra v

fftoæ gruppe sovpada¸t drug s drugom. Takim obrazom, dokazatel~stvo p. a) prodolßaet rabotat~ pri β = ∞, a po povodu dokazatel~stva p. b) dostatoqno zametit~, qto esli ukazannoe peremewenie moßno osuwestvit~ dlØ vseh i > i_0, to ego moßno osuwestvit~ i dlØ vseh i > 0, naqav s operacii i → 0 → i_0. �

Dokazatel~stvo p. a+ teoremy 2.2. Vvidu p. a+) i v) kriteriØ

2.0 dostatoqno postroit~ izovariantnu¸ ε-gomotopi¸ k nekotoromu γ-blizkomu k f^2 otobraßeni¸. Zafiksirovav dostatoqno melku¸ ffkvivariantnu¸ triangulØci¸ T pary (X^2, Δ), budem stroit~ trebuemu¸ gomotopi¸, vmeste s ee koneqnym otobraßeniem, indukcieæ po ostovam fftoæ triangulØcii. Na (m − 1)-m ostove gomotopiØ stroitsØ s ispol~zovaniem usloviØ (o ravenstve nul¸ pervogo prepØtstviØ), ffkvivariantnoæ teorii prepØtstviæ i lemmy 2.1a. ˚sno, qto v sluqae Q = R^m ffto postroenie prohodit i dlØ δ = ε = ∞.

Na sledu¸wih ostovah T^{(d)}, d = m, . . . , 2n − 1, primenØetsØ sledu¸wee rassußdenie. Preßde vsego zametim, qto poskol~ku gruppa π_d(S^{m−1}) koneqna [13] i okrestnosti N_α ØvlØ¸tsØ ffkvivariantnymi podpoliffdrami X^2, gruppy

H^d_{eq}(X^2\Δ, X^2\N_2−k ; π_d(S^{m−1}))

koneqny, i, sledovatel~no, dlØ spektra

{H^d_{eq}(X^2 \ Δ, X^2 \ N_2−k ; π_d(S^{m−1})); j^l_k}

vypolneno uslovie Mittag-Lefflera.

Vvidu lemmy 2.1a i ffkvivariantnoæ teorii prepØtstviæ dlØ prodolßeniØ trebuemoæ gomotopii na ostov razmernosti d dostatoqno pokazat~, qto

∀δ^′ > 0 ∃ε^′ > 0 : ∀β^′ > 0 ∃γ^′ > 0

OB IZOTOPIQESKO` REALIZUEMOSTI 81 tak qto esli v klasse izovariantnoæ ε^′-gomotopii otobraßeniØ

g^2|_T (d−1) imeetsØ otobraßenie, γ^′-blizkoe k f^2|_T (d−1) , to trivi-

al~na razliqa¸waØ

d_d(f^2, g^2) ∈ H^d_{eq}(X^2 \ N_β′ , X^2 \ N_δ′ ; π_d(S^{m−1})). (D)

V samom dele, v silu lemmy 2.3 dlØ dostatoqno malyh ε^′ i γ^′ =

γ^′(β^′) razliqa¸waØ

d^′_d(f^2, g^2) ∈ H^d_{eq}(X^2 \ N_β′ , X^2 \ N_ε′ ; π_d(S^{m−1})) (D^′)

ravna razliqa¸weæ d^′_d(Φ, g^2) v toæ ße gruppe, gde Φ – izovariantnoe otobraßenie, dostavlØemoe lemmoæ 2.3. Takim obrazom, razliqa¸waØ (D^′) leßit v obraze gruppy

H^d_{eq}(X^2 \ Δ, X^2 \ N_ε′ ; π_d(S^{m−1})).

Pofftomu po predloßeni¸ 2.4a razliqa¸waØ (D^′) stanovitsØ trivial~noæ posle nekotorogo uveliqeniØ ε^′, toqnee, ε^′ = ε^′(δ^′) moßet byt~ vybrano tak, qtoby razliqa¸waØ (D) byla trivial~na.

Prodolßenie gomotopii na ostov razmernosti 2n moßet byt~ osuwestvleno tem ße metodom, za iskl¸qeniem sluqaØ (ii). Na samom dele prodolßenie gomotopii na posledniæ ostov vsegda moßet byt~ osuwestvleno bolee prostymi rassußdeniØmi, ne ispol~zu¸wimi nikakih algebraiqeskih usloviæ, podrobnosti sm. v [27, proof of 1.8a]. �

Dokazatel~stvo p. b+ teoremy 2.2. Vybrav γ > 0, budem deæ-

stvovat~ kak v dokazatel~stve p. a+). Izovariantnu¸ gomotopi¸ na (m − 1)-ostove iz dokazatel~stva p. a+) moßno postroit~ takim obrazom, qto iz usloviØ trivial~nosti

d(f^2, g^2) ∈ H^{m−1}_{eq} (X^2 \ Σ, X^2 \ N_δ)

sleduet, pri nadleßawem vybore β, trivial~nost~

d(f^2, g^2_+) ∈ H^{m−1}_{eq} (X^2 \ Σ, X^2 \ N_γ ),

gde g_+ – vloßenie, dostavlØemoe utverßdeniem p. a+). V samom dele, kogranicu c, osuwestvlØ¸wu¸ kogomologiqnost~ nul¸ kocikla d(f^2, g^2), nußno razbit~ na dve kocepi, odna iz kotoryh

c_1 imeet nositel~ v N_δ\N_γ , tem samym kompaktnyæ, a vtoraØ c_2

82 P. M. AHMET^EV, S. A. MELIHOV – v N_γ \Σ. Soglasno ffkvivariantnomu variantu teorii prepØtstviæ, izovariantnu¸ gomotopi¸, postroennu¸ v dokazatel~stve p. a+), moßno izmenit~ tak, qtoby otveqa¸waØ eæ kocep~ c_+ (s kograniceæ d(g^2_+, g^2)) na N_δ\N_γ sovpadala by s c_1. Togda kocep~

c − c_+ imeet nositel~ v N_γ i kogranicu d(f^2, g^2_+).

No togda process, opisannyæ v p. a+), moßno prodolßat~, s ffksponencial~no umen~xa¸wimisØ parametrami ε i γ, do beskoneqnosti, poluqaØ v rezul~tate iskomu¸ psevdoizotopi¸. �

Dokazatel~stvo p. v teoremy 2.2. Neobhodimost~ legko vyte-

kaet iz utverßdeniØ p. a+).

Dostatoqnost~ nemedlenno sleduet iz utverßdeniæ p. b+) i predloßeniØ 2.4 p. b dlØ sluqaØ d = m − 1, π = Z. �

Teorema 3 vmeste s dobavleniem ØvlØetsØ qastnym sluqaem sledu¸weæ.

Teorema 2.5. Pust~ X^n – kompaktnyæ poliffdr, Q^m – orienti-

ruemoe kusoqno-lineænoe mnogoobrazie bez kraØ, m >^{3n+1}_2 . Esli nepreryvnoe otobraßenie f : X → Q realizuetsØ diskretno, to kompoziciØ f i vkl¸qeniØ j : Q → Q×RrealizuetsØ izotopiqeski.

Bolee togo, iz l¸boæ posledovatel~nosti (g_i) kusoqno-lineænyh vloßeniæ, shodØweæsØ k f, moßno vydelit~ taku¸ beskoneqnu¸ podposledovatel~nost~ (g_{ni} ), qto posledovatel~nost~ (j∘g_{ni} ) kontinualizuema.

Dokazatel~stvo. Tak kak v korazmernosti > 3 diskretnaØ re-

alizuemost~ ffkvivalentna ε-approksimiruemosti, dlØ kaßdogo

ε > 0, kusoqno-lineænymi vloßeniØmi, dostatoqno dokazat~

tol~ko vtoru¸ qast~.

Po uslovi¸ otobraßenie f^2 approksimiruetsØ izovariantnymi otobraßeniØmi Φ^0_1, Φ^0_2, . . . : X^2 → Q^2, gde Φ^0_i = (g_i)^2, tak qto

Φ^0_i → f^2 pri i → ∞. Dopustim, ∀k udalos~ vybrat~ taku¸ pod-

posledovatel~nost~

Φ^k_1 = Φ^{k−1}_{lk (1)}, Φ^k_2 = Φ^{k−1}_{lk(2)}, . . .

posledovatel~nosti Φ^{k−1}_1 , Φ^{k−1}_2 , . . . , qto dlØ l¸byh i, j otobraßeniØ Φ^k_i , Φ^k_j soedinØ¸tsØ izovariantnoæ (2^{−k})-gomotopieæ

h^k_{ij} : X^2 → (Q × R)^2 (ne ograniqivaØ obwnosti moßno sqitat~,

qto pervyæ fflement novoæ posledovatel~nosti ne sovpadaet s

OB IZOTOPIQESKO` REALIZUEMOSTI 83 pervym fflementom ishodnoæ). Togda posledovatel~noe vypolnenie gomotopiæ

h^1_{,l2(1)}, h^2_{1,l3(1)}, h^3_{1,l4(1)}, . . .

dostavit, uqityvaØ qast~ v) kriteriØ 2.0, teoremu Pifagora (svØzyva¸wu¸ metriki Q i Q^2) i [4, lemma 1], trebuemu¸ psevdoizotopi¸.

Pereædem teper~ k vyboru podposledovatel~nosti (Φ^k_i ) posledovatel~nosti (Φ^{k−1}_i ), predpoloßiv, qto poslednØØ uße naædena. V silu lemmy 2.1 ∃β = β(k) > 0 tak qto dlØ izovariantnoæ

2^{−k}-gomotopnosti Φ^{k−1}_i i Φ^{k−1}_j dostatoqna ih izovariantnaØ δ_Q-

gomotopnost~ rel X^2\N_β . Analogiqno, dlØ izovariantnoæ (2^{−k})- gomotopnosti otobraßeniæ α_i = s ∘ Φ^{k−1}_i i α_j = s ∘ Φ^{k−1}_j , gde

s : Q^2 → (Q × R)^2 – vkl¸qenie, dostatoqna ih izovariantnaØ δ_Q-

gomotopnost~ rel X^2\N_β .

Budem stroit~ izovariantnu¸ δ_Q-gomotopi¸ rel X^2\N_β meßdu otobraßeniØmi α_i i α_j indukcieæ po ostovam nekotoroæ ffkvivariantnoæ triangulØcii T pary (N_β , Δ). Kak bylo zameqeno v opredelenii posle lemmy 2.1, prepØtstviØ k postroeni¸ takoæ gomotopii so znaqeniØmi v Q^2 leßat v gruppah

H^k_{eq}(X^2\N Δ, X^2\N_β ; π_k(S^{m−1})), k = 1, . . . , 2n, (∗)

a so znaqeniØmi v (Q × R)^2 – v gruppah

H^k_{eq}(X^2\N Δ, X^2\N_β ; π_k(S^m)), k = 1, . . . , 2n, (∗∗)

gde N Δ – simplicial~naØ okrestnost~ Δ v triangulØcii T . DopuskaØ nekotoru¸ vol~nost~, vvidu orientiruemosti Q (podrobnee sm. opredelenie posle lemmy 2.1), my budem rassmatrivat~ ograniqenie α_i|_σ na proizvol~nyæ simpleks T , ne pereseka¸wiæ Δ, kak otobraßenie α_i : σ → S^{m−1} ⊂ S^m.

Pri k < m − 1 gruppa π_k(S^{m−1}) nulevaØ, pofftomu na (m − 2)- ostove gomotopi¸ moßno postroit~ so znaqeniØmi v Q^2. Gruppa π_{m−1}(S^m) nulevaØ, pofftomu gomotopi¸ moßno prodolßit~ na

(m − 1)-ostov so znaqeniØmi v (Q × R)^2.

Predpoloßim, qto nam udalos~ prodolßit~ gomotopi¸ i na m-ostov. Po teoreme Serra pri m < k < 2m−1 gruppy π_k(S^m) koneqny, sm. [13]. Poskol~ku para (X^2\N Δ, X^2\N_β ) est~ para kompaktnyh poliffdrov, pri k > m koneqny i gruppy (∗∗). Tem samym

84 P. M. AHMET^EV, S. A. MELIHOV prepØtstviØ k iskomoæ gomotopii α_i i α_j mogut prinimat~, v zavisimosti ot i i j, lix~ koneqnoe koliqestvo znaqeniæ. Sledovatel~no, vyborom podposledovatel~nosti iz (α_i) moßno dobit~sØ togo, qto, s pomow~¸ oqevidnoæ indukcii po ostovam, dlØ otobraßeniæ α_i, α_j iz sokrawennoæ posledovatel~nosti gomotopi¸ moßno prodolßit~ s m-ostova na ves~ X^2. Takim obrazom, my vidim, qto edinstvennaØ trudnost~ sostoit v prodolßenii gomotopii na m-ostov; qtoby ee preodolet~, my snaqala postroim nekotoru¸ special~nu¸ gomotopi¸ na (m − 1)-ostove.

Itak, my vozvrawaemsØ v predyduwem rassußdenii k momentu, kogda gomotopiØ postroena na T^{m−2} so znaqeniØmi v Q^2, i sobiraemsØ dovesti ego, uße bez propuska obosnovaniæ, do sostoØniØ, v kotorom gomotopiØ budet opredelena na m-ostove so znaqeniØmi v (Q×R)^2. Dob~emsØ dal~neæxim sokraweniem (logiqeski, odnako, predxestvu¸wim v naxem postroenii uße upomØnutomu) posledovatel~nosti (α_i) togo, qto prepØtstvie v gruppe (∗), k = m − 1, “qetno”, t.e. leßit v Ødre faktorizacii, dostavlØemoæ deleniem na 2 gruppy kofffficientov Z. Bolee togo, budem sqitat~, qto na l¸bom (m − 1)-simplekse A triangulØcii T , ne pereseka¸wem Δ, otobraßeniØ α_i, α_j : A → S^{m−1} razliqa¸tsØ (s uqetom gomotopii, uße postroennoæ na T^{(m−2)}) na nekotoroe otobraßenie S^{m−1} → S^{m−1} qetnoæ stepeni 2e(A). OrientaciØ na simpleksah A i t(A), gde t : X^2 → X^2 est~ perestavlØ¸waØ somnoßiteli invol¸ciØ, vvoditsØ tak, qtoby e(A) = e(t(A)).

Budem stroit~ gomotopi¸ meßdu α_i, α_j na (m − 1)-ostove posledovatel~no po (m − 1)-simpleksam triangulØcii T , ne pereseka¸wim Δ. Opredelim gomotopi¸ meßdu α_i i α_j na simplekse A, stØnuv α_i(A), α_j(A) v verhn¸¸ polusferu S^m_+ , esli gomotopiØ na simplekse t(A) ewe ne opredelena (v nißn¸¸ S^m_− , esli uße opredelena). Esli pri fftom severnyæ (¸ßnyæ) pol¸s v obraze – regulØrnaØ toqka fftoæ gomotopii, to algebraiqeskaØ summa prohoßdeniæ gomotopii qerez nego ravna 2e(A) (sootv. −2e(A)). Podpravim fftu gomotopi¸ na sferoid stepeni −e(A) (sootv. e(A)), togda algebraiqeskaØ summa prohoßdeniæ gomotopii qerez severnyæ pol¸s ravna e(A), a qerez ¸ßnyæ −e(A) (sootvetstvenno

e(A) i −e(A)). Kl¸qevym faktom ØvlØetsØ to, qto znaki polu-

qilis~ odinakovymi dlØ pervogo i vtorogo sluqaØ (imenno dlØ fftogo nam prixlos~ trebovat~ qetnost~).

Dalee, esli B – proizvol~nyæ m-simpleks triangulØcii T ,

OB IZOTOPIQESKO` REALIZUEMOSTI 85 ne pereseka¸wiæ Δ, to, po postroeni¸, na simplekse B otobraßeniØ α_i, α_j : B → S^m razliqa¸tsØ (s uqetom gomotopii, uße postroennoæ na (m − 1)-ostove) na otobraßenie S^m → S^m stepe- ni ∑ e(A_q ), gde summa beretsØ po vsem (m − 1)-simpleksam A_q v

∂B. No ukazannaØ summa (a znaqit, i razliqa¸waØ na B) ravna nul¸. V samom dele, oba (m − 1)-sferoida α_i|_{∂B}, α_j|_{∂B}, buduqi prodolßaemymi na simpleks B so znaqeniØmi v S^{m−1}, gomotopny nul¸ so znaqeniØmi v S^{m−1}. V qastnosti, ravna nul¸ i ih razliqa¸waØ v gruppe H^{m−1}(S^{m−1}), kotoraØ, legko videt~, ravnØetsØ ∑ 2e(A_q). Takim obrazom, ∑ e(A_q) = 0, i tem samym prepØtstvie

k prodolßeni¸ gomotopii na m-ostov trivial~no. �

Literatura

1. P. M. Ahmet~ev, Ob izotopiqeskoæ i diskretnoæ realizacii otobraßeniæ n-sfery v evklidovom prostranstve. — Mat. sb. 187:7 (1996), 3–34.

2. P. M. Ahmet~ev, ObobwennaØ problema Davermana. — V kn.: Trudy Meßdunar. konf., posv. 90-leti¸ L. S. PontrØgina. M., 1998 (v peqati).

3. VloßeniØ kompaktov, stabil~nye gomotopiqeskie gruppy sfer i teoriØ osobennosteæ. — UMN 55:3 (2000), (v peqati).

4. L. V. Keldyx, Topologiqeskie vloßeniØ v evklidovo prostranstvo. — Trudy MIAN 81 (1966), 3–183.

5. PsevdoizotopiØ nekotoryh lokal~no-zauzlennyh prostyh dug v E^3. — DAN SSSR 200:1 (1971), 21–23.

6. U. Massi, TeoriØ gomologiæ i kogomologiæ. M., Mir, 1981. 7. Dß. Milnor, Dß. Staxef, Harakteristiqeskie klassy. M., Mir, 1979. 8. D. Repovx, A. Skopenkov, Novye rezul~taty o vloßeniØh poliffdrov i mnogoobraziæ v evklidovy prostranstva. — UMN (v peqati); Embeddability and isotopy of polyhedra in Euclidean spaces. — Trudy MIAN 212 (1996),

163–178.

9. K. Rurk, B. Sanderson, Vvedenie v kusoqno-lineænu¸ topologi¸. M., Mir, 1974.

10. N. Stinrod, S. �ælenberg, OsnovaniØ algebraiqeskoæ topologii. M., IL, 1958.

11. A. V. Qernavskiæ, Lokal~naØ stØgivaemost~ gruppy gomeomorfizmov mnogoobraziØ. — Mat. sb. 79:3 (1969), 307–356.

12. A. �. Harlap, Lokal~nye gomologii i kogomologii, gomologiqeskaØ razmernost~ i obobwennye mnogoobraziØ. — Mat. sb. 96:3 (1975), 347–373.

13. Hu Sy-czØn, TeoriØ gomotopiæ. M., Mir, 1964. 14. P. Hilton, S. Uaæli, TeoriØ gomologiæ. M., Mir, 1966. 15. E. V. Wepin, M. A. Xtan~ko, Spektral~nyæ kriteriæ vloßimosti kompakta v evklidovo prostranstvo. — V kn.: Trudy Leningr. meßdunar. topolog. konf. L., Nauka, 1983, s. 135–142.

16. P. M. Akhmet’ev, D. Repovš, A. B. Skopenkov, Obstructions to approximating maps of surfaces into R^4 by embeddings. — Topol. Appl. (to appear).

86 P. M. AHMET^EV, S. A. MELIHOV

17. R. H. Bing, J. M. Kister, Taming complexes in hyperplanes. — Duke Math. J. 31 (1964), 491–512.

18. P. E. Conner, E. E. Floyd, Fixed point free involutions and equivariant maps. — Bull. Am. Math. Soc. 66 (1960), 416–441.

19. R. D. Edwards, The equivalence of close piecewise-linear embeddings. — Gen.

Top. Appl. 5 (1975), 147–180.

20. R. D. Edwards, R. C. Kirby, Deformations of spaces of embeddings. — Ann.

Math. 93 (1971), 63–88.

21. B. I. Gray, Space of the same n-type for all n. — Topology 5 (1966), 241–243. 22. A. Haefliger, Plongements différentiables dans le domain stable. — Comm. Math.

Helv. 37 (1962-63), 155–176.

23. L. S. Harris, Intersections and embeddings of polyhedra. — Topology 8 (1969), 1–26.

24. E. R. van Kampen, Komplexe in euklidischen Räumen. — Abh. Math. Sem. Univ.

Hamburg 9 (1933), 72–78, 152–153.

25. V. S. Krushkal, Embedding obstructions and 4-dimensional thickenings of 2-complexes. — Proc. Am. Math. Soc. (to appear).

26. N. H. Kuiper, R. K. Lashof, Microbundles and bundles. — Invent. Math. 1 (1966), 1–17.

27. S. Melikhov, On maps with unstable singularities. — Topol. Appl. (to appear). 28. D. Repovš, A. B. Skopenkov, A deleted product criterion for approximability of maps by embeddings. — Topol. Appl. 87 (1998), 1–19.

29. K. Siekłucki, Realization of mappings. — Fund. Math. 65 (1969), 325–343. 30. C. D. Sikkema, Pseudo-isotopies of arcs and knots. — Proc. Am. Math. Soc. 31 (1972), 615–616.

31. E. C. Zeeman, Unknotting combinatorial balls. — Ann. Math. 78 (1963), 501–526.

Akhmet’ev P. M. and Melikhov S. A. On isotopic realizability of continuous mappings.

Under the metastable dimension restriction, we present an algebraic description of the class of discretely realizable maps (i.e., maps that are arbitrarily closely approximable by embeddings) which fail to be isotopically realizable (i.e., to be obtained from an embedding via a pseudoisotopy). These maps are precisely the ones which yield a negative solution to the Isotopic Realization Problem of E. V. Shchepin (1993), see [1, 27].

A cohomological obstruction for isotopic realizability of a discretely realizable map of an n-polyhedron into an orientable PL m-manifold is constructed. We also present an obstruction for discrete realizability of a map S^n → R^m. If m >^{3(n+1)}_2 , these obstructions are shown to be complete. In fact, the latter obstruction can be regarded as an element of the limit of certain inverse spectrum of finitely generated Abelian groups (which are cohomology groups of compact polyhedra with coefficients in a locally constant sheaf), while the first obstruction can be identified with

OB IZOTOPIQESKO` REALIZUEMOSTI 87 an element of the derived limit of this spectrum. On the other hand, the obstructions generalize the classical van Kampen obstruction for embeddability of an n-polyhedron into R^{2n}.

An explicit construction of a series of discretely but not isotopically realizable maps S^n → R^{2n} is given for n > 3. The singular sets of these maps are homeomorphic to the disjoint union of the p-adic solenoid,

p > 3, and a point. Furthermore, it is shown that the Isotopic Realization

Problem has positive solution in the metastable range under the assumption of stabilization with codimension 1, or if the configuration singular set Σ(f) = {(x, y) ∈ S^n × S^n | f(x) = f(y)} of a map f : S^n → R^m is acyclic in dimension 2n − m with respect to the Steenrod–Sitnikov homology.

Postupilo 30 oktØbrØ 1999 g.

IZMI RAN

email akhmetev@izmiran.rssi.ru, pmakhmet@mi.ras.ru

Moskovskiæ gosudarstvennyæ universitet im. M. V. Lomonosova

email sergey@melikhov.mccme.ru