Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 267, 2000 g.

V. V. Makeev

O GEOMETRII DVUMERNYH I TREHMERNYH PROSTRANSTV MINKOVSKOGO

Prostranstvom Minkovskogo v fftoæ rabote my nazyvaem koneqnomernoe vewestvennoe normirovannoe prostranstvo, kotoroe my budem predstavlØt~ kak prostranstvo R^n s nekotoroæ normoæ ‖ · ‖.

§1. O mnogogrannikah, vpisannyh v ediniqnyæ xar prostranstva Minkovskogo

Pust~ ‖ · ‖ – nekotoraØ norma na ploskosti R^2. Izvestno, qto v ediniqnyæ ‖ · ‖-krug K moßno vpisat~ affinnyæ obraz pravil~nogo xestiugol~nika s verxinoæ v napered zadannoæ toqke granicy ∂K, a takße affinnyæ obraz nekotorogo pravil~nogo vos~miugol~nika [1].

Iz rezul~tatov raboty [2] (sr. [3]) legko sleduet, qto esli u trehmernogo prostranstva Minkovskogo net dvumernogo podprostranstva, izometriqnogo L_1(R^2), to v xar v fftom prostranstve moßno vpisat~ affinnyæ obraz kubooktaffdra s verxinoæ v l¸boæ napered zadannoæ toqke granicy xara. (Kubooktaffdrom nazyvaetsØ vypuklaØ oboloqka seredin reber kuba.)

V [4] dokazano, qto esli v R^3 so standartnoæ evklidovoæ strukturoæ zadana nekotoraØ norma ‖ · ‖ s ediniqnym xarom K, to na ego granice ∂K leßat serediny reber nekotorogo prØmougol~nogo parallelepipeda, ili ße nekotoroe central~noe seqenie xara K ØvlØetsØ prØmougol~nikom.

Polnym orientirovannym flagom v R^n nazovem nabor vloßennyh orientirovannyh podprostranstv vozrasta¸weæ razmernosti O ∈ L_1 ⊂ L_2 ⊂ · · · ⊂ L_n = R^n, gde orientaciØ poslednego prostranstva fiksirovana (qerez O my oboznaqaem naqalo koordinat). Mnoßestvo vseh flagov oboznaqim qerez Flag(R^n).

Rabota qastiqno podderßana RFFI, grant podderßki nauqnyh xkol, No. 00-15-96024. 146

O GEOMETRII PROSTRANSTV MINKOVSKOGO 147

Teorema 1. Pust~ M – vypuklyæ central~no-simmetriqnyæ

(n^2 + n)-verxinnik, vpisannyæ v ediniqnu¸ sferu S^n�^1 ⊂ R^n, priqem S^n�^1 – edinstvennaØ kvadrika, soderßawaØ ego verxiny, i pust~ otkrytye opornye konusy ego verxin posle sdviga vseh verxin v toqku O = (0, . . . , 0) ∈ R^n pokryva¸t dopolnenie R^n \ O. Pust~ L_1, L_2 ∈ Flag(R^n) – proizvol~nye flagi i ‖·‖ – proizvol~naØ norma v R^n. Togda naædetsØ lineænoe preobrazovanie a : R^n → R^n takoe, qto mnogogrannik a(M ) vpisan v ediniqnyæ ‖ · ‖-xar i a(L_1) = L_2.

Dokazatel~stvo. Dokaßem teoremu dlØ sluqaØ, kogda ediniq-

nyæ ‖·‖-xar K imeet gladku¸ granicu ∂K. V ostal~nyh sluqaØh teorema poluqaetsØ prostym predel~nym perehodom.

Rassmotrim mnogoobrazie

G := � (g(A_1), . . . , g(A_{(n}2_{+n)/2})) | g ∈ GL^+ (n) � ⊂ (R^n)^{(n2+n)/2},

gde verxiny A_1, A_2, . . . , A_{(n}2_{+n)/2} vybrany po odnoæ iz kaßdoæ pary simmetriqnyh, a GL^+(n) – gruppa sohranØ¸wih orientaci¸ lineænyh izomorfizmov prostranstva R^n.

Poloßim

GK := {g ∈ GL^+ (n) | (g(A_1 ), . . . , g(A_{(n}2_{+n)/2})) ∈ (∂K)^{(n2 +n)/2}}.

My dolßny dokazat~, qto {g(L_1) | g ∈ GK} = Flag(R^n). My dokaßem ffto dlØ otkrytogo i vs¸du plotnogo v C^1-topologii mnoßestva central~no-simmetriqnyh vypuklyh kompaktov K. V ostal~nyh sluqaØh dokazatel~stvo poluqaetsØ predel~nym perehodom.

DlØ otkrytogo i vs¸du plotnogo v C^1-topologii mnoßestva “xarov” K mnogoobraziØ G i (∂K)^{(n2+n)/2} pereseka¸tsØ transversal~no, pofftomu GK pusto ili ØvlØetsØ gladkim kompaktnym podmnogoobraziem v GL^+ (n) razmernosti (n^2 − n)/2. Kompaktnost~ mnoßestva GK sleduet iz usloviØ na otkrytye opornye konusy verxin mnogogrannika M . �tim usloviem garantiruetsØ suwestvovanie takoæ postoØnnoæ c > 0, qto ob¨em

Vol(M ) > c Vol(K) dlØ proizvol~nogo vypuklogo kompakta K, opi-

sannogo vokrug M (sm. [5]).

Pokaßem, qto v sluqae, kogda G i (∂K)^{(n2+n)/2} transversal~- ny, otobraßenie

F : GK → Flag(R^n), g → g(L_1 ),

148 V. V. MAKEEV

imeet stepen~ 1. Tak kak granica ∂K opredelena s toqnost~¸ do regulØrnoæ gomotopii, to mnogoobrazie GK opredeleno s toqnost~¸ do vnutrennego kobordizma v GL^+ (n) i sootvetstvenno odnoznaqno opredelen klass singulØrnogo bordizma otobraßeniØ F .

Rassmotrim sluqaæ, kogda K – standartnyæ evklidov xar, a verxiny mnogogrannika M leßat na ego granice. V fftom sluqae transversal~nost~ pereseqeniØ mnogoobraziæ G i (∂K)^{(n2+n)/2} sleduet iz togo, qto po uslovi¸ ∂K – edinstvennaØ poverhnost~ vtorogo porØdka, soderßawaØ verxiny mnogogrannika M . Oqevidno, qto v fftom sluqae GK = SO(n) i F – gomeomorfizm. �

ZameqaniØ. 0. RazumeetsØ, v formulirovke teoremy 1 sferu

S^n�^1 moßno zamenit~ proizvol~nym ffllipsoidom s centrom v O. 1. Pri n = 2 usloviØm teoremy 1 udovletvorØ¸t verxiny l¸bogo central~no-simmetriqnogo vypuklogo xestiugol~nika, i my poluqaem obobwenie rezul~tata raboty [1].

2. Pri n = 3 usloviØm teoremy 1 udovletvorØ¸t, naprimer, verxiny pravil~nogo ikosaffdra i, sledovatel~no, vse dostatoqno blizkie k nim central~no-simmetriqnye nabory toqek. Kubooktaffdr ne udovletvorØet uslovi¸ teoremy 1, tak kak ne vypolnØetsØ uslovie na otkrytye konusy verxin, no on moßet byt~ rassmotren kak ee predel~nyæ sluqaæ.

3. VeroØtno, pri n > 3 teorema 1 niqego ne daet, poskol~ku otsutstvu¸t nabory toqek, udovletvorØ¸wie ee uslovi¸.

4. Flagi L_1 i L_2 v formulirovke teoremy 1 – pokazatel~ svobody, s kotoroæ mnogogrannik M moßet byt~ affinno vpisan v ediniqnyæ ‖ · ‖-xar.

5. Pust~, v usloviØh teoremy 1, M 0 – mnogogrannik, ograniqennyæ kasatel~nymi giperploskostØmi k sfere S^n�^1 v verxinah mnogogrannika M . Togda pri nekotorom affinnom preobrazovanii a prostranstva R^n mnogogrannik a(M 0) opisan vokrug ediniqnogo ‖ · ‖-xara i a(L_1) = L_2. DlØ dokazatel~stva nußno provesti polØrnoe preobrazovanie otnositel~no evklidova ediniqnogo xara v R^n i primenit~ teoremu 1. Naprimer, v R^3 takim mnogogrannikom ØvlØetsØ pravil~nyæ dodekaffdr ili l¸boæ dostatoqno blizkiæ k nemu central~no-simmetriqnyæ 12-grannik.

O GEOMETRII PROSTRANSTV MINKOVSKOGO 149

§2. O diametre mnoßestva ploskosteæ Minkovskogo otnositel~no metriki Banaha–Mazura

Pust~ E_1 i E_2 – dva prostranstva Minkovskogo odinakovoæ razmernosti. RasstoØniem Banaha–Mazura meßdu nimi nazyvaetsØ qislo

d(E_1, E_2) = inf_A � ln(‖A‖ · ‖A�^1‖) � , gde infimum beretsØ po vsem lineænym izomorfizmam A :

E_1 → E_2. Ispol~zovanie vpisannyh affinno-pravil~nyh vos~mi-

ugol~nikov pozvolØet ocenivat~ diametr mnoßestva ploskosteæ Minkovskogo otnositel~no metriki Banaha–Mazura. Avtoru ne izvestno, ØvlØetsØ li poluqennaØ ocenka nailuqxeæ iz izvestnyh.

Teorema 2. Diametr mnoßestva ploskosteæ Minkovskogo otno-

sitel~no metriki Banaha–Mazura ne prevoshodit ln(6 − 3 √ 2). Dokazatel~stvo. Snaqala pereformuliruem ffto utverßdenie v

bolee udobnoæ dlØ nas forme. Pust~ na ploskosti R^2 zadany dve normy i K_1 i K_2 – ih ediniqnye krugi. Togda naædutsØ lineænyæ izomorfizm a ploskosti R^2 i postoØnnye α, β > 0 takie, qto

α · a(K_1) ⊂ K_2 ⊂ β · a(K_1) i β/α 6 6 − 3 √ 2. Zdes~ α·a(K_1) i β·a(K_1) oboznaqaet gomotetiqnye obrazy figury

a(K_1) s kofffficientami α i β.

My vospol~zuemsØ utverßdeniem o tom, qto vo vsØku¸ central~no-simmetriqnu¸ plosku¸ vypuklu¸ figuru moßno vpisat~ affinnyæ obraz pravil~nogo vos~miugol~nika [1].

V dal~neæxem my sqitaem, qto “krugi” K_1 i K_2 opisany vokrug odnogo i togo ße pravil~nogo vos~miugol~nika T . V takom sluqae K_1 i K_2 soderßatsØ v figure T 0, poluqennoæ dobavleniem k T vos~mi ravnyh ravnobedrennyh prØmougol~nyh treugol~- nikov, ograniqennyh prodolßeniØmi storon vos~miugol~nika T (ris. 1). Oboznaqim ffti treugol~niki v napravlenii po qasovoæ strelke qerez T_1, . . . , T_4, T 0_1, . . . , T 0_4. V dal~neæxem qerez αT_i (αT 0_i ) budem oboznaqat~ obraz treugol~nika T_i (T 0_i ) pri gomotetii s kofffficientom α i centrom v verxine prØmogo ugla fftogo treugol~nika (ris. 2).

L¸baØ prohodØwaØ qerez verxinu treugol~nika T opornaØ prØmaØ “kruga” K_i peresekaet vnutrennost~ ne bolee qem odnogo iz treugol~nikov ( √ 2 − 1)T_1, . . ., ( √ 2 − 1)T 0_4. Sledovatel~no,

150 V. V. MAKEEV

Ris. 1.

Ris. 2.

kaßdyæ iz “krugov” K_1 i K_2 peresekaet vnutrennosti ne bolee qem dvuh par treugol~nikov ( √ 2 − 1)T_i i ( √ 2 − 1)T 0_i , priqem ffti

pary treugol~nikov ne ØvlØ¸tsØ sosednimi.

Znaqit, posle nadleßaweæ perenumeracii treugol~nikov, K_i libo peresekaet tol~ko vnutrennosti treugol~nikov ( √ 2 − 1)T_1, ( √ 2 − 1)T_3, ( √ 2 − 1)T 0_1 i ( √ 2 − 1)T 0_3, libo peresekaet lix~ vnu-

trennost~ treugol~nikov ( √ 2 − 1)T_1 i ( √ 2 − 1)T 0_1, ili vovse ne

peresekaet vnutrennosteæ takih treugol~nikov.

Takim obrazom, posle nadleßaweæ perenumeracii “krugov”

K_1 i K_2 i povorota moßno sqitat~, qto K_2 peresekaet razve

lix~ te iz treugol~nikov ( √ 2 − 1)T^(0^)_i , kotorye peresekaet i K_1.

Pokaßem, qto v fftom sluqae K_2 ⊂ (3 √ 2 − 3)K_1, a poskol~ku, oqe-

O GEOMETRII PROSTRANSTV MINKOVSKOGO 151

vidno, K_1 ⊂ T 0 ⊂ √ 2 T ⊂ √ 2 K_2, to 1 √ 2 K_1 ⊂ K_2 ⊂ (3 √ 2 − 3)K_1,

otkuda i sleduet utverßdenie teoremy 2.

Po vyboru kofffficienta gomotetii (3 √ 2 − 3) mnogougol~nik (3 √ 2 − 3)T pokryvaet vs¸ figuru T 0 za iskl¸qeniem treugol~-

nikov ( √ 2 − 1)T_1, . . . , ( √ 2 − 1)T 0_4. Pust~ naprimer, K_2 peresekaet

treugol~nik ( √ 2 − 1)T_1. Togda K_1 takße peresekaet treugol~nik ( √ 2 − 1)T_1 i, oqevidno, soderßit zaxtrihovannyæ na ris. 2 tre-

ugol~nik ABC, ograniqennyæ storonoæ AB vos~miugol~nika T i dvumØ prØmymi, soedinØ¸wimi ukazannye na risunke verxiny treugol~nikov T_1 i ( √ 2 − 1)T_1. Kak pokazyva¸t prostye vyqi-

sleniØ, figura (3 √ 2 − 3)(T ∪ ABC) pokryvaet treugol~nik T_1.

Teorema 2 dokazana. �

Literatura

1. B. Grünbaum, Affineregular polygons inscribed in plane convex sets. — Riveon Lematematika 13 (1959), 20–24.

2. C. Petty, Equilateral sets in Minkowski spaces. — Proc. Am. Math. Soc. 27 (1971), 369–374.

3. V. V. Makeev, Application of topology to some problems in combinatorial geometry. — Am. Math. Soc. Transl. (2) 174 (1996), 223–228.

4.. V. V. Makeev, Trehmernye mnogogranniki, vpisannye i opisannye vokrug vypuklyh kompaktov. — Algebra i analiz 12, ˝ 5 (2000), 3–14.

5. V. V. Makeev, Affinno-vpisannye i affinno-opisannye mnogougol~niki i mnogogranniki. — Zap. nauq. semin. POMI 231 (1995), 286–298.

Makeev V. V. On the geometry of two- and three-dimensional Minkowski spaces.

A class of centrally-symmetric convex 12-topes (12-hedrons) in R^3 is described, such that for an arbitrary prescribed norm ‖ · ‖ on R^3 each polyhedron in the class can be inscribed in (circumscribed about) the ‖·‖- ball via an affine transformation, and this can be done with large degree of freedom. It is also proved that the Banach–Mazur distance between any two two-dimensional real normed spaces does not exceed ln(6−3 √ 2). Postupilo 31 oktØbrØ 1999 g.

S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet