Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 267, 2000 g.

V. V. Makeev

ODNO �KSTREMAL^NOE SVO`STVO TREUGOL^NIKA RELLO

Diametrom ograniqennogo mnoßestva na ploskosti nazyvaetsØ otrezok, soedinØ¸wiæ dve maksimal~no udalennye toqki fftogo mnoßestva. Pod vypukloæ figuroæ vo vsem dal~neæxem my ponimaem kompaktnoe vypukloe podmnoßestvo ploskosti s nepustoæ vnutrennost~¸.

Treugol~nikom Rello nazyvaetsØ pereseqenie treh krugov na ploskosti, centry kotoryh raspoloßeny v verxinah nekotorogo pravil~nogo treugol~nika, a radiusy ravny storone fftogo treugol~nika. Horoxo izvestno, qto treugol~nik Rello – figura postoØnnoæ xiriny (t.e. imeet odinakovu¸ xirinu vo vseh napravleniØh). Izvestno takße, qto sredi vypuklyh krivyh zadannoæ postoØnnoæ xiriny treugol~nik Rello imeet minimal~nu¸ plowad~ [1, zadaqa 89].

Teorema. Pust~ K ⊂ R^2 – ploskaØ figura postoØnnoæ xiriny 1 s

kusoqno C^2-gladkoæ graniceæ.

(1) Plowad~ mnoßestva teh toqek, qerez kotorye prohodit > 3 diametrov figury K, ne prevoshodit √ 3/4.

(2) Plowad~ mnoßestva teh toqek, qerez kotorye prohodit tol~ko odin diametr figury K, – ne menee (2π − 3 √ 3)/4.

(3) Ravenstva v p. (1) i (2) dostiga¸tsØ tol~ko v tom sluqae, kogda K – treugol~nik Rello.

Dokazatel~stvo. (1) Kak obyqno, oboznaqim qerez RP^1 mnoße-

stvo prØmyh, prohodØwih qerez toqku O ∈ R^2, i rassmotrim kanoniqeskoe lineænoe rassloenie nad RP^1, u kotorogo sloem nad prØmoæ l ⊂ R^2 ØvlØetsØ ona ße, rassmatrivaemaØ kak odnomernoe vektornoe prostranstvo. Oboznaqim qerez E ob¨edinenie ediniqnyh, simmetriqnyh otnositel~no toqki O otrezkov

Rabota qastiqno podderßana RFFI, grant podderßki nauqnyh xkol, No. 00-15-96024. 152

�KSTREMAL^NOE SVO`STVO TREUGOL^NIKA RELLO 153 prØmyh v total~nom prostranstve vyxeopisannogo rassloeniØ. Oqevidno, E – standartnyæ list Mebiusa.

DlØ vsØkoæ figury K ⊂ R^2 postoØnnoæ xiriny 1 opredeleno nepreryvnoe otobraßenie f : E → K, pri kotorom vsØkiæ ediniqnyæ otrezok iz E posredstvom sdviga otoßdestvlØetsØ s parallel~nym emu diametrom figury K. Po postroeni¸ f perevodit kraæ ∂E v granicu ∂K figury K, i, sledovatel~no, induciruet otobraßenie par f : (E, ∂E) → (K, ∂K), kotoroe imeet stepen~ odin modulo 2. Esli granica ∂K – gladkaØ, to sußenie

f| : ∂E → ∂K – gomeomorfizm, pofftomu ego stepen~ edinica, a

znaqit, i stepen~ otobraßeniØ f : (E, ∂E) → (K, ∂K) takße est~ edinica po modul¸ 2.

Zametim takße, qto rassmatrivaemoe otobraßenie f : E → K poqti vs¸du nepreryvno differenciruemo v silu kusoqnoæ C^2- gladkosti granicy ∂K. Toqki figury K, ime¸wie qetnoe qislo proobrazov pri otobraßenii f, t.e. toqki, qerez kotorye prohodit qetnoe qislo diametrov figury K, ØvlØ¸tsØ kritiqeskimi znaqeniØ otobraßeniØ f i po lemme Sarda ime¸t meru nul~.

Oboznaqim qerez S_i(K) plowad~ mnoßestva toqek, qerez kotorye prohodit i diametrov K. My dokazali, qto

S_2(K) = S_4(K) = · · · = S1(K) = 0.

Sledovatel~no,

S_1 (K) + S_3(K) + S_5(K) + · · · = S(K)

– plowad~ figury K.

Blizkie diametry figury K, sostavlØ¸wie meßdu soboæ malyæ ugol Δϕ, pereseka¸tsØ vblizi sootvetstvu¸wego centra krivizny granicy. Pofftomu, povoraqivaØs~ na ugol Δϕ, diametr figury K zametaet plowad~ ≈^{R2(ϕ)+(1}�^{R(ϕ))2}_2 Δϕ, gde R(ϕ) – radius krivizny granicy ∂K v sootvetstvu¸weæ toqke. Sledovatel~no,

S_1(K) + 3S_3(K) + 5S_5(K) + · · · = π∫ 0 R^2(ϕ) + (1 − R(ϕ))^2 2 dϕ. (1) Poskol~ku znaqeniØ podyntegral~noæ funkcii leßat meßdu 1/4 i 1/2, to poluqaem neravenstva π 4 6 S1(K) + 3S3(K) + 5S5(K) + · · · 6^π_2 , (2)

154 V. V. MAKEEV otkuda

2S_3(K) + 4S_5(K) + · · · 6 π 2 6 −S1 (K) − S3(K) − S5(K) − . . . , i pofftomu

2(S_3(K) + S_5(K) + . . .) 6 π 2 − S(K). Tak kak sredi vseh figur postoØnnoæ xiriny 1 minimal~nu¸ vozmoßnu¸ plowad~, ravnu¸ π/2− √ 3/2, imeet treugol~nik Rello, to poluqaem neravenstvo

2(S_3(K) + S_5(K) + . . . ) 6 √ 3 2 , qto i trebovalos~.

(2) DlØ dokazatel~stva vtorogo neravenstva teoremy zametim, qto S_1(K) = S(K) − (S_3(K) + S_5(K) + . . .)

>

( π 2 − √ 3 2 ) − √ 3 4 = 2π − 3 √ 3 4 . � ZameqaniØ. 1. Oqevidno, qto levaØ qast~ neravenstva (2) obra-

waetsØ v ravenstvo lix~ dlØ teh figur postoØnnoæ xiriny, kaßdyæ diametr kotoryh vyhodit iz uglovoæ toqki figury.

2. Po analogii s treugol~nikom Rello figuru postoØnnoæ xiriny moßno postroit~ vokrug l¸bogo pravil~nogo n-ugol~nika M s neqetnym n. Pust~ maksimal~naØ diagonal~ v M ravna 1 i pust~ K – pereseqenie ediniqnyh krugov s centrami v verxinah mnogougol~nika M. Togda K – figura postoØnnoæ xiriny 1. Pust~ K_1 ⊂ K – pravil~nyæ n-ugol~nik, ograniqennyæ bol~ximi diagonalØmi n-ugol~nika M. Oqevidno, qto qerez kaßdu¸ ego vnutrenn¸¸ toqku prohodit rovno n diametrov figury K. Moßno predpoloßit~, qto S(K_1 ) – maksimal~no vozmoßnaØ plowad~ mnoßestva toqek, qerez kotorye prohodit n ( > n) diametrov figury postoØnnoæ xiriny 1.

3. VrawaØ treugol~nik Rello vokrug ego osi simmetrii, poluqaem telo K postoØnnoæ xiriny 1. Mnoßestvo toqek, qerez kotorye prohodit rovno tri diametra tela K, predstavlØet soboæ vnutrennost~ prØmogo krugovogo konusa za vyqetom ego osi. �tot

�KSTREMAL^NOE SVO`STVO TREUGOL^NIKA RELLO 155 konus poluqaetsØ vraweniem ediniqnogo pravil~nogo treugol~- nika vokrug ego osi simmetrii i imeet ob¨em √ 3π/24. Verno li,

qto ffto – maksimal~no vozmoßnyæ ob¨em mnoßestva toqek, qerez kotorye prohodit tri (> 3) diametra tela postoØnnoæ xiriny 1 s kusoqno C^2-gladkoæ graniceæ?

4. Dokazatel~stvo togo fakta, qto mnoßestvo toqek, qerez kotorye prohodit qetnoe qislo diametrov tela postoØnnoæ xiriny, imeet meru nul~, bez izmeneniØ perenositsØ na vse razmernosti.

Literatura 1. I. M. ˚glom, V. G. BoltØnskiæ, Vypuklye figury. M., Gostehizdat, 1951.

Makeev V. V. An extremal property of the Rellot triangle.

Let K ⊂ R^2 be a planar set of unit constant width with piecewise C^2-smooth boundary. Then the area of the set of the points belonging

to > 3 diameters of K is 6^√3/4, and the area of the set of the points

belonging to a unique diameter of K is > (2π − 3 √ 3)/4. In both cases, an equality is attained only if K is the Rellot triangle.

Postupilo 31 dekabrØ 1999 g. S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet