Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 267, 2000 g.

A. ı. Makoveckiæ

ORIENTACII SPA`NOV GOMOLOGIQESKIH XAROV

§1. Vvedenie

Special~nye spaæny da¸t odin iz naibolee izvestnyh sposobov zadaniØ trehmernyh mnogoobraziæ. TeoriØ special~nyh spaænov razrabotana v rabotah Kaslera [1] i Matveeva [2]. V klasse special~nyh spaænov suwestvuet otnoxenie (M, L)-ffkvivalentnosti, sostoØwee v sledu¸wem: dva special~nyh spaæna (M, L)-ffkvivalentny, esli ot odnogo iz nih moßno pereæti ko vtoromu posredstvom primeneniØ preobrazovaniæ M^{±1}, L^{±1}.

V rabote [3] dokazana teorema o suwestvovanii dlØ l¸byh dvuh special~nyh spaænov P i Q odnogo i togo ße trehmernogo mnogoobraziØ takogo special~nogo spaæna S togo ße mnogoobraziØ, qto ot P k S i ot Q k S moßno pereæti tol~ko s pomow~¸ preobrazovaniæ M^{+1} i L^{+1}, ostavaØs~ vse vremØ v klasse special~nyh spaænov dannogo mnogoobraziØ.

V dannoæ rabote rassmatriva¸tsØ special~nye spaæny trehmernyh mnogoobraziæ s dopolnitel~noæ strukturoæ – orientacieæ spaæna. Osnovnoæ vopros, kotoryæ my stavim, sostoit v sledu¸wem: qto predstavlØet soboæ semeæstvo preobrazovaniæ, pozvolØ¸wih pereæti ot odnogo spaæna dannogo mnogoobraziØ s nekotoroæ orientacieæ k drugomu spaænu togo ße mnogoobraziØ s nekotoroæ orientacieæ. Rezul~taty, qastiqno otveqa¸wie na fftot vopros, privedeny niße.

Avtor blagodaren svoemu nauqnomu rukovoditel¸ S. V. Matveevu za pomow~ v rabote nad stat~eæ.

§2. OrientaciØ spaænov i preobrazovaniØ spaænov

Opredelenie 1. Kompaktnyæ poliffdr P nazyvaetsØ special~-

nym poliffdrom, esli vypolnØ¸tsØ sledu¸wie usloviØ:

Rabota vypolnena pri qastiqnoæ podderßke Rossiæskogo fonda fundamental~nyh issledovaniæ, grant No. 99-01-00813, i fonda INTAS, grant

No. 97-0808. 156

ORIENTACI˚ SPA`NOV GOMOLOGIQESKIH XAROV 157 1) link kaßdoæ ego toqki gomeomorfen odnomu iz sledu¸wih odnomernyh poliffdrov: a) okrußnosti; b) okrußnosti s diametrom; c) okrußnosti s tremØ radiusami;

2) v P est~ hotØ by odna toqka s linkom tipa c); 3) l¸baØ 2-komponenta (t.e. komponenta svØznosti podmnoßestva toqek poliffdra s linkom tipa a)) poliffdra P gomeomorfna otkrytoæ dvumernoæ kletke.

Opredelenie 2. Special~nyæ poliffdr P , vkladyvaemyæ v treh-

mernoe mnogoobrazie M s kraem, nazyvaetsØ special~nym spaænom fftogo mnogoobraziØ, esli M kollapsiruetsØ na poliffdr P , t.e. mnogoobrazie M \P gomeomorfno prØmomu proizvedeni¸ ∂M ×(0, 1].

Pust~ P_1 – special~nyæ poliffdr. Vyberem v nem rebro e. Rassmotrim regulØrnu¸ okrestnost~ E_1 rebra e v P_1, sm. ris. 1. Pereseqenie okrestnosti E_1 s ostal~noæ qast~¸ poliffdra P_1 gomeomorfno ob¨edineni¸ dvuh okrußnosteæ, soedinennyh tremØ dugami. Rassmotrim poliffdr E_2, kotoryæ predstavlØet soboæ poverhnost~ treugol~noæ prizmy vmeste so srednim treugol~nikom i tremØ prØmougol~nikami, prisoedinennymi k poverhnosti prizmy vdol~ ee bokovyh reber.

EstestvennaØ granica poliffdra E_2 gomeomorfna granice poliffdra E_1. Esli my zamenim okrestnost~ E_1 na okrestnost~ E_2, to poluqim novyæ special~nyæ poliffdr P_2.

Zamena poliffdra P_1 na poliffdr P_2 oboznaqaetsØ qerez M , obratnaØ zamena – qerez M^{−1}.

Ris. 1.

Analogiqnym obrazom opisyva¸tsØ preobrazovaniØ L i L^{−1}, sostoØwie v zamene podpoliffdra E_3 na podpoliffdr E_4 i naoborot, sm. ris. 2.

158 A. ı. MAKOVECKI`

Ris. 2.

Soglaxenie. PreobrazovaniØ M i L budem nazyvat~ uveliqi-

va¸wimi, preobrazovaniØ M^{−1} i L^{−1} – umen~xa¸wimi.

Opredelenie 3. Pust~ e – rebro spaæna. Rassmotrim regulØr-

nu¸ okrestnost~ fftogo rebra v spaæne. Qasti kletok, incidentnyh dannomu rebru, popada¸wie v ego okrestnost~, budem nazyvat~ kryl~Ømi.

Pust~ v – verxina spaæna. Rassmotrim regulØrnu¸ okrestnost~ fftoæ verxiny v grafe spaæna. Qasti reber, incidentnyh dannoæ verxine i popada¸wie v okrestnost~, budem nazyvat~ iglami.

Opredelenie 4. Special~nyæ spaæn P nazyvaetsØ orientirue-

mym, esli kaßdu¸ ego 2-komponentu P moßno orientirovat~ tak, qto na l¸bom rebre spaæna P orientacii dvuh incidentnyh s dannym rebrom kryl~ev induciru¸t na rebre orientaci¸, protivopoloßnu¸ orientacii, kotoru¸ induciruet na fftom rebre tret~e krylo.

Zametim, qto orientaciØ spaæna v ukazannom vyxe smysle nikak ne svØzana s orientiruemost~¸ trehmernogo mnogoobraziØ, zadavaemogo spaænom. Otmetim takße, qto l¸boe trehmernoe mnogoobrazie imeet orientiruemyæ special~nyæ spaæn. Izvestno takße i bolee sil~noe utverßdenie o vozmoßnosti perehoda ot l¸bogo neorientiruemogo spaæna k orientiruemomu s pomow~¸ posledovatel~nosti uveliqiva¸wih preobrazovaniæ M , sm. [4].

Teorema 1. Pust~ P – orientiruemyæ spaæn i S – spaæn, polu-

qennyæ primeneniem odnogo preobrazovaniØ M k spaænu P . Togda spaæn S takße ØvlØetsØ orientiruemym.

ORIENTACI˚ SPA`NOV GOMOLOGIQESKIH XAROV 159

Dokazatel~stvo. Rassmotrim v spaæne P okrestnost~ rebra E,

vdol~ kotorogo osuwestvlØetsØ preobrazovanie M . �ta okrestnost~ predstavlØet soboæ podpoliffdr E_1, izobraßennyæ na ris. 1. OrientaciØ 2-komponent spaæna induciruet na rebre E dve odinakovyh orientacii i tret~¸ – im protivopoloßnu¸. Budem sqitat~, qto orientaciØ rebra E vybiraetsØ v sootvetstvii s dvumØ odinakovymi inducirovannymi orientaciØmi.

Dostatoqno rassmatrivat~ tol~ko takie orientacii kryl~ev v podpoliffdre E_1, pri kotoryh rebro E orientirovano sverhu vniz, tak kak sluqai s protivopoloßnoæ orientacieæ rebra E budut simmetriqny rassmotrennym otnositel~no ploskosti, perpendikulØrnoæ rebru E i prohodØweæ qerez ego seredinu. Dostatoqno takße rassmatrivat~ edinstvennu¸ orientaci¸ kryl~ev podpoliffdra E_1, incidentnyh rebru E, tak kak sluqai dvuh drugih vozmoßnyh orientaciæ poluqa¸tsØ iz vybrannogo sluqaØ s pomow~¸ povorotov podpoliffdra E_1 otnositel~no rebra E.

Ris. 3.

Pri simmetrii podpoliffdra E_1 otnositel~no ploskosti kryla W_4, sm. ris. 3 A, orientacii kryl~ev W_4, W_5, W_6 ne menØ¸tsØ, a orientaciØ kryla W_6 menØetsØ. Pofftomu orientaci¸ kryla W_6 budem sqitat~ fiksirovannoæ tak, kak pokazano na ris. 3 A.

Pri fftom orientaciØ kryla W_4 opredelØetsØ odnoznaqno, a orientaciØ kryla W_5 moßet byt~ l¸boæ iz dvuh vozmoßnyh.

Pri vybore na kryle W_7 odnoæ iz dvuh vozmoßnyh orientaciæ, vybor orientacii na kryl~Øh W_8 i W_9 odnoznaqen; pri vybore drugoæ orientacii kryla W_7 odnoæ orientacii kryla W_9 sootvetstvu¸t dve vozmoßnosti na kryle W_8, drugoæ orientacii kryla W_9 sootvetstvuet edinstvennaØ vozmoßnost~ na

160 A. ı. MAKOVECKI` kryle W_8.

Takim obrazom, poluqaem dve vozmoßnosti dlØ vybora orientaciæ troæki kryl~ev W_4,W_5, W_6 i qetyre vozmoßnosti dlØ vybora orientaciæ troæki kryl~ev W_7, W_8, W_9, vsego 8 vozmoßnosteæ dlØ vybora orientacii podpoliffdra E_1.

V kaßdom sluqae pri zamene podpoliffdra E_1 podpoliffdrom E_2 okazyvaetsØ vozmoßnym, sohranØØ orientaci¸ na “staryh” kryl~Øh W_1–W_9 podpoliffdra E_2, tak vybrat~ orientaci¸ “novoæ” 2-komponenty C, qtoby spaæn S byl orientirovannym. Na ris. 3 rassmotrena odna iz 8 vozmoßnosteæ (2-komponenta C na risunke 3 B moßet byt~ orientirovanna proizvol~no). Ostal~- nye rassmatriva¸tsØ analogiqno. �

Teorema 2. Pust~ P – orientiruemyæ spaæn i S – spaæn, poluqen-

nyæ primeneniem odnogo preobrazovaniØ L k spaænu P . Togda spaæn S takße ØvlØetsØ orientiruemym.

Dokazatel~stvo analogiqno dokazatel~stvu teoremy 1. �

Takim obrazom, uveliqiva¸wie preobrazovaniØ M i L sohranØ¸t svoæstvo spaæna byt~ orientirovannym. DlØ umen~xa- ¸wih preobrazovaniæ ffto neverno. Primer priveden na ris. 4.

Ris. 4.

Pust~ special~nye spaæny odnogo mnogoobraziØ P i S orientirovany. Oboznaqim qerez (P, O_1) spaæn P s orientacieæ O_1, qerez (S, O_2) – spaæn S s orientacieæ O_2. V rabote [3] dokazano, qto dlØ dvuh special~nyh spaænov dannogo trehmernogo mnogoobraziØ suwestvuet tretiæ spaæn togo ße mnogoobraziØ takoæ, qto ot pervogo spaæna k tret~emu i ot vtorogo k tret~emu moßno pereæti s pomow~¸ uveliqiva¸wih preobrazovaniæ M^{+1} i L^{+1}, ostavaØs~ vse vremØ v klasse spaænov dannogo mnogoobraziØ. S

ORIENTACI˚ SPA`NOV GOMOLOGIQESKIH XAROV 161 uqetom fftogo i teoremy 1 poluqaem sledu¸wee. Suwestvuet takoæ spaæn Q togo ße mnogoobraziØ, qto ot spaænov P i S moßno pereæti k Q s pomow~¸ tol~ko uveliqiva¸wih preobrazovaniæ M i L. V silu togo, qto perenos orientacii pri primenenii uveliqiva¸wego preobrazovaniØ osuwestvlØetsØ ne vsegda odnoznaqno, poluqaem qto perehod ot P k Q induciruet perehod ot pary (P, O_1) k naboru par (Q, O^0_1), (Q, O^{00}_1 ), . . . . Analogiqno dlØ pary (S, O_2) poluqaem nabor par (Q, O^0_2), (Q, O^{00}_2 ) . . . .

Takim obrazom zadaqa opisaniØ semeæstva preobrazovaniæ, pozvolØ¸wih pereæti ot pary (P, O_1) k pare (S, O_2), svoditsØ k zadaqe opisaniØ preobrazovaniæ, pozvolØ¸wih pereæti ot spaæna s nekotoroæ orientacieæ k tomu ße samomu spaænu s drugoæ orientacieæ.

V §3 ffta zadaqa rexaetsØ dlØ spaænov trehmernyh gomologiqeskih xarov.

§3. Orientirovannye spaæny trehmernyh gomologiqeskih xarov

Rassmotrim orientirovannyæ osobyæ graf nekotorogo spaæna gomologiqeskogo xara. Budem nazyvat~ orientaci¸ osobogo grafa spaæna pravil~noæ, esli v l¸boæ verxine dve igly iz qetyreh vhodØt v verxinu, a dve – vyhodØt.

V rabote [5] dokazano, qto l¸boæ spaæn gomologiqeskogo xara ØvlØetsØ orientiruemym, priqem orientaciØ spaæna odnoznaqno zadaetsØ pravil~noæ orientacieæ ego osobogo grafa.

Vyberem v grafe spaæna s pravil~noæ orientaciæ prostoæ cikl. PomenØem ego orientaci¸ na protivopoloßnu¸. Oboznaqim ffto preobrazovanie qerez Th.

Budem nazyvat~ graf n-valentnym, esli kaßdaØ ego verxina incidentna n iglam.

Teorema 3. Oboznaqim qerez (Q, O1) spaæn gomologiqeskoæ sfery s

orientacieæ O_1, qerez (Q, O_2) – tot ße spaæn s orientacieæ O_2. Ot pary (Q, O_1) k pare (Q, O_2) moßno pereæti s pomow~¸ posledovatel~nosti preobrazovaniæ tipa Th.

Dokazatel~stvo. OrientaciØm O1 i O2 sootvetstvu¸t dve pra-

vil~nye orientacii osobogo grafa spaæna. Rebra grafa, ime¸- wie raznu¸ orientaci¸ v dvuh fftih sluqaØh, obrazu¸t podgraf

162 A. ı. MAKOVECKI` G. Verxiny podgrafa G ne mogut imet~ valentnost~ 1 i 3, poskol~ku v fftom sluqae naruxitsØ uslovie pravil~noæ orientacii grafa spaæna. Takim obrazom, graf G imeet tol~ko verxiny valentnosti 2 i 4. Sledovatel~no, G soderßit cikl, pofftomu G soderßit i prostoæ cikl. Smeniv orientaci¸ na prostom cikle, poluqim, qto rebra grafa spaæna, ime¸wie raznu¸ orientaci¸ pri orientaciØh spaæna O_1 i O_2, obrazu¸t podgraf G^′, ime¸- wiæ men~xee qislo reber, qem G. Indukcieæ po qislu reber podgrafa G poluqaem utverßdenie teoremy. �

Literatura

1. B. G. Casler, An embedding theorem for connected 3-manifolds with boundary. — Proc. Am. Math. Soc. 16 (1965), 559–566.

2. S. V. Matveev, PreobrazovaniØ special~nyh spaænov i gipoteza Zimana.

— Izv. AN SSSR 151, No. 5 (1987), 1104–1115.

3. A. ı. Makoveckiæ, O preobrazovaniØh special~nyh spaænov i special~-

nyh poliffdrov. — Mat. zametki 65, ˝ 3 (1999), 354–361. 4. R. Benedetti, C. Petronio, Branched standard spines of 3-manifolds. — Lecture Notes Math. 1653 (1997).

5. D. Gillman, D. Rolfsen, The Zeeman conjecture for standard spines is equivalent to the Poincare conjecture. — Topology 22 (1983), 315–323.

6. D. Gillman, D. Rolfsen, Three-manifolds embeded in small 3-complexes. — Int.

J. Math. 3 (1991), 179–183.

Makovetskii A. Yu. Orientations of spines of homology balls. Oriented special spines of 3-manifolds are studied. (Orientation is an additional structure on the spine, and each 3-manifold possesses a special spine with such a structure.) The moves M^{±1} and L^{±1} of special spines, which do not change the manifold, are well known. We prove that M^{+1} and L^{+1} preserve orientability of a spine, while M^{−1} and L^{−1} do not. For spines of homology balls, a class of moves is described which allow one to pass from a given orientation of a spine to any other orientation of the spine.

Postupilo 29 oktØbrØ 1999 g. QelØbinskiæ gosudarstvennyæ universitet

email mac@cgu.chel.su