Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 267, 2000 g.

S. V. Matveev, M. A. Ovqinnikov, M. V. Sokolov

POSTROENIE I SVO`STVA T -INVARIANTA

§1. Loßnye poverhnosti i special~nye spaæny

Dvumernyæ poliffdr F nazyvaetsØ loßnoæ poverhnost~¸, esli link kaßdoæ ego toqki gomeomorfen okrußnosti, okrußnosti s dvumØ radiusami ili okrußnosti s tremØ radiusami. Takie poliffdry estestvennym obrazom poØvlØ¸tsØ v teorii minimal~- nyh poverhnosteæ. Ukazannye osobennosti ØvlØ¸tsØ ustoæqivymi, tak kak oni sohranØ¸tsØ pri nebol~xih deformaciØh poliffdra. Osobye toqki tret~ego tipa nazyva¸tsØ verxinami loßnoæ poverhnosti F . Ob¨edinenie osobyh toqek vtorogo i tret~ego tipov nazyvaetsØ osobym grafom poverhnosti F i oboznaqaetsØ SF . SvØznye komponenty ob¨edineniØ toqek pervogo tipa (neosobyh toqek) nazyva¸tsØ 2-komponentami poverhnosti F . PonØtie loßnoæ poverhnosti bylo vvedeno v rabote [3].

LoßnaØ poverhnost~ P nazyvaetsØ special~nym poliffdrom, esli ona imeet hotØ by odnu verxinu i vse ee 2-komponenty ØvlØ¸tsØ 2-kletkami. Otmetim, qto dlØ kaßdogo qisla k imeetsØ tol~ko koneqnoe qislo razliqnyh special~nyh poliffdrov s k verxinami.

Napomnim osnovnye ponØtiØ teorii special~nyh spaænov. Podpoliffdr P kompaktnogo trehmernogo mnogoobraziØ M s nepustym kraem nazyvaetsØ ego spaænom, esli mnogoobrazie M − P gomeomorfno ∂M × (0, 1]. Spaæn trehmernogo mnogoobraziØ specialen, esli on ØvlØetsØ special~nym poliffdrom. Izvestno, qto l¸boe kompaktnoe trehmernoe mnogoobrazie imeet special~nyæ spaæn, i qto po svoemu special~nomu spaænu ono vosstanavlivaetsØ odnoznaqno [2, 6]. Pri fftom pod spaænom zamknutogo trehmernogo mnogoobraziØ M ponimaetsØ spaæn mnogoobraziØ

M − Int V , gde V – xar v M .

Rabota vypolnena pri podderßke RFFI, grant No. 99-01-00813, i INTAS, proekt 97-808. 207

208 S. V. MATVEEV, M. A. OVQINNIKOV, M. V. SOKOLOV

§2. Preobrazovanie T

RazumeetsØ, odno i to ße mnogoobrazie moßet imet~ mnogo razliqnyh special~nyh spaænov. OkazyvaetsØ, suwestvuet sistematiqeskiæ sposob ih opisaniØ. Bolee toqno, l¸bye dva special~nyh spaæna odnogo i togo ße mnogoobraziØ moßno soedinit~ cepoqkoæ preobrazovaniæ standartnogo tipa.

Pust~ P_1 – special~nyæ poliffdr. Vyberem ego rebro e, ime- ¸wee razliqnye verxiny. Vyreßem iz P_1 zamknutu¸ regulØrnu¸ okrestnost~ E_1 rebra e. Pereseqenie fftoæ okrestnosti s ostavxeæsØ qast~¸ poliffdra P_1 gomeomorfno dvum okrußnostØm s tremØ soedinØ¸wimi ih otrezkami. Rassmotrim poliffdr E_2, kotoryæ sostoit iz bokovoæ poverhnosti treugol~noæ prizmy, srednego treugol~nika i treh polos, prikleennyh k prizme po trem ee bokovym rebram. Estestvennye kraØ poliffdrov E_1 i E_2 gomeomorfny. Vkleiv poliffdr E_2 vmesto poliffdra E_1, my poluqim novyæ special~nyæ poliffdr P_2.

Opredelenie. Perehod ot poliffdra P1 k poliffdru P2 nazyvaet-

sØ fflementarnym preobrazovaniem i oboznaqaetsØ qerez T (sm. ris. 1).

Ris. 1. Preobrazovanie T .

Sledu¸waØ teorema ØvlØetsØ osnovnym rezul~tatom rabot [5, 8]. Teorema 1. Dva special~nyh poliffdra P1, P2 s bolee, qem odnoæ

verxinoæ kaßdyæ ØvlØ¸tsØ special~nymi spaænami gomeomorfnyh trehmernyh mnogoobraziæ togda i tol~ko togda, kogda suwestvuet posledovatel~nost~ preobrazovaniæ T^{±1}, perevodØwaØ P_1 v P_2.

POSTROENIE I SVO`STVA t–INVARIANTA 209

IdeØ postroeniØ novogo invarianta trehmernyh mnogoobraziæ sostoit v sledu¸wem. Dopustim, qto my sopostavili kaßdomu special~nomu poliffdru nekotoroe qislo tak, qto ono ne menØetsØ pri fflementarnyh preobrazovaniØh. Togda, v silu teoremy 1, qislo, sopostavlennoe kakomu-nibud~ special~nomu spaænu mnogoobraziØ M , ØvlØetsØ korrektno opredelennym invariantom samogo mnogoobraziØ M .

§3. Opredelenie t-invarianta

Pust~ P – nekotoraØ loßnaØ poverhnost~. Oboznaqim qerez

F(P ) mnoßestvo vseh soderßawihsØ v neæ loßnyh poverhnosteæ,

vkl¸qaØ pustoe mnoßestvo i vs¸ P .

Lemma 1. Mnoßestvo F(P ) koneqno.

Dokazatel~stvo. Legko videt~, qto esli loßnaØ poverhnost~

F ⊂ P peresekaet kaku¸-nibud~ 2-komponentu α poliffdra P , to α ⊂ F . Pofftomu dlØ opisaniØ loßnoæ poverhnosti F dostatoqno

ukazat~, kakie 2-komponenty ona soderßit, a kakie – net. Takim obrazom, obwee qislo loßnyh poverhnosteæ v P ne prevoshodit

2^n, gde n – qislo 2-komponent poliffdra P . �

Sopostavim kaßdoæ loßnoæ poverhnosti F ee ves w(F ) = (−1)^v

ε^{χ−v}, gde v – qislo ee verxin, χ – ffælerova harakteristika, a ε

– rexenie uravneniØ ε^2 = ε + 1. Moßno brat~ kak ε = (1 + √ 5)/2,

tak i ε = (1 − √ 5)/2.

Pust~ P – loßnaØ poverhnost~. Opredelim ee t-invariant ravenstvom t(P ) = ∑ F ∈F(P ) w(F ). Teorema 2. Pri primenenii k loßnoæ poverhnosti P preobrazo-

vaniæ T^{±1} qislo t(P ) sohranØetsØ.

Dokazatel~stvo. Pust~ loßnaØ poverhnost~ P2 poluqaetsØ iz loßnoæ poverhnosti P_1 preobrazovaniem T . Oboznaqim qerez E_1 tot fragment poverhnosti P_1, kotoryæ zamenØetsØ fragmentom

E_2. Udobno sqitat~, qto poliffdry P_1 − E_1 i P_2 − E_2 sovpada¸t.

Proanaliziruem strukturu fragmentov E_1 i E_2.

Fragment E_1 sostoit iz bokovyh poverhnosteæ dvuh konusov i treh polos, kotorye my budem nazyvaem kryl~Ømi. BokovaØ poverhnost~ kaßdogo konusa sostoit iz treh treugol~nikov. Fragment E_2 sostoit iz xesti prØmougol~nikov, sostavlØ¸wih boko-

210 S. V. MATVEEV, M. A. OVQINNIKOV, M. V. SOKOLOV

vu¸ poverhnost~ prizmy, iz srednego treugol~nika i treh kryl~ev.

Budem nazyvat~ loßnu¸ poverhnost~ F ∈ F(P_1) polnoæ (po otnoxeni¸ k E_1), esli F ∩E_1 soderßit vse treugol~niki fragmenta

E_1, i toweæ v protivnom sluqae.

1. Pust~ F_1 – towaØ loßnaØ poverhnost~ v P_1. Tak kak fragment E_1 s udalennym treugol~nikom gomeomorfen fragmentu E_2 s udalennym sootvetstvu¸wim prØmougol~nikom, naædetsØ takaØ edinstvennaØ loßnaØ poverhnost~ F_2 v P_2,qto F_1 ∩ (P_1 − E_1) =

F_2 ∩ (P_2 − E_2). Bolee togo, poverhnosti F_1 i F_2 gomeomorfny i

pofftomu ih vesa ravny.

2. Pust~ F_1 – polnaØ loßnaØ poverhnost~ v P_1. Togda suwestvu¸t rovno dve takie loßnye poverhnosti F^′_2, F^{′′}_2 v P_2, qto

F_1 ∩ (P_1 − E_1) = F^′_2 ∩ (P_2 − E_2) = F^{′′}_2 ∩ (P_2 − E_2).

Odna iz nih soderßit sredniæ treugol~nik, vtoraØ – net.

Pereseqenie F_1 ∩E_1 moßet soderßat~ 0, 2, ili 3 kryla. Legko proverit~, qto vo vseh treh sluqaØh ravenstvo w(F_1) = w(F^′_2) +

w(F^{′′}_2 ) ffkvivalentno ravenstvu ε^2 = ε + 1 (sm. ris. 2 dlØ sluqaØ

nulØ kryl~ev).

Ris. 2. Esli χ(F1) = χ, v(F1) = v, to χ(F^′2) = χ � 2, v(F^′2) = v i χ(F^{′′}2 ) = χ � 1, v(F^′2) = v. Ravenstvo (�1)^vε^{χ−v} = (�1)^vε^{χ−v−}2 +

(�1)^vε^{χ−v−2} ffkvivalentno ravenstvu ε^2 = ε + 1.

3. My ne rassmotreli loßnye poverhnosti v P_2, kotorye pereseka¸t E_2 po vsem xesti prØmougol~nikam i rovno odnomu krylu. Mnoßestvo vseh takih poverhnosteæ moßet byt~ razbito na pary F^′_2, F^{′′}_2 tak, qto F^′_2 ∩ (P_2 − E_2) = F^{′′}_2 ∩ (P_2 − E_2), i rovno odna iz poverhnosteæ F^′_2, F^{′′}_2 soderßit sredniæ treugol~nik.

POSTROENIE I SVO`STVA t–INVARIANTA 211

DlØ kaßdoæ pary spravedlivo ravenstvo w(F^′_2) + w(F^{′′}_2 ) = 0. �to dokazyvaet, qto t(P_1) = t(P_2). �

Pust~ M – proizvol~noe kompaktnoe mnogoobrazie. Opredelim ego t-invariant t(M ), polagaØ t(M ) = t(P ), gde P – nekotoryæ special~nyæ spaæn mnogoobraziØ M . Iz teorem 1, 2 sleduet, qto ffto opredelenie korrektno.

Predloßenie 1. Pust~ M ØvlØetsØ svØznoæ summoæ dvuh zamknu-

tyh mnogoobraziæ M_1, M_2 ili graniqnoæ svØznoæ summoæ dvuh mnogoobraziæ M_1, M_2 s kraem. Togda t(M ) = t(M_1)t(M_2).

Dokazatel~stvo. Postroim spaæn P mnogoobraziØ M putem skleivaniØ dvuh ne soderßawih osobyh toqek diskov v P_1 i P_2. Togda P ØvlØetsØ loßnoæ poverhnost~¸. Nesloßnyæ podsqet pokazyvaet, qto t(P ) = t(P_1)t(P_2). My preobrazuem P v nekotoryæ special~nyæ spaæn mnogoobraziØ M s pomow~¸ tak nazyvaemyh lunoqnyh preobrazovaniæ.

Pust~ γ – takaØ prostaØ duga v P , qto ee koncy raspoloßeny na rebrah spaæna P , a vse ostal~nye toqki neosoby. Zamenim zamknutu¸ regulØrnu¸ okrestnost~ dugi γ v P bokovoæ poverhnost~¸ cilindra so srednim diskom i dvumØ kryl~Ømi, sm. ris. 3. PoluqitsØ novaØ loßnaØ poverhnost~ P^′. Perehod ot spaæna P k spaænu P^′ nazyvaetsØ lunoqnym preobrazovaniem.

Ris. 3. Lunoqnoe preobrazovanie.

Zametim, qto P^′ imeet te ße 2-komponenty, qto i P ; edinstvennoe otliqie sostoit v tom, qto P^′ soderßit novu¸ 2-komponentu, otveqa¸wu¸ srednemu disku, i qto 2-komponenta α (sm. ris. 3), soderßawaØ krivu¸ γ, okazalas~ razrezannoæ vdol~ nee. Oqevidno, qto moßno naæti posledovatel~nost~ lunoqnyh preobrazovaniæ, kotoraØ razrezaet na 2-kletki vse 2-komponenty spaæna

212 S. V. MATVEEV, M. A. OVQINNIKOV, M. V. SOKOLOV

P . Pofftomu lunoqnymi preobrazovaniØmi P moßno preobrazovat~ v nekotoryæ special~nyæ spaæn mnogoobraziØ M .

Rassußdenie, analogiqnoe dokazatel~stvu teoremy 2, pokazyvaet, qto t-invariant loßnoæ poverhnosti pri lunoqnyh preobrazovaniØh sohranØetsØ. Pofftomu moßno sdelat~ vyvod, qto

t(M ) = t(M_1)t(M_2). �

V rabote [10] O. Viro i V. Turaev postroili beskoneqnoe mnoßestvo invariantov trehmernyh mnogoobraziæ, parametrizovannoe primitivnymi kornØmi iz edinicy stepeni 2r. Kaßdyæ invariant imeet vid |M | = ∑ φ |P |_φ, gde P – special~nyæ spaæn mnogoobraziØ M , a summa beretsØ po vsem dopustimym raskraskam 2-komponent spaæna P cvetami

0, 1/2, . . . , (r−2)/2 (opredelenie dopustimoæ raskraski i vesa |P |_φ

sm. v [10]). DlØ malyh znaqeniæ parametra r geometriqeskaØ interpretaciØ invariantov i tablicy ih znaqeniæ privedeny v [4].

Dopustimye raskraski oblada¸t sledu¸wim svoæstvom: esli zamenit~ kaßdyæ cvet c vyqetom qisla 2c po modul¸ 2, 0 6 c 6

(r − 2)/2, to poluqitsØ cikl s kofffficientami v Z_2 i, sledo-

vatel~no, nekotoryæ fflement h_φ gruppy gomologiæ H_2(M ; Z_2). Vaßnoe zameqanie: dlØ kaßdogo dannogo fflementa h ∈ H_2(M ; Z_2) summa |M |_h = ∑ h_φ =h |P |_φ ØvlØetsØ invariantom pary (M, h). VzØv h = 0, my poluqim invariant |M |_0 mnogoobraziØ M , sm. [9].

Predloßenie 2. Pust~ M – kompaktnoe trehmernoe mnogoobra-

zie s nepustym kraem, i pust~ |M |_0 – invariant Turaeva–Viro, otveqa¸wiæ primitivnomu korn¸ q_0 iz 10. Togda

|M |_0 = ( 3 − ε 10 )_{χ(M)} t(M ), gde ε = 1 + √ 5 2 dlØ q_0 = e^{± πi5}

POSTROENIE I SVO`STVA t–INVARIANTA 213 i ε = 1 − √ 5 2 dlØ q_0 = e^{± 3πi5} .

Dokazatel~stvo. Pust~ P – special~nyæ spaæn mnogoobraziØ M , i pust~ φ – ego dopustimaØ raskraska cvetami 0, 1/2, 1, 3/2. Zametim, qto uslovie h_φ = 0 ffkvivalentno tomu, qto ispol~zovany tol~ko celye cveta 0 i 1. Kl¸qevoe nabl¸denie sostoit v tom, qto 2-komponenty, raskraxennye cvetom 1, obrazu¸t loßnu¸ poverhnost~ F_φ ∈ P .

Obratno, kaßdaØ loßnaØ poverhnost~ v P opredelØet dopustimu¸ raskrasku cvetami 0 i 1. Zametim, qto qisla q_0 i ε svØzany sootnoxeniem q_0 +q^{−1}_0 = ε. Ispol~zuØ ffto obstoØtel~stvo, moßno legko vyqislit~ naqal~nye dannye (sm. [10]) i proverit~, qto |P |_φ = ( 3 − ε 10 )_{χ(P )} w(F_φ). Trebuemyæ rezul~tat poluqaetsØ summirovaniem fftih ravenstv. � Zameqanie. Esli v predloßenii 2 mnogoobrazie M zamknuto, to |M |_0 = ((3 − ε)/10)t(M ).

§4. t-Invariant i TQFT

TrehmernaØ topologiqeskaØ kvantovaØ teoriØ polØ (TQFT) predstavlØet soboæ funktor iz kategorii trehmernyh bordizmov v kategori¸ vektornyh prostranstv. RazumeetsØ, fftot funktor dolßen udovletvorØt~ nekotorym aksiomam, sm. [1]. V qastnosti, kvantovost~ polØ oznaqaet, qto nesvØznomu ob¨edineni¸ dvuh poverhnosteæ sootvetstvuet tenzornoe proizvedenie sootvetstvu¸wih vektornyh prostranstv. V naxem sluqae v kaqestve osnovnogo polØ udobno vzØt~ pole deæstvitel~nyh qisel R. Togda kaßdomu zamknutomu trehmernomu mnogoobrazi¸ otveqaet lineænoe otobraßenie iz R v R, t.e. umnoßenie na nekotoroe qislo. �to qislo ØvlØetsØ invariantom mnogoobraziØ.

Kak ob¨Øsneno v [10], invarianty Viro–Turaeva moßno interpretirovat~ s toqki zreniØ TQFT. Edinstvennoe otliqie sostoit v tom, qto vmesto kategorii bordizmov prihoditsØ rassmatrivat~ kategori¸, ob¨ektami kotoroæ slußat poverhnosti

214 S. V. MATVEEV, M. A. OVQINNIKOV, M. V. SOKOLOV

s fiksirovannymi odnomernymi special~nymi spaænami. Pri fftom pod special~nym poliffdrom razmernosti 1 (special~nym grafom) ponimaetsØ regulØrnyæ graf stepeni 3. Kak i ran~xe, morfizmami kategorii slußat trehmernye mnogoobraziØ s kra- em. t-Invariant takße dopuskaet taku¸ interpretaci¸. Sopostavim kaßdoæ zamknutoæ poverhnosti S s fiksirovannym spaænom Γ vektornoe prostranstvo C(S, Γ), poroßdennoe vsemi special~- nymi podgrafami grafa Γ. Pust~ W = (M, h_+, h_−) – bordizm meßdu zamknutymi poverhnostØmi S_+ i S_− so special~nymi spaænami Γ_+ i Γ_−. Drugimi slovami, M ØvlØetsØ kompaktnym mnogoobraziem, a

h_+ : S_+ → ∂M, h_− : S_− → ∂M

– takie vloßeniØ, qto

h_+(S_+) ∪ h_−(S_−) = ∂M i h_+(S_+) ∩ h_−(S_−) = ∅.

Pust~ P – spaæn mnogoobraziØ M . My budem predpolagat~, qto P ØvlØetsØ loßnoæ poverhnost~¸ s kraem ∂P = h_+(Γ_+) ∪ h_−(Γ_−), t.e. qto ∂P imeet okrestnost~ vida ∂P × [0, 1) v P i qto P − ∂P ØvlØetsØ loßnoæ poverhnost~¸. Pust~ α ⊂ Γ_+, β ⊂ Γ_− – podgrafy, otveqa¸wie bazisnym vektoram prostranstv C(S_+, Γ_+),

C(S_−, Γ_−), sootvetstvenno. Opredelim qislo t(P, α, β) raven-

stvom t(P, α, β) = ∑ F (−1)^{v(F )}ε^{χ(F )−v(F )−(χ(α)+χ(β))/2}, gde summirovanie vedetsØ po vsem loßnym poverhnostØm F ⊂ P s kraem ∂F = h_+(α) ∪ h_−(β). �ti qisla, zapisannye v vide matricy, zada¸t lineænoe otobraßenie Φ_W : C(S_+, Γ_+) → C(S_−, Γ_−). Kak i ran~xe, moßno pokazat~, qto l¸bye dva spaæna P_1, P_2 mnogoobraziØ M , kotorye ØvlØ¸tsØ loßnymi poverhnostØmi i udovletvorØ¸t uslovi¸ ∂P_1 = ∂P_2 = h_+(Γ_+) ∪ h_−(Γ_−), svØzany cepoqkoæ lunoqnyh T -preobrazovaniæ. Ots¸da sleduet, qto Φ_W ne zavisit ot vybora spaæna P .

Legko proverit~, qto funktor (S, Γ) → C(S, Γ), W → Φ_W opredelØet TQFT v smysle [10]. Otmetim, qto invariant trehmernyh mnogoobraziæ, otveqa¸wiæ fftoæ TQFT, sovpadaet s tinvariantom.

POSTROENIE I SVO`STVA t–INVARIANTA 215

Pust~ Γ – kakoæ-nibud~ spaæn tora S^1 × S^1. Togda Γ sostoit iz dvuh verxin i treh soedinØ¸wih ih reber. Tak kak Γ soderßit v toqnosti 5 special~nyh podgrafov, (Γ, tri okrußnosti i pustoæ podgraf), to prostranstvo C(S^1 × S^1, Γ) izomorfno

R^5. Iz obwekategornyh soobraßeniæ sleduet, qto zdes~ poØvlØ-

etsØ gomomorfizm iz gruppy klassov otobraßeniæ dvumernogo tora v gruppu matric GL_5(R). Bolee toqno, kaßdomu gomeomorfizmu h : S^1 × S^1 → S^1 × S^1 sootvetstvuet lineænyæ izomorfizm

Φ_W : R^5 → R^5, gde W = (S^1 ×S^1 ×I, Id, h), Id : S^1 ×S^1 → S^1 ×S^1 ×{0}

– toßdestvo i h : S^1 × S^1 → S^1 × S^1 × {1} = S^1 × S^1 – dannyæ gomeomorfizm.

Gruppa klassov otobraßeniæ tora poroßdena skruqivaniØmi τ_m i τ_l vdol~ meridiana i paralleli, sootvetstvenno. �ti skruqivaniØ udovletvorØ¸t sootnoxeniØm τ_mτ_lτ_m = τ_lτ_mτ_l i

(τ_mτ_lτ_m)^4 = 1. Oboznaqim qerez a i b matricy sootvetstvu¸wih

lineænyh otobraßeniæ. Legko proverit~, qto a^5 = 1, (aba)^2 = 1 i qto gruppa ⟨a, b|aba = bab, (aba)^2 = 1, a^5 = 1⟩ koneqna. Na samom dele, ffto kopredstavlenie ffkvivalentno standartnomu kopredstavleni¸ ⟨a, b|aba = bab, (a^2b)^2 = a^5 = 1⟩ znakoperemennoæ gruppy A_5.

PrivedennaØ niße teorema ØvlØetsØ prØmym sledstviem fftogo fakta.

Teorema 3. Pust~ F – zamknutaØ poverhnost~ i n – nekotoroe

neotricatel~noe celoe qislo. Oboznaqim qerez M(F, n) mnoßestvo vseh mnogoobraziæ Zeæferta s bazoæ F i n osobymi sloØmi. Togda mnoßestvo {t(M ), M ∈ M(F, n)} koneqno.

V kaqestve gruboæ verhneæ ocenki qisla znaqeniæ moßno vzØt~ qislo 60^n. RazumeetsØ, ffta ocenka sil~no zavyxena. Bolee akkuratnye rassmotreniØ pokazyva¸t, qto dlØ linzovyh prostranstv qislo znaqeniæ t-invarianta ravno 4. Privedem bez dokazatel~stva toqnu¸ formulu dlØ t-invarianta linzovogo prostranstva L(p, q).

216 S. V. MATVEEV, M. A. OVQINNIKOV, M. V. SOKOLOV

Teorema 4.

t(L_{p,q} ) = 1, esli p ≡ ±1 mod 5;

ε + 1, esli p ≡ ±2 mod 5;

ε + 2, esli p ≡ 0 mod 5 i q ≡ ±1 mod 5;

0, esli p ≡ 0 mod 5 i q ≡ ±2 mod 5.

§5. Tablica

V privedennoæ niße tablice predstavleny znaqeniØ t-invari-anta vseh zamknutyh orientiruemyh trehmernyh mnogoobraziæ sloßnosti 6 6 (izloßenie teorii sloßnosti trehmernyh mnogoobraziæ sm. v [6]). OboznaqeniØ mnogoobraziæ libo standartny, libo nesut informaci¸ ob ih fundamental~nyh gruppah, libo nosØt special~nyh harakter. L_{p,q} oboznaqaet linzovoe prostranstvo, S^3/G – faktor-prostranstvo sfery S^3 po svobodnomu lineænomu deæstvi¸ neabelevoæ gruppy G. Spisok vseh takih grupp priveden v [7].

Pust~ (2 × 2) matrica A imeet opredelitel~ 1 i zadaet gomeomorfizm h_A : T → T tora T = S^1 × S^1 na sebØ. Togda^{T ×I}_A oboznaqaet tor gomeomorfizma h_A. Napomnim, qto kraæ orientiruemogo kosogo proizvedeniØ K ~×I butylki Kleæna K na otrezok ØvlØetsØ torom s vydelennymi meridianom i parallel~¸, kotorye proektiru¸tsØ na meridian i udvoennu¸ parallel~ butylki Kleæna. Qerez^{K ~×I∪K ~×I}_A my oboznaqim mnogoobrazie, poluqennoe skleivaniem dvuh ffkzemplØrov mnogoobraziØ K ~×I po

POSTROENIE I SVO`STVA t–INVARIANTA 217

Tablica

M 3 t(M 3) sloßnost~ 0 L3_.1 ε + 1 S3 1 RP 3 ε + 1 sloßnost~ 1 L5_.2 0 L4_.1 1 sloßnost~ 2 L5_.1 ε + 2 L7_.2 ε + 1 L8_.3 ε + 1 S3/Q8 ε + 3 sloßnost~ 3 L6_.1 1 L9_.2 1 L10_.3 0 L11_.4 1 L12_.5 ε + 1 L13_.5 ε + 1 S3/Q12 ε + 3 sloßnost~ 4 L7_.1 ε + 1 L11_.2 1 L13_.3 ε + 1 L14_.3 1 L15_.4 ε + 2 L16_.7 1 L17_.5 ε + 1

M 3 t(M 3) sloßnost~ 4 S3/P24 2ε + 3 sloßnost~ 5 L8_.1 ε + 1 L13_.6 ε + 1 L20_.9 ε + 2 L16_.3 1 L17_.3 ε + 1 L25_.11 ε + 2 L19_.4 1 L26_.11 1 L24_.7 1 L27_.10 ε + 1 L23_.5 ε + 1 L31_.13 1 L29_.8 1 L34_.13 1 L22_.5 ε + 1 L29_.12 1 L17_.13 ε + 1 L25_.7 0 L30_.11 ε + 2 L23_.7 ε + 1 S3/P48 ε + 1 S3/P^′72 ε + 3 S3/Q20 3ε + 2 S3/D40 �ε + 2 S3/Q16 �Z3 ε + 1

M 3 t(M 3) sloßnost~ 6 L9_.1 1 L15_.7 0 L19_.6 1 L20_.7 0 L29_.9 1 L31_.11 1 L36_.11 1 L39_.14 1 L23_.4 ε + 1 L34_.15 1 L37_.11 ε + 1 L41_.15 1 L28_.5 ε + 1 L41_.18 1 L44_.13 1 L49_.19 1 L37_.8 ε + 1 L50_.21 ε + 2 L47_.13 ε + 1 L55_.21 ε + 2 L27_.5 ε + 1 L39_.17 1 L41_.12 1 L46_.17 1 L30_.13 0 L21_.4 1 L24_.5 1

218 S. V. MATVEEV, M. A. OVQINNIKOV, M. V. SOKOLOV

L18_.5 ε + 1 L19_.7 1 L21_.8 1 S3/D24 2ε + 3 S3/Q8 �Z3 2ε + 3 S3/Q16 1

S3/Q20 �Z3 �ε + 2 S3/D48 ε + 3 S3/Q8 �Z5 ε + 2 S3/Q12 �Z5 ε + 2 S3/P24 �Z5 ε + 2 S3/P120 3ε + 2

L33_.14 ε + 1 L24_.11 1 L45_.19 ε + 2 L40_.11 ε + 2 L35_.8 0 L33_.10 ε + 1

M 3 t(M 3) sloßnost~ 6 L32_.7 ε + 1 L43_.18 ε + 1 L31_.7 1 T×I �_1 �_1

0 �1

! �ε + 3 T×I _{0 1} �1 0 ! 0 T×I _1 �_1 0 1 ! �ε + 3 T×I _{1 0} 0 1 ! 4ε + 8 T×I _{0 1} �1 �1

! ε + 2 T×I _1 �_1 1 0 ! ε + 2 T×I �_{1 0}

0 �1

! 4ε + 8

M 3 t(M 3) sloßnost~ 6 K~×I∪K~×I _0 �_1 1 0 ! 4ε + 4 K~×I∪K~×I _{1 0} 1 1 ! 3ε + 7 K~×I∪K~×I �_{1 1} �1 0

! ε + 3

S3/P120 �Z7 �ε + 2 S3/D56 2ε + 3 S3/Q32 �Z3 2ε + 3 S3/P48 �Z7 1 S3/P120 �Z13 �ε + 2 S3/Q32 �Z5 ε + 2 S3/Q20 �Z7 �ε + 2 S3/D112 ε + 3 S3/Q16 �Z7 ε + 1 S3/Q16 �Z5 ε + 2 S3/P48 �Z11 ε + 1

M 3 t(M 3) sloßnost~ 6 S3/P48 �Z5 ε + 2 S3/Q24 1 S3/Q28 �Z3 2ε + 3 S3/Q12 �Z7 2ε + 3 S3/D160 �ε + 2 S3/Q8 �Z7 2ε + 3 S3/D80 3ε + 2 S3/P120 �Z23 �ε + 2 S3/P24 �Z7 ε + 3 S3/P^′216 2ε + 3 S3/P24 �Z11 2ε + 3 S3/P120 �Z17 �ε + 2 S3/Q28 �Z5 ε + 2 S3/D96 2ε + 3 SF (1) ε + 3 SF (2) 2ε + 3 SF (3) 2ε + 3

gomeomorfizmu h_A ih kraev. Nakonec, SF (e) oboznaqaet orientiruemoe mnogoobrazie Zeæferta, rassloennoe nad sferoæ s tremØ osobymi sloØmi tipa (3,1) i qislom �ælera e.

POSTROENIE I SVO`STVA t–INVARIANTA 219

Literatura

1. M. Atiyah, Topological quantum field theories. — Publ. Math. IHES 68 (1989), 175–186.

2. B. G. Casler, An embedding theorem for connected 3-manifolds with boundary. — Proc. Am. Math. Soc. 16 (1965), 559–566.

3. H. Ikeda, Acyclic fake surfaces. — Topology 10 (1971), 9–36. 4. L. H. Kauffman, S. Lins, Computing Turaev–Viro invariants for 3-manifolds. — Manuscripta Math. 72 (1991), 81–94.

5. S. V. Matveev, PreobrazovaniØ special~nyh spaænov i gipoteza Zimana.

— Izv. AN SSSR 51, ˝ 5 (1987), 1104–1115.

6. S. V. Matveev, Complexity theory of 3-manifolds. — Acta Appl. Math. 19 (1990), 124–132.

7. J. Milnor, Groups which act on S3 without fixed points. — Am. J. Math. 79 (1967), 623–630.

8. R. Piergallini, Standard moves for standard polyhedra and spines. III Convegno Nazionale di Topologia Trieste, 9–12 Giugno 1986. 1988, pp. 391–414.

9. M. V. Sokolov, The Turaev–Viro invariant for 3-manifolds is a sum of three invariants. — Canadian Math. Bull. 39 (1996), 468–475.

10. V. G. Turaev, O. Y. Viro, State sum invariants of 3-manifolds and quantum 6j-symbol. — Topology 31 (1992), 865–902.

Matveev S. V., Ovchinnikov M. A., and Sokolov M. V. Construction and properties of the t-invariant.

The t-invariant is a new invariant of a compact 3-manifold. We construct this invariant by means of special spine theory. Behavior of the t-invariant under connected sum and under boundary connected sum is described. One of the Turaev–Viro invariants is expressed through the tinvariant. We show that the t-invariant fits into the conception of TQFT. We present the values of the t-invariant for all closed irreducible orientable 3-manifolds of complexity 6 6, and for all lens spaces. Also some upper estimate for the number of values of the t-invariant of a Seifert manifold over a given closed surface with n exceptional fibers is obtained.

Postupilo 31 oktØbrØ 1999 g. QelØbinskiæ gosudarstvennyæ universitet

email matveev@cgu.chel.su