Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 267, 2000 g.

S. S. Podkorytov

KVADRATIQNOE SVO`STVO RACIONAL^NO` POLUHARAKTERISTIKI

Pod mnogoobraziem ponimaetsØ gladkoe mnogoobrazie bez kraØ. Sootvetstvenno ispol~zuetsØ slovo podmnogoobrazie. Razmernost~ mnogoobraziØ ukazyvaetsØ verhnim indeksom.

DlØ kompaktnogo orientirovannogo mnogoobraziØ X^n, n ≡ 1 (mod 4), klass

k(X) = ∑ r≡0 (mod 2)

dim H_r(X; Q) mod 2 ∈ Z_2

nazyvaetsØ ego (racional~noæ) poluharakteristikoæ.

Esli T – modul~ nad polem Z_2, to otobraßenie q : T → Z_2 nazyvaetsØ kvadratiqnym, esli suwestvuet lineænoe otobraßenie p : T ⊗ T → Z_2 takoe, qto q(t) = p(t ⊗ t), t ∈ T .

Modul~ vseh Z_2-znaqnyh funkciæ na mnoßestve E budem oboznaqat~ !E.

n-Rostkom v mnogoobrazii V budem nazyvat~ klass ffkvivalentnosti par (X, x), gde X^n ⊂ V – orientirovannoe podmnogoobrazie, x ∈ X; pri fftom pary (X_1, x_1) i (X_2 , x_2) sqita¸tsØ ffkvivalentnymi, esli x_1 = x_2 i suwestvuet otkrytoe mnoßestvo O ⊂ V , soderßawee toqku x_1 i takoe, qto X_1∩O = X_2 ∩O (s uqetom orientacii). Mnoßestvo n-rostkov v mnogoobrazii V budem oboznaqat~ E_n(V ), pri fftom dlØ orientirovannogo podmnogoobraziØ X^n ⊂ V pust~ 1(X) ∈ !E_n(V ) – harakteristiqeskaØ funkciØ mnoßestva ego rostkov (t.e. klassov par (X, x), x ∈ X).

Cel~ raboty – dokazatel~stvo sledu¸weæ teoremy.

0.1. Teorema. Pust~ V – mnogoobrazie, n ≡ 1 (mod 4). Togda

suwestvuet takoe kvadratiqnoe otobraßenie q : !E_n(V ) → Z_2, qto dlØ l¸bogo kompaktnogo orientirovannogo podmnogoobraziØ X^n ⊂ V verno ravenstvo k(X) = q(1(X)).

Rabota vypolnena pri qastiqnoæ finansovoæ podderßke RFFI (granty 98-01-00832 i 00-15-96024). 241

242 S. S. PODKORYTOV

Zameqanie. Slovo kvadratiqnoe v fftoæ formulirovke nel~zØ

zamenit~ na slovo lineænoe. Deæstvitel~no, na risunke moßno videt~ pØt~ orientirovannyh gladkih okrußnosteæ X_j ⊂ R^3, j = 1, . . . , 5 (kruglaØ okrußnost~, tri ovala i trilistnik). Verny ravenstva_5 ∑ j=1 1(Xj) = 0,^{5∑}_{j=1} k(Xj ) = 1,

qto protivoreqit lineænoæ zavisimosti. Analogiqnye primery v starxih razmernostØh poluqa¸tsØ dekartovym umnoßeniem na mnogoobraziØ C P^m , m ≡ 0 (mod 2). �to podtverßdaet, qto poluharakteristiku nel~zØ otnesti k “integral~nym” invariantam [1] (hotØ ona SKK-invariant [2]).

Pereformuliruem teoremu 0.1.^1

0.2. Teorema. Pust~ V – mnogoobrazie, X^n_j ⊂ V , n ≡ 1 (mod 4),

j = 1, . . ., N , – takoæ nabor kompaktnyh orientirovannyh podmnogoobraziæ, qto N∑ j=1 1(Xj )(e1)1(Xj )(e2) = 0, e1, e2 ∈ En(V ). Togda_N ∑ j=1 k(X_j ) = 0.

Esli vewestvennoznaqnaØ funkciØ podmnogoobraziØ vyraßaetsØ integralom po vsem param toqek podmnogoobraziØ ot kakoæto ego harakteristiki v okrestnosti kaßdoæ pary toqek, to ona

1O ravnosil~nosti utverßdeniæ, podobnyh teoremam 0.1 i 0.2, i samu formu teoremy 0.1 mne soobwil M. N. Gusarov.

KVADRATIQNOE SVO`STVO POLUHARAKTERISTIKI 243 obladaet podobnym svoæstvom (vmesto summ nußno rassmatrivat~ vewestvennye lineænye kombinacii, harakteristiqeskie funkcii nußno sqitat~ vewestvennoznaqnymi).

Dokazatel~stvo ravnosil~nosti teorem 0.1 i 0.2. Pust~ V –

mnogoobrazie i pust~ n ≡ 1 (mod 4). Proverim ravnosil~nost~ utverßdeniæ teorem 0.1 i 0.2 dlØ V i n. Poloßim E = E_n(V ). Opredelim lineænoe vloßenie m : !E⊗!E → !(E × E), polagaØ

m(u_1 ⊗ u_2)((e_1, e_2)) = u_1(e_1)u_2(e_2 ), e_1, e_2 ∈ E, u_1, u_2 ∈!E.

Pust~ S – modul~ nad polem Z_2, svobodno poroßdennyæ kompaktnymi orientirovannymi n-mernymi podmnogoobraziØmi mnogoobraziØ V . Opredelim lineænye otobraßeniØ D : S →!E⊗!E, polagaØ D([X]) = 1(X) ⊗ 1(X), i K : S → Z_2, polagaØ K([X]) = k(X), gde X^n ⊂ V – kompaktnoe orientirovannoe podmnogoobrazie. Teorema 0.1 utverßdaet, qto suwestvuet takoe lineænoe otobraßenie p : !E⊗!E → Z_2, qto K = p ∘ D. �to ravnosil~no vkl¸qeni¸ ker D ⊂ ker K. Teorema 0.2 utverßdaet vkl¸qenie ker m ∘ D ⊂ ker K. No ker m ∘ D = ker D. �

Nabrosok dokazatel~stva teoremy 0.2. Struktura raboty.

Pri n = 1 utverßdenie sleduet iz togo, qto poluharakteristiku krivoæ moßno naæti po ee obwemu pogrußeni¸ v ploskost~ kak klass summy qisla dvoænyh toqek i qisla vraweniØ, sm. §2. Pri n > 1 dlØ nahoßdeniØ poluharakteristiki mnogoobraziØ na nem rassmatrivaetsØ obwaØ para vektornyh poleæ (po Koxorke [3]). Na krivoæ, obrazovannoæ toqkami, v kotoryh ffti vektornye polØ kollinearny, est~ kanoniqeskaØ Pin^−-struktura, sm. §§3, 6, 7. Poluharakteristika mnogoobraziØ vyraßaetsØ qerez klass Pin^−-kobordantnosti fftoæ krivoæ (lemma 8.7). �tot fakt metodom Koxorke vyvoditsØ iz teoremy At~i o suwestvovanii pary vs¸du nekollinearnyh vektornyh poleæ [4], sm. §8. Tak vse svoditsØ k odnomernoæ zadaqe, pohoßeæ na sluqaæ n = 1, sm. §§4 i 9.

Blagodarnosti. ˚ blagodaren O. ˚. Viro i T. KØrki za vni-

manie k rabote i interesnye obsußdeniØ.

§1. OboznaqeniØ, terminy i soglaxeniØ Okrußnost~ C. Poloßim C = { z ∈ C : |z| = 1 }.

244 S. S. PODKORYTOV

Krivye. Krivoæ nazyvaetsØ odnomernoe mnogoobrazie. Pod ri-

manovoæ krivoæ ponimaetsØ krivaØ, snabßennaØ rimanovoæ strukturoæ. Pust~ dany kompaktnaØ krivaØ T i pogrußenie f : T → C . Esli pogrußenie f samotransversal~no (t.e. ne imeet samokasaniæ i troænyh toqek), to pust~ δ_2(f) ∈ Z_2 – klass qisla ego dvoænyh toqek. Esli krivaØ T orientirovana, to pust~ g(f) : T → C – kasatel~noe sferiqeskoe otobraßenie pogrußeniØ f. DlØ gladkogo otobraßeniØ g : T → C pust~ deg_2 g ∈ Z_2 – ego stepen~.

DlØ koneqnogo mnoßestva D pust~ |D|_2 ∈ Z_2 – vyqet modulo 2 qisla ego fflementov.

∂-MnogoobraziØ. Pod ∂-mnogoobraziem ponimaetsØ gladkoe mno-

goobrazie s kraem (qasto pustym). Sootvetstvenno ispol~zuetsØ slovo ∂-podmnogoobrazie. Razmernost~ ∂-mnogoobraziØ ukazyvaetsØ verhnim indeksom. Esli dano ∂-mnogoobrazie X, to ∂-podmnogoobrazie T ⊂ X nazyvaetsØ pravil~nym, esli ono zamknuto i transversal~no podmnogoobrazi¸ ∂ X, priqem ∂ T = T ∩ ∂ X.

Evklidovy prostranstva. Pust~ dano evklidovo vektornoe

prostranstvo G^p (verhnim indeksom ukazyvaetsØ razmernost~). DlØ vektornogo podprostranstva G_1 ⊂ G pust~ G ⊖ G_1 ⊂ G – ego ortogonal~noe dopolnenie.

Pust~ O(G) i SO(G) – gruppy Li ortogonal~nyh avtomorfizmov prostranstva G, sootvetstvenno vseh i sohranØ¸wih orientaci¸. Sokrawenie: O_p = O(R^p) i t.d.

Pust~ P(G) – mnogoobrazie, obrazovannoe ortogonal~nymi izomorfizmami R^p → G. Na nem est~ oqevidnye glavnye deæstviØ: levoe – gruppy O(G) i pravoe – gruppy O_p. Esli prostranstvo G orientirovano, to pust~ SP(G) ⊂ P(G) – komponenta, obrazovannaØ izomorfizmami, sohranØ¸wimi orientaci¸. DlØ ortogonal~nogo izomorfizma t : G → G^′ pust~ t_∗ : P(G) → P(G^′) – inducirovannyæ im diffeomorfizm, t_∗ : O(G) → O(G^′) – izomorfizm grupp Li i t.d. Ime¸tsØ vloßenie P(G) → P(G ⊕ R), r → r^+ = r ⊕ 1, i gruppovoe vloßenie

O(G) → O(G ⊕ R), v → v^+ = v ⊕ 1;

zdes~ 1 : R → R – ediniqnyæ operator.

KVADRATIQNOE SVO`STVO POLUHARAKTERISTIKI 245

Algebry Klifforda. Pust~ Cliff(G) ⊃ G – algebra Klifforda

prostranstva G (s sootnoxeniØmi g^2 = −|g|^2, g ∈ G), Cliff_0(G) ⊂ Cliff(G) – podalgebra qetnyh fflementov, Spin(G) ⊂ Cliff_0(G) – spinornaØ gruppa (gruppa Li otnositel~no umnoßeniØ Klifforda). Ortogonal~noe vloßenie G → G ⊕ R, g → (g, 0), induciruet vloßenie algebr Klifforda i, kak ego sokrawenie, gruppovoe vloßenie Spin(G) → Spin(G ⊕ R), o kotorom budem pisat~: V → V^+ .

Pust~ π : Spin(G) → SO(G) – standartnoe gruppovoe nakrytie. DlØ l¸bogo fflementa V_0 ∈ Spin(G) imeem

{V ∈ Spin(G) | π(V ) = π(V_0)} = {±V_0}.

Imeem π(V^+ ) = π(V )^+ , V ∈ Spin(G).

Predpoloßim, qto p ≡ 2 (mod 4) i prostranstvo G orientirovano. Snabdim vektornoe prostranstvo Cliff_0(G) kompleksnoæ strukturoæ. Vyberem pravyæ ortonormirovannyæ bazis (g_1, . . ., g_p) prostranstva G. Poloßim I = g_1 . . . g_p ∈ Cliff_0(G). �lement I ne zavisit ot vybora bazisa, i I^2 = −1. Polagaem iu = Iu, u ∈ Cliff_0(G). Otmetim, qto I ∈ Spin(G) i π(I) = −1.

RassloeniØ. Pod rassloeniem ponimaetsØ gladkoe rassloenie

(sloi bez kraØ).

Pust~ dany rassloenie ξ nad ∂-mnogoobraziem X, toqka x ∈ X i ∂-podmnogoobrazie T ⊂ X. Pust~ |ξ| – prostranstvo rassloeniØ ξ, ξ_x – ego sloæ nad toqkoæ x, ξ_T – ego sußenie na ∂-podmnogoobrazie T . Razmernost~ vektornogo rassloeniØ ukazyvaetsØ verhnim indeksom.

Pust~ ϵ^p_X – trivial~noe p-mernoe vektornoe rassloenie nad ∂- mnogoobraziem X, ϵC_X – trivial~noe kompleksnoe lineænoe rassloenie nad nim; ϵ_X = ϵ^1_X . O gladkom podrassloenii ξ_1 rassloeniØ ξ budem pisat~: ξ_1 ⊂ ξ.

Kasatel~noe rassloenie ∂-mnogoobraziØ X oboznaqaetsØ τ (X). Vmesto τ (X)_x i τ (X)_T budem pisat~ sootvetstvenno τ_x(X) i τ_T (X). Budem sqitat~, qto τ (T ) ⊂ τ_T (X). DlØ gladkogo otobraßeniØ f : X → Y pust~ d_xf : τ_x(X) → τ_{f (x)} (Y ) – ego differencial v toqke x ∈ X.

Simvoly ⊖, Hom i t.p. v otnoxenii vektornyh rassloeniæ oboznaqa¸t posloænoe primenenie sootvetstvu¸wih konstruk-

246 S. S. PODKORYTOV ciæ; v qastnosti, dlØ evklidova vektornogo rassloeniØ η^p, okazyvaetsØ, P(η) – sootvetstvu¸wee glavnoe O_p-rassloenie.

Pod seqeniem ponimaetsØ gladkoe seqenie. Pust~ dano seqenie u rassloeniØ ξ; zapis~: u ∈ ξ. Pust~ u_x ∈ ξ_x – znaqenie seqeniØ u v toqke x, u_T ∈ ξ_T – ego sußenie na ∂-podmnogoobrazie T .

Pod morfizmom ponimaetsØ gladkiæ morfizm, nakryva¸wiæ toßdestvennoe otobraßenie bazy. V otnoxenii rassloeniæ sootvetstvenno ispol~zuetsØ slovo izomorfizm. Pust~ dan morfizm a : ξ → ξ^′. Pust~ a_x : ξ_x → ξ^′_x – sootvetstvu¸wee otobraßenie sloev nad toqkoæ x, a_T : ξ_T → ξ^′_T – sußenie morfizma a na ∂- podmnogoobrazie T . In¨ektivnyæ na sloØh lineænyæ morfizm vektornyh rassloeniæ nazyvaetsØ monomorfizmom.

DlØ ortogonal~nogo izomorfizma evklidovyh vektornyh rassloeniæ t : η → η^′ pust~

t_∗ : P(η) → P(η^′) i t_∗ : SO(η) → SO(η^′)

– inducirovannye im izomorfizmy. DlØ orientirovannogo evklidova vektornogo rassloeniØ η^p s p ≡ 2 (mod 4) rassloenie Cliff_0(η) sqitaetsØ kompleksnym, v sootvetstvii s koncom predyduwego abzaca.

§2. Poluharakteristika krivyh 2.1. Lemma. Pust~ T – kompaktnaØ orientirovannaØ krivaØ,

f : T → C – samotransversal~noe pogrußenie. Togda k(T ) = δ_2(f) + deg_2 g(f).

Dokazatel~stvo. Pri zamene pogrußeniØ f na regulØrno gomo-

topnoe klassy δ_2(f) i deg_2 g(f) ne menØ¸tsØ. ZnaØ klassifikaci¸ pogrußeniæ, moßno proverit~ ravenstvo dlØ predstaviteleæ vseh klassov regulØrnoæ gomotopnosti. �

Dokazatel~stvo teoremy 0.2 pri n = 1. Rassmotrim glad-

koe otobraßenie F : V → C takoe, qto otobraßeniØ f_j = F |X_j, j = 1, . . . , N , – samotransversal~nye pogrußeniØ. Pust~ c ∈ C – regulØrnoe znaqenie otobraßeniæ g(f_j ), j = 1, . . . , N . Po lemme 2.1,

k(X_j ) = δ_2(f_j ) + |g(f_j )^{−1}(c)|_2, j = 1, . . ., N.

Iz predpoloßeniØ teoremy sleduet, qto pri summirovanii po indeksu j kaßdoe iz slagaemyh daet 0. �

KVADRATIQNOE SVO`STVO POLUHARAKTERISTIKI 247

§3. s-Morfizmy i pinornye struktury Gruppovoe vloßenie Δ(s). DlØ evklidovyh vektornyh pro-

stranstv F^m i G^{m+n} s n ≡ 1 (mod 2) i ortogonal~nogo vloßeniØ s : F → G opredelim gruppovoe vloßenie Δ(s) : O(F ) → SO(G) usloviØmi Δ(s)(u)(s(f)) = s(u(f)), f ∈ F, u ∈ O(F ), i Δ(s)(u)(g) = (det u)g, g ∈ G ⊖ im s, u ∈ O(F ). s-Morfizmy. Pust~ dany evklidovy vektornye rassloeniØ ζ^m

i η^{m+n} s n ≡ 1 (mod 2) nad ∂-mnogoobraziem T i ortogonal~nyæ monomorfizm s : ζ → η. Morfizm R : P(ζ) → SO(η) budem nazyvat~ s-morfizmom, esli R_t(uq) = Δ(s_t)(u)R_t(q), u ∈ O(ζ_t), q ∈ P(ζ_t), t ∈ T. (Pri m = 1 ffto prosto oznaqaet, qto R_t(−q) = −R_t(q), q ∈ P(ζ_t), t ∈ T.) Pust~ s^+ : ζ ⊕ ϵ_T → η ⊕ ϵ_T – ortogonal~nyæ monomorfizm, inducirovannyæ morfizmom s. DlØ s-morfizma R : P(ζ) → SO(η) opredelim s^+ -morfizm

R^+ : P(ζ ⊕ ϵ_T ) → SO(η ⊕ ϵ_T )

usloviem R^+_t (q^+ ) = R_t(q)^+ , q ∈ P(ζ_t), t ∈ T .

Vloßenie s^n_m. Pust~ s^n_m : R^m → R^{m+n} – standartnoe ortogonal~-

noe vloßenie.

Gruppa Li Pin^n_m. Pust~ n ≡ 1 (mod 2), n, m ¿ 0. Poloßim

Pin^n_m = { (a, B) ∈ O_m × Spin_{m+n} | Δ(s^n_m)(a) = π(B) }

– s pokomponentnym umnoßeniem. (�to model~ gruppy Pin^±_m [5], + pri n ≡ 1 (mod 4), − pri n ≡ 3 (mod 4).)

Opredelim gruppovoe nakrytie π : Pin^n_m → O_m, dlØ fflementa A ∈ Pin^n_m, A = (a, B), gde a ∈ O_m, B ∈ Spin_{m+n}, polagaØ π(A) = a.

Opredelim gruppovoe vloßenie Pin^n_m → Pin^n_{m+1} , dlØ togo ße fflementa A polagaØ A → A^+ = (a^+, B^+ ). Otmetim, qto Pin^n_1 , n ≡ 1 (mod 4), – cikliqeskaØ gruppa porØdka 4.

248 S. S. PODKORYTOV

Pinornye struktury. Pin^n-strukturoæ, n ≡ 1 (mod 2), n ¿ 0,

(ili prosto pinornoæ strukturoæ) na evklidovom vektornom rassloenii ζ^m nad ∂-mnogoobraziem T nazyvaetsØ para Σ = (σ, p), gde σ – glavnoe Pin^n_m-rassloenie nad ∂-mnogoobraziem T , p : σ → P(ζ) – takoæ morfizm, qto p_t(QA) = p_t(Q)π(A), A ∈ Pin^n_m, Q ∈ σ_t, t ∈ T. Pin^n-struktury Σ = (σ, p) i Σ^′ = (σ^′, p^′) na evklidovom vektornom rassloenii ζ nazyva¸tsØ izomorfnymi, esli suwestvuet takoæ sohranØ¸wiæ deæstvie gruppy Pin^n_m izomorfizm h : σ → σ^′, qto p = p^′ ∘ h. Pod pinornoæ strukturoæ na rimanovom ∂-mnogoobrazii ponimaetsØ pinornaØ struktura na ego kasatel~nom rassloenii.

PinornaØ struktura Σ^−. Pust~ dany evklidovo vektornoe ras-

sloenie ζ^m nad ∂-mnogoobraziem T i Pin^n-struktura Σ = (σ^′, p^′) na rassloenii ζ ⊕ ϵ_T . Postroim Pin^n-strukturu Σ^− = (σ, p) na rassloenii ζ. DlØ toqki t ∈ T poloßim

σ_t = { (q, Q^′) ∈ P(ζ_t) × σ^′_t | q^+ = p^′(Q^′) }.

GladkaØ struktura na mnoßestve |σ| opredelØetsØ vkl¸qeniem |σ| → | P(ζ)| × |σ|. Morfizm p : σ → P(ζ) pust~ est~ proekciØ.

Vvedem na rassloenii σ strukturu glavnogo Pin^n_m-rassloeniØ. Voz~mem toqku t ∈ T . Opredelim glavnoe pravoe deæstvie gruppy Pin^n_m na mnogoobrazii σ_t, dlØ fflementa A ∈ Pin^n_m i toqki Q ∈ σ_t, Q = (q, Q^′), gde q ∈ P(ζ_t), Q^′ ∈ σ^′_t, polagaØ QA = (qπ(A), Q^′A^+).

PinornaØ struktura Γ(s, R). Pust~ dany evklidovy vektornye

rassloeniØ ζ^m i η^{m+n}, n ≡ 1 (mod 2), nad ∂-mnogoobraziem T , priqem rassloenie η orientirovano, ortogonal~nyæ monomorfizm s : ζ → η i s-morfizm R : P(ζ) → SO(η). Postroim Pin^nstrukturu Γ(s, R) = (σ, p) na rassloenii ζ. DlØ toqki t ∈ T polo- ßim σ_t = { (q, V ) ∈ P(ζ_t) × Spin(η_t) | R_t(q) = π(V ) }.

GladkaØ struktura na mnoßestve |σ| opredelØetsØ vkl¸qeniem |σ| → | P(ζ)|×| Spin(η)|. Morfizm p : σ → P(ζ) pust~ est~ proekciØ.

Vvedem na rassloenii σ strukturu glavnogo Pin^n_m-rassloeniØ. Voz~mem toqku t ∈ T . Vyberem takie izomorfizmy q_0 ∈ P(ζ_t) i r_0 ∈ SP(η_t), qto sq_0 = r_0 s^n_m. Opredelim glavnoe pravoe deæstvie gruppy Pin^n_m na mnogoobrazii σ_t, dlØ fflementa A ∈ Pin^n_m, A =

KVADRATIQNOE SVO`STVO POLUHARAKTERISTIKI 249

(a, B), gde a ∈ O_m, B ∈ Spin_{m+n}, i toqki Q ∈ σ_t, Q = (q, V ), gde q ∈ P(ζ_t), V ∈ Spin(η_t), polagaØ

QA = (qa, V (R_t(q_0)^{−1}r_0)_∗(B)).

Netrudno proverit~, qto ffto deæstvie ne zavisit ot vybora izomorfizmov q_0 i r_0.

3.1. Pust~ ζ^m i η^{m+n}, n ≡ 1 (mod 2), – evklidovy vektornye ras-

sloeniØ nad ∂-mnogoobraziem T , priqem rassloenie η orientirovano, s : ζ → η – ortogonal~nyæ monomorfizm, R : P(ζ) → SO(η) – s-morfizm. Togda Pin^n-struktury Γ(s, R) i Γ(s^+ , R^+)^− na rassloenii ζ izomorfny.

Dokazatel~stvo. Pust~

Γ(s, R) = (σ, p), Γ(s^+ , R^+)^− = (σ^′, p^′).

Nußnyæ izomorfizm h : σ → σ^′ opredelim, dlØ toqki t ∈ T i toqki Q ∈ σ^′_t, Q = (q, V ), gde q ∈ P(ζ_t), V ∈ Spin(η_t), polagaØ h_t(Q) = (q, (q^+, V^+ )). �

§4. Invariant j

DlØ kompaktnoæ rimanovoæ krivoæ T i Pin^n-struktury, n ≡ 1 (mod 4), Σ = (σ, p) na neæ pust~ j(T, Σ) ∈ Z_2 – klass qisla teh komponent krivoæ T , nad kotorymi nakrytie σ trivial~no.

KonstrukciØ Θ : (T, η, s, R, l, f) → g. Pust~ dany kompaktnaØ ri-

manova krivaØ T , orientirovannoe evklidovo vektornoe rassloenie η^p, p ≡ 2 (mod 4), nad neæ, ortogonal~nyæ monomorfizm s : τ (T ) → η, s-morfizm R : P(τ (T )) → SO(η), kompleksnolineænyæ morfizm l : Cliff_0(η) → ϵC_T i pogrußenie f : T → C . Postroim gladkoe otobraßenie g : T → C.

Voz~mem toqku t ∈ T . Vyberem takie izomorfizm q ∈ P(τ_t(T )) i fflement V ∈ Spin(η_t), qto R_t(q) = π(V ). Poloßim

z = l_t(V )^2d_tf(q(1)) ∈ C .

Legko videt~, qto qislo z ne zavisit ot vybora izomorfizma q i fflementa V . Predpoloßim, qto z ≠ 0 (ffto tak vo vseh toqkah, esli l – obwiæ kompleksno-lineænyæ morfizm). Poloßim g(t) = z/|z|.

250 S. S. PODKORYTOV

4.1. Lemma. Pust~ Θ : (T, η, s, R, l, f) → g i pogrußenie f samo-

transversal~no. Togda j(T, Γ(s, R)) = δ_2(f) + deg_2 g.

Dokazatel~stvo. Pust~ Γ(s, R) = (σ, p). Orientiruem krivu¸ T .

Opredelim seqenie v ∈ SO(η), dlØ toqki t ∈ T polagaØ v_t = R_t(q), gde q ∈ SP(τ_t(T )).

Opredelim otobraßenie b : T → C, polagaØ b(t) = g(t)/ g(f)(t), t ∈ T . Togda deg_2 b = deg_2 g − deg_2 g(f). Po lemme 2.1, k(T ) = δ_2(f) + deg_2 g(f). Takim obrazom, nußno pokazat~, qto

j(T, Γ(s, R)) = k(T ) + deg_2 b.

Voz~mem komponentu T^′ ⊂ T . Dostatoqno pokazat~, qto nakrytie σ_T ′ trivial~no togda i tol~ko togda, kogda deg_2 b|T^′ = 0.

Netrudno ponØt~, qto pervoe ravnosil~no suwestvovani¸ takogo seqeniØ V^′ ∈ Spin(η_T ′ ), qto π(V^′_t ) = v_t, t ∈ T^′. Pust~ V^′ – takoe seqenie. Legko videt~, qto togda b(t)/l_t(V^′_t )^2 > 0, t ∈ T^′. Sledovatel~no, deg_2 b|T^′ = 0.

Obratno. Pust~ deg_2 b|T^′ = 0. Vyberem takoe gladkoe otobraßenie B^′ : T^′ → C, qto B^′(t)^2 = b(t), t ∈ T^′. Znaqenie nußnogo seqeniØ V^′ v kaßdoæ toqke t ∈ T^′ opredelim dopolnitel~nym usloviem B^′(t)/l_t(V^′_t ) > 0. �

§5. Kobordizmy

�tot paragraf nußen tol~ko dlØ dokazatel~stva lemmy 8.7.

Kobordizmom nazyvaetsØ kompaktnoe ∂-mnogoobrazie Y s razloßeniem ∂ Y = ∂_+ Y ⊔ ∂_− Y . Pod rimanovym kobordizmom ponimaetsØ kobordizm, snabßennyæ rimanovoæ strukturoæ.

Izomorfizmy v(Y ) i w(Y ). Pust~ dan rimanov kobordizm Y .

Opredelim seqenie e ∈ τ_{∂ Y} (Y ): dlØ toqki x ∈ ∂_± Y pust~ e_x ⊥ τ_x(∂ Y ), |e_x| = 1 i vektor ±e_x napravlen narußu. Opredelim ortogonal~nye izomorfizmy

v(Y ) : τ (∂ Y ) ⊕ ϵ_{∂ Y} → τ_{∂ Y} (Y ),

polagaØ v(Y )_x((u, t)) = u + te_x, u ∈ τ_x(∂ Y ), t ∈ R, x ∈ ∂ X, i w(Y ) : τ (∂ Y ) ⊕ ϵ^2_{∂ Y} → τ_{∂ Y} (Y ) ⊕ ϵ_{∂ Y} ,

KVADRATIQNOE SVO`STVO POLUHARAKTERISTIKI 251 polagaØ

w(Y )_x((u, t)) = (u + t_2e_x, −t_1), u ∈ τ_x(∂ Y ), t ∈ R^2, x ∈ ∂ X.

Pinornye struktury ∂± Σ. Gruppa Π^n_m. Pust~ dany rimanov

kobordizm U^{m+1} i Pin^n-struktura Σ = (σ, p) na nem. Togda

Σ_1 = (σ_{∂ U} , v(U )^{−1}_∗ ∘ p_{∂ U} )

– Pin^n-struktura na rassloenii τ (∂ U ) ⊕ ϵ_{∂ U} . Opredelim Pin^nstruktury ∂_± Σ na mnogoobraziØh ∂_± U kak sußeniØ Pin^n-struk-tury Σ^−_1 . Takie pary, kak (∂_± U, ∂_± Σ), budem nazyvat~ Pin^n-ko-bordantnymi.

Po obyqnoæ sheme stroØtsØ gruppy Pin^n-kobordizmov Π^n_m. DlØ kompaktnogo rimanova mnogoobraziØ T^m i Pin^n-struktury Σ na nem pust~ [T, Σ] ∈ Π^n_m – klass kobordantnosti pary (T, Σ).

Tonkie struktury. Tonkoæ strukturoæ na kobordizme Y budem

nazyvat~ takoæ lineænyæ morfizm c : τ (Y ) → ϵ_Y , qto c_y ≠ 0, y ∈ Y , i v toqke x ∈ ∂_± Y forma ±c_x prinimaet poloßitel~nye znaqeniØ na vektorah, napravlennyh narußu (i, sledovatel~no, ker c_x = τ_x(∂ Y )).

Izomorfizm W(Y, c). Pust~ dany rimanov kobordizm Y i ton-

kaØ struktura c na nem. Opredelim seqenie E ∈ τ (Y ): dlØ toqki y ∈ Y pust~ E_y ⊥ ker c_y, |E_y| = 1 i c_y(E_y) > 0.

Opredelim ortogonal~nyæ izomorfizm

W(Y, c) : ker c ⊕ ϵ^2_Y → τ (Y ) ⊕ ϵ_Y ,

polagaØ

W(Y, c)_y((u, t)) = (u + t_2E_y, −t_1), u ∈ ker c_y, t ∈ R^2, y ∈ Y.

Orientirovannye kobordizmy. Gruppa ωn. Esli Y – orien-

tirovannyæ kobordizm, to mnogoobraziØ ∂_± Y sqita¸tsØ orientirovannymi – po obyqnomu pravilu (tak qto esli kobordizm Y snabßen rimanovoæ strukturoæ, to izomorfizm v(Y ) sohranØet orientaci¸).

Esli Y – orientirovannyæ kobordizm, a c – tonkaØ struktura na nem, to orientirovannye mnogoobraziØ ∂_± Y tonko kobordantny. Po obyqnoæ sheme stroØtsØ gruppy tonkih orientirovannyh kobordizmov ω_n. (Vmesto tonkih struktur obyqno ispol~zu¸t vektornye polØ.)

DlØ orientirovannogo kompaktnogo mnogoobraziØ X^n pust~ [X] ∈ ω_n – ego klass kobordantnosti.

252 S. S. PODKORYTOV

§6. Osobennosti lineænogo morfizma KonstrukciØ K : (X, λ, μ, a) → (T, D) [3, §1]. Pust~ dany kompakt-

noe ∂-mnogoobrazie X^n, vektornye rassloeniØ λ^p i μ^q nad nim i lineænyæ morfizm a : λ → μ. Poloßim T = { x ∈ X | rg a_x < p }. Poloßim ξ = Hom(λ, μ). DlØ celogo r pust~ ξ^r ⊂ ξ – podrassloenie, obrazovannoe lineænymi otobraßeniØmi ranga r. Opredelim gladkoe otobraßenie s : X → |ξ|, polagaØ s(x) = a_x, x ∈ X.

Morfizm a budem nazyvat~ nevyroßdennym, esli otobraßeniØ s i s| ∂ X transversal~ny ∂-podmnogoobraziØm |ξ^r|.

Predpoloßim, qto morfizm a nevyroßden i n < 2(q − p + 2). Togda T = s^{−1}(|ξ^{p−1}|) i ffto – pravil~noe ∂-podmnogoobrazie razmernosti m = n + p − q − 1. Postroim lineænyæ izomorfizm

D : Hom(ker a_T , coker a_T ) → τ_T (X)/τ (T ).

Voz~mem toqku t ∈ T . Poloßim u = a_t ∈ ξ_t. Rassmotrim taku¸ diagrammu: Hom(λ_t, μ_t)^j−−−−→ τ_u(|ξ|)^{dts}←−−−− τ_t(X)

Hom(ker a_t, coker a_t)^g−−−−→ τ_u(|ξ|)/τ_u(|ξ^{p−1}|)^h←−−−− τ_t(X)/τ_t(T ) Otobraßenie j – kompoziciØ oqevidnogo izomorfizma Hom(λ_t, μ_t) = ξ_t → τ_u(ξ_t) i vkl¸qeniØ τ_u(ξ_t) → τ_u(|ξ|). PervaØ vertikal~- naØ strelka inducirovana vkl¸qeniem ker a_t → λ_t i proekcieæ μ_t → coker a_t. Dve drugie – proekcii. OtobraßeniØ g i h opredelØ¸tsØ usloviem kommutativnosti diagrammy i ØvlØ¸tsØ izomorfizmami. Poloßim D_t = h^{−1}g.

6.1. Pust~ K : (Y, λ, μ, b) → (U, E), X = ∂ Y, i K : (X, λ_X , μ_X , b_X ) → (T, D). Togda T = ∂ U i JD = E_T , gde

J : τ_T (X)/τ (T ) → τ_T (Y )/τ_T (U )

– izomorfizm, inducirovannyæ morfizmom vkl¸qeniØ τ_T (X) → τ_T (Y ). �

KVADRATIQNOE SVO`STVO POLUHARAKTERISTIKI 253

§7. Osobennosti pary vektornyh poleæ S izomorfizmom evklidovyh vektornyh prostranstv h : G → G^′ sopostavim ortogonal~nyæ izomorfizm ϕ(h) : G → G^′ po formule iz [6, §4]^2: ϕ(h) = h(h^∗h)^{−1/2}. Esli G – evklidovo vektornoe prostranstvo, to s lineænym otobraßeniem f : C → G ranga 1 sopostavim ortogonal~nyæ izomorfizm κ(f) : ker f → im f, polagaØ κ(f)(z) = kf(iz), z ∈ ker f, s podhodØwim kofffficientom k > 0. DlØ evklidova vektornogo prostranstva E^1, izomorfizma p ∈ P(E) i vektornogo prostranstva V opredelim izomorfizm ι(p) : Hom(E, V ) → V, polagaØ ι(p)(u) = u(p(1)), u ∈ Hom(E, V ).

KonstrukciØ M : (X, a) → (T, s, R). Pust~ dany kompaktnoe ri-

manovo mnogoobrazie X^n, n ≡ 1 (mod 2), i nevyroßdennyæ lineænyæ morfizm a : ϵC_X → τ (X). Pust~ K : (X, ϵC_X , τ (X), a) → (T^1, D). Opredelim ortogonal~nyæ monomorfizm s : τ (T ) → τ_T (X) ⊕ ϵ_T , polagaØ s_t(f) = (f, 0), f ∈ τ_t(T ), t ∈ T .

Postroim s-morfizm R : P(τ (T )) → SO(τ_T (X) ⊕ ϵ_T ).

Voz~mem toqku t ∈ T . DlØ izomorfizma p ∈ P(ker a_t) opredelim izomorfizm I(p) takoæ kommutativnoæ diagrammoæ.

τ_t(X) ⊖ im a_t^{I(p)}−→ τ_t(X) ⊖ τ_t(T )

coker a_t^{ι(p)−} 1 −−−−→ Hom(ker a_t, coker a_t)^{Dt}−−−−→ τ_t(X)/τ_t(T ) 2˚ uznal fftu formulu ot E. V. Troickogo.

254 S. S. PODKORYTOV Zdes~ vertikal~nye strelki – oqevidnye izomorfizmy (sußeniØ proekciæ). DlØ izomorfizmov p ∈ P(ker a_t) i q ∈ P(τ_t(T )) postroim operator r(p, q) ∈ O(τ_t(T ) ⊕ R), soedinØØ ortogonal~nye izomorfizmy

ϕ(I(p)) : τ_t(X) ⊖ im a_t → τ_t(X) ⊖ τ_t(T ), −(κ(a_t)p)^{−1} : im a_t → R

i q : R → τ_t(T ). DlØ izomorfizma q ∈ P(τ_t(T )) voz~mem tot izomorfizm p ∈ P(ker a_t), pri kotorom det r(p, q) = 1, i poloßim R_t(q) = r(p, q). Ostal~naØ qast~ paragrafa nußna tol~ko dlØ dokazatel~stva lemmy 8.7.

KonstrukciØ N : (Y, c, b) → (U, t, S). Pust~ dany rimanov kobor-

dizm Y^{n+1}, n ≡ 1 (mod 2), n > 1, tonkaØ struktura c na nem i nevyroßdennyæ lineænyæ morfizm b : ϵC_Y → ker c. Pust~

K : (Y, ϵC_Y , ker c, b) → (U^2, E).

PolagaØ ∂_± U = U ∩ ∂_± Y , sdelaem ∂-mnogoobrazie U kobordizmom.

Opredelim ortogonal~nyæ monomorfizm

t : τ (U ) → τ_U (Y ) ⊕ ϵ_U ,

polagaØ t_u(f) = (f, 0), f ∈ τ_u(U ), u ∈ U .

Postroim t-morfizm

S : P(τ (U )) → SO(τ_U (Y ) ⊕ ϵ_U ).

Voz~mem toqku u ∈ U . DlØ izomorfizma p ∈ P(ker b_u) opredelim izomorfizm I(p) sledu¸weæ kommutativnoæ diagrammoæ.

ker c_u ⊖ im b_u^{I(p)}−→ τ_u(Y ) ⊖ τ_u(U )

coker b_u^{ι(p)−} 1 −−−−→ Hom(ker b_u, coker b_u)^{Eu}−−−−→ τ_u(Y )/τ_u(U ) Zdes~ vertikal~nye strelki – oqevidnye izomorfizmy (sußeniØ proekciæ). DlØ izomorfizmov p ∈ P(ker b_u) i q ∈ P(τ_u(U )) postroim ortogonal~nyæ izomorfizm

r(p, q) : ker c_u ⊕ R^2 → τ_u(Y ) ⊕ R,

KVADRATIQNOE SVO`STVO POLUHARAKTERISTIKI 255 soedinØØ ortogonal~nye izomorfizmy

ϕ(I(p)) : ker c_u ⊖ im b_u → τ_u(Y ) ⊖ τ_u(U ), (κ(b_u)p)^{−1} : im b_u → R

i q : R^2 → τ_u(U ), i opredelim operator s(p, q) ∈ O(τ_u(Y ) ⊕ R) formuloæ s(p, q) = r(p, q) W(Y, c)^{−1}_u . DlØ izomorfizma q ∈ P(τ_u(U )) voz~mem tot izomorfizm p ∈ P(ker b_u), pri kotorom det s(p, q) = 1, i poloßim S_u(q) = s(p, q). 7.1. Pust~ N : (Y, c, b) → (U, t, S), X = ∂ Y i M : (X, bX ) → (T, s, R). Togda T = ∂ U .

Esli τ_T (Y ) ⊖ τ_T (X) ⊂ τ_T (U ), to w(Y )_T s^+ = t_T v(U ) i diagramma

P(τ (T ) ⊕ ϵ_T )^R + −−−−→ SO(τ_T (X) ⊕ ϵ^2_T ) v(U )_∗ (w(Y )T )∗ P(τ_T (U ))^{ST}−−−−→ SO(τ_T (Y ) ⊕ ϵ_T ) kommutativna.

�to sleduet iz postroeniØ i 6.1. �

§8. Nahoßdenie poluharakteristiki mnogoobraziØ Cel~ fftogo paragrafa – dokazatel~stvo lemmy 8.7.

Gomomorfizm jn. Pust~ n ≡ 1 (mod 4). Formula [T, Σ] → j(T, Σ)

opredelØet gomomorfizm j_n : Π^n_1 → Z_2 [5].

Gomomorfizm kn. Pust~ n ≡ 1 (mod 4). Formula [X] → k(X)

opredelØet gomomorfizm k_n : ω_n → Z_2 [3, Theorem 12.1].

Gomomorfizm hn (sr. [3, Theorem 13.4]). Pust~ n ≡ 1 (mod 2).

Postroim gomomorfizm h_n : ω_n → Π^n_1 .

Pust~ dano kompaktnoe orientirovannoe mnogoobrazie X^n. Snabdim ego rimanovoæ strukturoæ i vyberem nevyroßdennyæ lineænyæ morfizm a : ϵC_X → τ (X). Pust~ M : (X, a) → (T^1, s, R). Poloßim h_n([X]) = [T, Γ(s, R)].

Proverim korrektnost~. Pust~ dany orientirovannyæ kobordizm Y^{n+1} i tonkaØ struktura c na nem; pust~ orientirovannye mnogoobraziØ X_± = ∂_± Y snabßeny rimanovoæ strukturoæ i pust~ M : (X_±, a_±) → (T^1_±, s_±, R_±).

256 S. S. PODKORYTOV Pokaßem, qto pary (T_±, Γ(s_±, R_±)) Pin^n-kobordantny. Pust~ n > 1 (rassmotrenie sluqaØ n = 1 opuskaetsØ). Prodolßim morfizmy a_± do nevyroßdennogo lineænogo morfizma b : ϵC_Y → ker c. Prodolßim rimanovu strukturu s kraØ na vse ∂-mnogoobrazie Y . Pust~ N : (Y, c, b) → (U^2, t, S). Togda ∂_± U = T_±. Budem sqitat~, qto τ_{∂ U} (Y ) ⊖ τ_{∂ U} (X) ⊂ τ_{∂ U} (U ) (ffto moßno bylo obespeqit~ pri vybore prodolßeniØ rimanovoæ struktury, tak kak poverhnost~ U ot nego ne zavisit). Iz 7.1 (s uqetom togo, qto izomorfizm w(Y ) sohranØet orientaci¸) i 3.1 sleduet, qto Pin^n-struktury Γ(s_±, R_±) i ∂_± Γ(t, S) izomorfny. Korrektnost~ proverena. Additivnost~ otobraßeniØ h_n oqevidna.

8.1. L¸boæ fflement gruppy ωn, n ≡ 1 (mod 2), n ¿ 5, predstav&im

odnosvØznym mnogoobraziem.

Dokazatel~stvo. Pust~ X^n – kompaktnoe orientirovannoe mno-

goobrazie. PrikleivaØ k kobordizmu X × [−1, 1] ruqki indeksov 0, 1 i 2, postroim odnosvØznyæ orientirovannyæ kobordizm Y . DobavlØØ ruqki indeksa 2 ili 3, sdelaem ego ffælerovu harakteristiku ravnoæ 0. Po teoreme Puankare–Hopfa kobordizm Y dopuskaet tonku¸ strukturu. Mnogoobrazie ∂_+ Y odnosvØzno, tak kak kobordizm Y odnosvØzen, a “koindeksy” vseh ruqek ne men~xe

3. �

8.2. OdnosvØznoe kompaktnoe orientirovannoe mnogoobrazie X^n,

n ≡ 1 (mod 4), s k(X) = 0 dopuskaet monomorfizm a : ϵC_X → τ (X).

�to sleduet iz [4, Theorem 5.1]. �

8.3. Esli kompaktnoe mnogoobrazie X^n, n ≡ 1 (mod 2), dopuskaet

monomorfizm a : ϵC_X → τ (X), to h_n([X]) = 0. �

8.4. Pust~ n ≡ 1 (mod 4). Togda ker kn ⊂ ker hn.

Moßno proverit~, qto ker k_1 = 0. Pri n ¿ 5 utverßdenie sleduet iz 8.1, 8.2 i 8.3. �

Poloßim S^n = { t ∈ R^{n+1} : |t| = 1 } – so standartnoæ orientacieæ.

8.5. Pust~ n ≡ 1 (mod 4). Togda jn ∘ hn ([S^n]) = 1.

Dokazatel~stvo. Pust~ F : S^n → C – sußenie s¸r¨ektivnogo

lineænogo otobraßeniØ R^{n+1} → C . Opredelim nevyroßdennyæ lineænyæ morfizm a : ϵC_Sn → τ (S^n), polagaØ a_x = (d_xF )^∗, x ∈ S^n.

KVADRATIQNOE SVO`STVO POLUHARAKTERISTIKI 257 Pust~ M : (S^n, a) → (T, s, R) i Γ(s, R) = (σ, p). Togda T – okrußnost~, i, kak netrudno ponØt~, nakrytie σ trivial~no. �

8.6. Pust~ n ≡ 1 (mod 4). Togda kn = jn ∘ hn.

�to sleduet iz 8.4 i 8.5. �

8.7. Lemma. Pust~ M : (X^n, a) → (T, s, R), n ≡ 1 (mod 4), i mnogo-

obrazie X orientirovano. Togda k(X) = j(T, Γ(s, R)).

�to sleduet iz 8.6. �

Vopros. Kak naæti poluharakteristiku mnogoobraziØ po mno-

ßestvu kritiqeskih znaqeniæ ego obwego otobraßeniØ v ploskost~? (Moßno uqityvat~ kakie-nibud~ “metki” na fftom mnoßestve.)

§9. Poluharakteristika podmnogoobraziæ KonstrukciØ Φ : (V, A, F, L, X) → (T, f, g). Pust~ dany rimanovo

mnogoobrazie V , lineænyæ morfizm A : ϵC_V → τ (V ), gladkoe otobraßenie F : V → C , lineænyæ morfizm L : Cliff_0(τ (V ) ⊕ ϵ_V ) → ϵ_V i kompaktnoe orientirovannoe podmnogoobrazie X^n ⊂ V , n ≡ 1 (mod 4). Pust~ p : τ_X (V ) → τ (X) – morfizm ortogonal~noæ proekcii. Predpoloßim, qto lineænyæ morfizm a = pA_X nevyroßden. Pust~ M : (X, a) → (T^1, s, R). SqitaØ, qto Cliff_0(τ (X) ⊕ ϵ_X ) ⊂ Cliff_0(τ_X (V ) ⊕ ϵ_X ) (podrazumevaetsØ monomorfizm, inducirovannyæ morfizmom vkl¸qeniØ τ (X) → τ_X (V )), opredelim kompleksno-lineænyæ morfizm l : Cliff_0(τ (X) ⊕ ϵ_X ) → ϵC_X , polagaØ

l_x(u) = (L_x(u) − iL_x(iu))/2, u ∈ Cliff_0(τ_x(X) ⊕ R), x ∈ X. Predpoloßim, qto f = F |T – pogrußenie. Pust~ Θ : (T, τ_T (X) ⊕ ϵ_T , s, R, l, f) → g (predpoloßim, qto ffto postroenie vypolnimo).

9.1. Pust~ Φ : (V, A, F, L, X^n) → (T^1, f, g). Predpoloßim, qto po-

grußenie f samotransversal~no. Togda k(X) = δ_2(f) + deg_2 g.

�to sleduet iz lemm 8.7 i 4.1. �

258 S. S. PODKORYTOV 9.2. Pust~ Φ : (V, A, F, L, Xj) → (Tj , fj, gj), j = 1, 2. Pust~ O ⊂ V – otkrytoe mnoßestvo. Togda esli X_1 ∩ O = X_2 ∩ O (s uqetom orientaciæ), to T_1 ∩ O = T_2 ∩ O i na fftom mnoßestve f_1 = f_2 i g_1 = g_2. �

9.3. Pust~ V – rimanovo mnogoobrazie, X^n_j ⊂ V , n ≡ 1 (mod 4),

j = 1, . . ., N , – nabor kompaktnyh orientirovannyh podmnogoobraziæ. Togda suwestvu¸t lineænyæ morfizm A : ϵC_V → τ (V ), gladkoe otobraßenie F : V → C i lineænyæ morfizm

L : Cliff_0(τ (V ) ⊕ ϵ_V ) → ϵ_V

takie, qto postroeniØ Φ : (V, A, F, L, X_j) → (T_j , f_j, g_j), j = 1, . . ., N, vypolnimy i poluqa¸wiesØ pogrußeniØ f_j samotransversal~ny.

Dostatoqno vzØt~ obwu¸ troæku (A, F, L). �

Dokazatel~stvo teoremy 0.2. Snabdim mnogoobrazie V rima-

novoæ strukturoæ. Ispol~zuem 9.3: pust~ Φ : (V, A, F, L, X_j) → (T_j , f_j, g_j), j = 1, . . . , N, priqem pogrußeniØ f_j samotransversal~ny. Pust~ c ∈ C – regulØrnoe znaqenie otobraßeniæ g_j, j = 1, . . . , N . Po 9.1,

k(X_j ) = δ_2(f_j ) + |g^{−1}_j (c)|_2, j = 1, . . ., N.

V silu 9.2 iz predpoloßeniØ teoremy sleduet, qto pri summirovanii po indeksu j kaßdoe iz slagaemyh daet 0. �

Literatura

1. M. F. At~Ø, I. M. Zinger, Indeks fflliptiqeskih operatorov. V. — Uspehi mat. nauk 27, No. 4 (1972), 179–188.

2. U. Karras, M. Kreck, W. D. Neumann, E. Ossa, Cutting and pasting of manifolds;

SK-groups. Boston, Publish or Perish, Inc. (1973).

3. U. Koschorke, Vector fields and other vector bundle morphisms – a singularity approach. Lect. Notes Math., 847 (1981).

4. M. F. Atiyah, Vector fields on manifolds. Arbeitsgemeinschaft Forsch. Nordrhein-Westfalen, Heft 200 (1970).

5. R. C. Kirby, L. R. Taylor, Pin structures on low-dimensional manifolds. — London Math. Soc. Lect. Notes Ser. 151 (1990), 177–242.

6. N. Keæper, Gomotopiqeskiæ tip unitarnoæ gruppy gil~bertova pro-

stranstva. — V kn.: M. At~Ø, Lekcii po K-teorii, Mir, M. (1967).

KVADRATIQNOE SVO`STVO POLUHARAKTERISTIKI 259 Podkorytov S. S. Quadratic property of the rational semicharacteristic. Let n ≡ 1 (mod 4). Let V be a manifold, E_n(V ) the set of germs of n-dimensional oriented submanifolds of V , and !E_n(V ) the Z_2-module of

all Z2-valued functions on En(V ). For a oriented submanifold X^n ⊂ V

let 1(X) ∈ !En(V ) be the indicator function of the set of germs of X.

It is proved that there exists a quadratic map q : !E_n(V ) → Z_2 such that for any compact oriented submanifold X^n ⊂ V one has the relation

q(1(X)) = k(X), where k(X) is the (rational) semicharacteristic of X^n,

i.e., the residue class defined by the formula

k(X) = ∑ r≡0 (mod 2)

dim H_r(X; Q) mod 2 ∈ Z_2.

Postupilo 19 fevralØ 2000 g.

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN

email ssp@r410.pdmi.ras.ru