Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 268, 2000 g.

ı. A. Al~pin, H. D. Ikramov

RACIONAL^NYE PROCEDURY V ZADAQE OB OBWIH INVARIANTNYH PODPROSTRANSTVAH PARY MATRIC

1. Vvedenie

Pust~ zadany kompleksnye n × n – matricy A i B. Moßno li ustanovit~ naliqie (ili otsutstvie) obwego invariantnogo podprostranstva razmernosti p, 1 ≤ p < n, posredstvom procedury, ispol~zu¸weæ lix~ koneqnoe qislo arifmetiqeskih operaciæ s fflementami matric? (Imenno takie procedury my nazyvaem racional~nymi.) Legko predloßit~ dostatoqnoe racional~noe proverØemoe uslovie – ffto kommutiruemost~ matric A i B. Kak izvestno, v fftom sluqae matricy ime¸t obwie invariantnye podprostranstva l¸boæ razmernosti. Odnako i nekommutiru¸- wie matricy mogut imet~ netrivial~noe obwee invariantnoe podprostranstvo. DlØ razmernosti p = 1 racional~noe neobhodimoe i dostatoqnoe uslovie poluqeno v [1] (sm. takße obzor [2]). Dal~neæxee prodvißenie v zadaqe ob obwih sobstvennyh podprostranstvah okazalos~ svØzannym s izuqeniem podalgebry A(A, B), poroßdaemoæ matricami A i B v polnoæ podalgebre M_n kompleksnyh matric porØdka n. Suwestvennu¸ rol~, kak vidno iz dal~neæxego izloßeniØ (sledu¸wego stat~Øm [3–7]), igra- ¸t svoæstva poluprostoty, ponØtiØ radikala i cokolØ algebry A(A, B). Harakter izloßeniØ takov, qto vo mnogih sluqaØh my ograniqivaemsØ formulirovkoæ rezul~tata, ego obsußdeniem i ssylkoæ na bolee polnye istoqniki. Kak ffto qasto delaetsØ, my otoßdestvlØem matricu A s lineænym operatorom v prostranstve kompleksnyh stolbcov C^n, deæstvu¸wim po pravilu x → Ax. Vse podprostranstva, upominaemye v stat~e, leßat v C^n; ffto ne budet special~no ogovarivat~sØ. SvedeniØ iz teorii algebr privodØtsØ lix~ v toæ obwnosti, kotoraØ nußna dlØ naxih celeæ, – dlØ associativnyh algebr kompleksnyh matric koneqnogo porØdka. V bolee obwem vide ffta teoriØ izloßena v knigah [8– 9

10 ı. A. AL^PIN, H. D. IKRAMOV 11].

2. Kriteriæ Xemexa. KondensirovannaØ forma pary matric i eœ priloßeniØ

My naqnœm s voprosa o suwestvovanii odnomernogo obwego invariantnogo podprostranstva, inaqe govorØ, obwego sobstvennogo vektora, dvuh matric. Udivitel~no, no fftot estestvennyæ vopros byl postavlen i rexœn sravnitel~no (s vozrastom lineænoæ algebry) nedavno [1]. Privedœm ffto rexenie.

Teorema 1. Obwiæ sobstvennyæ vektor dlØ A i B suwestvuet

togda i tol~ko togda, kogda podprostranstvo

N_1 = n−1⋂ k,l=1 ker [ A^k, B^l ] (1) imeet poloßitel~nu¸ razmernost~.

Simvol [F, G] est~ standartnoe oboznaqenie kommutatora F G− GF matric G i F . Podlinnyæ smysl podprostranstva N_1 vyraßaetsØ zameqaniem iz [?], kotoroe my sformuliruem v vide teoremy.

Teorema 2. Podprostranstvo N1 invariantno otnositel~no

obeih matric A i B, priqœm A i B perestanovoqny na N_1. VsØkoe obwee invariantnoe podprostranstvo dlØ A i B, na kotorom ffti matricy perestanovoqny, soderßitsØ v N_1.

Skaßem, qto matricy A i B qastiqno kommutiru¸t, esli oni ime¸t obwiæ sobstvennyæ vektor, to est~, esli prostranstvo N_1 imeet poloßitel~nu¸ razmernost~.

Suwestvenno, qto podprostranstvo N_1 nahoditsØ racional~- no: vyqislenie ego bazisa svoditsØ k rexeni¸ sistemy lineænyh uravneniæ Lx = 0 s matriceæ kofffficientov L = [A, B] . . [ A^{n−1}, B^{n−1} ] , sostavlennoæ iz kommutatorov, vhodØwih v formulu (1).

My ispol~zuem teoremu 2 dlØ privedeniØ matric A i B posredstvom odnogo podobiØ k special~noæ bloqno-treugol~noæ forme.

RACIONAL^NYE PROCEDURY 11

Teorema 3 [3]. Pust~ A i B – qastiqno kommutiru¸wie matri-

cy. Togda suwestvuet podobie P , privodØwee ffti matricy k vidu

R = R_{11} R_{12} . . . R_{1,k−1} R_{1,k} R_{22} . . . R_{2,k−1} R_{2,k} . . . . . . . . . R_{k−1,k−1} R_{k−1,k} R_{kk} ,

S = S_{11} S_{12} . . . S_{1,k−1} S_{1,k} S_{22} . . . S_{2,k−1} S_{2,k} . . . . . . . . . S_{k−1,k−1} S_{k−1,k} S_{kk} ,

gde diagonal~nye bloki R_{ii}, S_{ii} (i = 1, ..., k −1) kommutiru¸t, a bloki R_{kk}, S_{kk} libo kommutiru¸t, libo ne ime¸t obwego sobstvennogo vektora (to est~ ne qastiqno kommutiru¸t). Matrica P vyqislØetsØ racional~no.

Dokazatel~stvo. Iz teoremy 2 sleduet, qto, vybrav matricu

podobiØ P_1 tak, qtoby pervye ee stolbcy sostavlØli bazis v N_1, poluqim sledu¸wie podobnye formy dlØ A i B:

R_1 = P^{−1}_1 AP_1 = [ R_{11} R̃_{12} 0 R̃_{22} ] , S_1 = P^{−1}_1 BP_1 = [ S_{11} S̃_{12} 0 S̃_{22} ] . Zdes~ R_{11}, S_{11} – matricy sußeniØ operatorov A i B na invariantnoe podprostranstvo N_1. Matricy R_{11}, S_{11} kommutiru¸t.

Esli matricy R̃_{11}, S̃_{11} qastiqno kommutiru¸t, to primenim k nim analogiqnoe preobrazovanie podobiØ. Sostaviv podhodØwu¸ matricu P_2 dlØ matric R_1, S_1 , poluqim na vtorom xage takie podobnye formy dlØ A i B:

R_2 = P^{−1}_2 R_1P_2 =

R_{11} R_{12} R̃_{13} 0 R_{22} R̃_{23} 0 0 R̃_{33} ,

S_2 = P^{−1}_2 S_1P_2 =

S_{11} S_{12} S̃_{13} 0 S_{22} S̃_{23} 0 0 S̃_{33} ,

12 ı. A. AL^PIN, H. D. IKRAMOV gde pary R_{11}, S_{11} i R_{22}, S_{22} kommutiru¸t. Kommutator [R_2, S_2] imeet bloqnyæ vid 0 C_{12} C̃_{13} 0 0 C̃_{23} 0 0 C̃_{33} . Zametim, qto C_{12} ≠ 0. Deæstvitel~no, protivnoe predpoloßenie ravnosil~no tomu, qto podmatricy [ R_{11} R_{12} 0 R_{22} ] , [ S_{11} S_{12} 0 S_{22} ] . perestanovoqny. No esli tak, to imeetsØ invariantnoe dlØ A i B podprostranstvo, sobstvenno soderßawee podprostranstvo N_1, i takoe, na kotorom A i B kommutiru¸t. �to protivoreqit teoreme 2.

ProdolßaØ proceduru vydeleniØ kommutiru¸wih blokov, poka ffto vozmoßno, poluqim opisannye v formulirovke teoremy matricy R i S. Matricy P_1, P_2, ..., P_{k−1} vyqislØ¸tsØ, kak vidno iz ih opredeleniØ, racional~no. Sledovatel~no, i rezul~tiru- ¸waØ matrica podobiØ P = P_1P_2 · ... · P_{k−1} vyqislØetsØ racional~no.

Esli bloki R_{kk}, S_{kk} kommutiru¸t, to budem govorit~, qto matricy A i B privodØtsØ k kondensirovannoæ forme (a), esli ße oni ne qastiqno kommutiru¸t, – qto A i B privodØtsØ k kondensirovannoæ forme (b).

Iz dokazatel~stva teoremy vidno, qto v vybore matric P_1, P_2, ... imeetsØ proizvol, sledovatel~no, kondensirovannye formy opredelØ¸tsØ ne edinstvennym obrazom. No porØdki diagonal~nyh blokov i qislo k ne zavisØt ot fftogo proizvola. Nazovœm qislo k indeksom kondensirovannoæ formy. Esli A i B kommutiru¸t, poloßim k = 1.

Rassmotrim kommutator kondensirovannyh form

T = [R, S] = 0 T_{12} . . . T_{1,k−1} T_{1,k} 0 . . . T_{1,k−1} T_{1,k} . . . . . . . . . 0 T_{k−1,k} T_{k,k} .

Zdes~ T_{12}, ..., T_{k−2,k−1} – nenulevye bloki, a bloki T_{k−1,k}, T_{k,k} ne mogut byt~ nulevymi odnovremenno. Iz fftogo nabl¸deniØ sleduet privodimaØ niße ocenka dlØ ranga kommutatora.

RACIONAL^NYE PROCEDURY 13

Teorema 4 [3]. Pust~ A i B – qastiqno kommutiru¸wie matricy

s indeksom kondensirovannoæ formy, ravnym k. Togda rank[A, B] ≥ k − 1. Rassmotrim dva primeneniØ kondensirovannoæ formy.

1. Problema trianguliruemosti pary matric. Vopros o tom,

moßno li dve matricy odnim podobiem privesti k treugol~nomu vidu – odin iz staryh voprosov lineænoæ algebry. Izvesten kriteriæ MakkoØ [12, 13]:

Teorema 5. Matricy A i B odnovremenno trianguliruemy togda

i tol~ko togda, kogda matrica p(A, B)[A, B] (2) nil~potentna dlØ vsØkogo mnogoqlena p(s, t) s kompleksnymi kofffficientami ot nekommutiru¸wih peremennyh s i t.

Uslovie teoremy MakkoØ predpolagaet proverku nil~potentnosti beskoneqnogo qisla matric (2). Bolee fflementarnoe dokazatel~stvo fftoæ teoremy [14, 15] takße ne soderßit racional~- noæ procedury proverki vypolneniØ usloviØ teoremy. Sledu- ¸wee utverßdenie pokazyvaet, qto takoæ proceduroæ ØvlØetsØ process privedeniØ pary A, B k kondensirovannoæ forme.

Teorema 6. Matricy A i B togda i tol~ko togda odnovremenno

trianguliruemy, kogda oni privodØtsØ k kondensirovannoæ forme (a).

Dokazatel~stvo. Dostatoqnost~. Pust~ Qi – matrica podobiØ,

privodØwaØ kommutiru¸wie bloki R_{ii}, S_{ii} k treugol~nomu vidu. Togda bloqno-diagonal~naØ matrica diag(Q_1, ..., Q_k) trianguliruet A i B.

Neobhodimost~. Pust~ A i B sovmestno trianguliruemy. To-

gda oni, oqevidno, qastiqno kommutiru¸t. Dokaßem, qto process, opisannyæ v dokazatel~stve teoremy 3, privodit ffti matricy imenno k forme (a). Dopustim protivnoe: itogom raboty algoritma ØvlØetsØ forma (b) – matricy R_{kk}, S_{kk} ne ime- ¸t obwego sobstvennogo vektora. Matricy, ne ime¸wie obwego sobstvennogo vektora, ne mogut byt~ odnovremenno trianguliruemy. DlØ nih, soglasno teoreme 5, naædœtsØ takoæ mnogoqlen

14 ı. A. AL^PIN, H. D. IKRAMOV

p_0(s, t), qto matrica p_0(R_{kk}, S_{kk})[R_{kk}, S_{kk}] nenil~potentna. No togda i matrica p_0(R, S)[R, S] nenil~potentna, i to ße verno, esli v poslednem vyraßenii matricy R i S zamenit~ na podobnye im matricy A i B sootvetstvenno. Poluqili, ! qto dlØ A i B ne vypolneno uslovie teoremy MakkoØ, qto protivoreqit predpoloßeni¸ o sovmestnoæ trianguliruemosti A i B.

Drugoæ metod racional~nogo razrexeniØ voprosa ob odnovremennoæ trianguliruemosti, svØzannyæ s algebrami Li i idealami associativnyh algebr sm. v [16].

2. Pary LaffeØ. Ewœ odno primenenie kondensirovannoæ for-

my otnositsØ k zameqatel~nomu rezul~tatu LaffeØ [17]:

Teorema 7. Esli rank[A, B] = 1 (v fftom sluqae my govorim, qto

A i B sostavlØ¸t paru LaffeØ), to matricy A i B sovmestno trianguliruemy.

OkazyvaetsØ, qto pary LaffeØ ime¸t osobenno prostu¸ kondensirovannu¸ formu.

Teorema 8 [3]. . Pust~ A, B – para LaffeØ. Togda ona privoditsØ

k forme (a) vida R = [ R_{11} R_{12} 0 R_{22} ] , S = [ S_{11} S_{12} 0 S_{22} ] . Dokazatel~stvo. To, qto para LaffeØ privoditsØ k forme (a),

nemedlenno sleduet iz teorem 6 i 7. Ostalos~ dokazat~, qto indeks formy raven dvum. PrimenØØ teoremu 4 k naxemu sluqa¸, poluqim k − 1 ≤ rank[A, B] = 1 ⇒ k ≤ 2.

Poskol~ku A i B ne kommutiru¸t (k ≠ 1), imeem (k = 2).

Zameqanie. Esli rang kommutatora interpretirovat~ kak me-

ru perestanovoqnosti matric, to pary LaffeØ – blißaæxie k kommutiruemosti. Teorema 2 podderßivaet fftu harakteristiku s drugoæ toqki zreniØ. A imenno, pary LaffeØ ime¸t naimen~- xiæ indeks kondensirovannoæ formy sredi nekommutiru¸wih par.

RACIONAL^NYE PROCEDURY 15

3. Standartnye mnogoqleny. Obobwenie teoremy Xemexa

Teorema 2 moßet byt~ obobwena s pomow~¸ ponØtiØ standartnogo mnogoqlena. Napomnim, qto standartnym mnogoqlenom stepeni r nazyvaetsØ mnogoqlen ot nekommutiru¸wih peremennyh x_1, ..., x_r sledu¸wego vida S_r (x_1, ..., x_r) = ∑ (sign(σ))x_{σ(1)}, ..., x_{σ(r)}. Zdes~ summirovanie proizvoditsØ po vsem perestanovkam iz simvolov 1,...,r. V qastnosti, pri r = 2,

S_2(x_1, x_2) = x_1x_2 − x_2x_1.

Soglasno klassiqeskoæ teoreme Amicura–Levickogo [9] dlØ l¸bogo nabora matric C_1, ..., C_{2k} ∈ M_l, l ≤ k spravedlivo ravenstvo S_{2k}(C_1, ...C_{2k}) = 0.

Pri fftom dlØ l¸bogo l, l ≥ k + 1, suwestvuet nabor G_1, ..., G_{2k} matric porØdka l, dlØ kotorogo S_{2k}(G_1, ..., G_{2k}) ≠ 0. Drugimi slovami, algebra M_l udovletvorØet toßdestvu !

S_{2k} = 0 pri l ≤ k, ! i ne udovletvorØet pri l ≥ k + 1.

Matricy p(A, B) (sm. formulirovku teoremy 5) sostavlØ¸t podalgebru polnoæ matriqnoæ algebry M_n, poroßdennu¸ matricami A, B. Oboznaqim fftu podalgebru A = A(A, B). Inaqe moßno opredelit~ A kak naimen~xee (otnositel~no vkl¸qeniØ) podmnoßestvo M_n, soderßawee matricy I, A, B i zamknutoe otnositel~no umnoßeniØ i sloßeniØ matric i umnoßeniØ matric na kompleksnye qisla. Esli podprostranstvo invariantno otnositel~no matric A i B, to ono, ponØtno, invariantno otnositel~no l¸boæ matricy iz A(A, B), to est~, invariantno otnositel~no algebry A. Soglasno teoreme Bernsaæda ( sm., naprimer, [8]), podalgebra algebry M_n ne imeet netrivial~nyh invariantnyh podprostranstv tol~ko togda, kogda ona sovpadaet s M_n.

Rassmotrim sußeniØ operatorov iz A(A, B) na invariantnoe podprostranstvo L. �ti sußeniØ obrazu¸t algebru, kotoru¸ my oboznaqim A|L. PoslednØØ poroßdaetsØ matricami A|L i B|L i moßet rassmatrivat~sØ kak podalgebra v M_p, gde p = dim L. Ona sovpadaet s M_p, kak sleduet iz teoremy Bernsaæda, tol~ko v tom

16 ı. A. AL^PIN, H. D. IKRAMOV sluqae, kogda L ne soderßit A-invariantnyh podprostranstv, otliqnyh ot {o} i L. V poslednem sluqae govorØt, qto L – neprivodimoe invariantnoe podprostranstvo.

Spravedlivo sledu¸wee obobwenie teoremy 2.

Teorema 9 [4, 5]. Poloßim

N_k = ∩ ker(S_{2k}(C_1, ..., C_{2k})C_{2k+1}, (3)

gde pereseqenie beretsØ po vsevozmoßnym naboram matric C_1, ..., C_{2k+1} ∈ A(A, B). Prostranstvo N_k predstavlØet soboæ invariantnoe podprostranstvo algebry A, na kotorom ffta algebra udovletvorØet toßdestvu S_{2k} = 0. Poslednee oznaqaet, qto dlØ vseh x ∈ N_k S_{2k}(C_1, ..., C_{2k})x = 0 ∀C_1, ..., C_{2k} ∈ A. (4) VsØkoe invariantnoe podprostranstvo, na kotorom vypolnØetsØ toßdestvo S_{2k} = 0, soderßitsØ v N_k.

Pri k = 1 formula 3 daet opisanie N_1, otliqnoe ot formuly (1) N_1 = ∩ ker([C_1, C_2]C_3) ! ∀C_1, C_2, C_3 ∈ A.

Poskol~ku funkciØ S_{2k} lineæna po kaßdomu argumentu, to, qtoby opredelit~ podprostranstvo N_k, pereseqenie v (3) dostatoqno organizovat~ po koneqnomu mnoßestvu naborov C_1, ..., C_{2k+1}, v kotoryh kaßdoe C_i, nezavisimo ot proqih probegaet fflementy nekotorogo bazisa algebry A. Kak pokazano v [3], bazis A(A, B) vyqislØetsØ racional~no. Rassußdenie, analogiqnoe provedœnnomu ranee dlØ N_1, svodit vyqisleniØ bazisa N_k k rexeni¸ nekotoroæ sistemy lineænyh odnorodnyh uravneniæ. Takim obrazom, N_k vyqislØetsØ racional~no. Otmetim oqevidnye vkl¸qeniØ:

{0} ≡ N_0 ⊂ N_1 ⊂ ... ⊂ N_n = C^n (5)

Iz sledu¸wih teorem vyØsnØetsØ pol~za podprostranstv N_k dlØ issledovaniØ problemy invariantnyh podprostranstv.

Teorema 10. Pust~ podprostranstvo L invariantno otnosi-

tel~no algebry A(A, B). Togda

1) esli dim L ≤ k, to L ⊆ N_k,

RACIONAL^NYE PROCEDURY 17

2) esli dim L ≥ k + 1, i L neprivodimo, to L ⊈ N_k.

Dokazatel~stvo. V sluqae 1) algebra A|L kak podalgebra Ml,

gde l = dim L, udovletvorØet toßdestvu S_{2k} = 0. Sledovatel~no, ravenstva (4) verny dlØ vseh x ∈ L, i po teoreme 9 L ⊆ N_k. V sluqae ße 2) podalgebra A|L sovpadaet s M_l, i v silu teoremy Amicura–Levickogo ne udovletvorØet toßdestvu S_{2k} = 0. No togda teorema 9 vleqœt, qto L ⊈ N_k.

Teper~ legko dokazat~ obobwenie teoremy 1.

Teorema 11. Nenulevoe A(A, B)-invariantnoe podprostranstvo

razmernosti, ne prevoshodØweæ k, suwestvuet togda i tol~ko togda, kogda N_k ≠ {0}.

Deæstvitel~no, esli takoe podprostranstvo est~, to ono, kak utverßdaetsØ v teoreme 10, soderßitsØ v N_k. Sledovatel~no, N_k ≠ 0. Naoborot, pust~ N_k ≠ 0. Podprostranstvo N_k soderßit nenulevoe neprivodimoe podprostranstvo, razmernost~ kotorogo, soglasno teoreme 10, ne prevyxaet k.

Vopros o tom, imeet li algebra A invariantnoe podprostranstvo razmernosti, v toqnosti ravnoæ k, okazyvaetsØ bolee trudnym. Racional~nyæ algoritm, rexa¸wiæ fftot vopros, predloßen v [18], odnako, fftot algoritm soderßit suwestvennoe ograniqenie: hotØ by odna iz dvuh matric, poroßda¸wih algebru, ne dolßna imet~ kratnyh sobstvennyh znaqeniæ. DlØ matric obwego poloßeniØ my dokaßem racional~nu¸ razreximost~ dvuh voprosov:

a) suwestvuet li neprivodimoe invariantnoe k-mernoe podprostranstvo,

b) suwestvuet li 2-mernoe invariantnoe podprostranstvo. Vnaqale zaæmœmsØ poluprostymi algebrami.

4. Sluqaæ poluprostyh algebr i ∗-algebr

Matrica C ∈ A nazyvaetsØ sobstvenno nil~potentnym fflementom algebry A, esli matrica CQ nil~potentna pri vsØkoæ matrice Q ∈ A. Sovokupnost~ R sobstvenno nil~potentnyh matric nazyvaetsØ radikalom algebry A. Esli radikal sostoit lix~ iz nulevoæ matricy, to algebra nazyvaetsØ poluprostoæ. Ispol~zuØ izvestnye svoæstva sleda, radikal moßno opisat~ (sm., naprimer, [10]), kak mnoßestvo matric C ∈ A, dlØ kotoryh tr(CQ) = 0 ∀Q ∈ A.

18 ı. A. AL^PIN, H. D. IKRAMOV

Esli izvesten bazis E_1, ..., E_t algebry, to dostatoqno proverit~ ravenstva tr(CE_j) = 0, j = 1, ..., t. DlØ prinadleßnosti matricy C = x_1E_1 + ... + x_tE_t radikalu neobhodimo i dostatoqno, qtoby qisla x_1, ..., x_t byli rexeniem sistemy lineænyh uravne- niæ tr(( t∑ i=1 x_iE_i)E_j ) = 0, j = 1, ..., t, Poluprostota, stalo byt~, ravnosil~na nevyroßdennosti matricy kofffficientov (trE_iE_j).

Poskol~ku bazis algebry A(A, B) nahoditsØ racional~no, a pri izvestnom bazise vyqislenie radikala svoditsØ k rexeni¸ sistemy lineænyh uravneniæ, to ots¸da zakl¸qaem, qto vyqislenie radikala algebry A(A, B) i, v qastnosti, ustanovlenie ee poluprostoty, – racional~no razreximaØ zadaqa.

Nam potrebuetsØ ewe sledu¸waØ geometriqeskaØ harakterizaciØ poluprostoty: esli L i U – invariantnye podprostranstva algebry i L ⊆ U , to suwestvuet invariantnoe prØmoe dopolnenie L do U . Ots¸da sleduet, qto v poluprostom sluqae vsØkoe invariantnoe podprostranstvo est~ prØmaØ summa neprivodimyh invariantnyh podprostranstv.

Teorema 12. Pust~ A(A, B) – poluprostaØ algebra. Neprivodimoe

A-invariantnoe podprostranstvo razmernosti k suwestvuet togda i tol~ko togda, kogda dim N_{k−1} < dim N_k.

Dokazatel~stvo. Pust~ ukazannoe v teoreme podprostranstvo

suwestvuet. Po teoreme 10 ono soderßitsØ v N_k, no ne leßit v N_{k−1}. Sledovatel~no, dim N_{k−1} < dim N_k. Naoborot, pust~ vypolneno poslednee neravenstvo, i pust~ Φ_k – takoe invariantnoe podprostranstvo, qto

N_{k−1} ⊕ Φ_k = N_k. (6)

Iz toæ ße teoremy 10 sleduet, qto vse neprivodimye invariantnye podprostranstva, leßawie v Φ_k, ime¸t razmernost~ k, i ffto zaverxaet dokazatel~stvo.

Poskol~ku bazisy, a znaqit i razmernosti podprostranstv N_k vyqislØ¸tsØ racional~no, to uslovie teoremy 12 racional~no proverØemo. Netrudno vyqislit~ i qislo slagaemyh v razloßenii Φ_k v prØmu¸ summu k-mernyh podprostranstv: ono rav-

RACIONAL^NYE PROCEDURY 19 no dim Φ_k/k. Iz formuly (6) Øvstvuet, qto dim Φ_k = dim N_k − dim N_{k−1}.

Rassmotrim vaßnyæ qastnyæ sluqaæ poluprostyh algebr – ∗- algebry. Poslednie harakterizu¸tsØ tem svoæstvom, qto vmeste s kaßdym svoim fflementom G soderßat soprØßennu¸ k G matricu G^∗. Prostranstvo C^n budem teper~ sqitat~ unitarnym, so standartnym skalØrnym proizvedeniem. Ewe odno svoæstvo, harakterizu¸wee ∗-algebry, sostoit v sledu¸wem. Esli L i U invariantnye podprostranstva, i L ⊆ U , to ortogonal~noe dopolnenie L do U toße invariantno. V qastnosti, Φ_k est~ ortogonal~noe dopolnenie N_{k−1} do N_k. Poskol~ku poslednie dva podprostranstva vyqislØ¸tsØ racional~no, to i Φ_k racional~- no vyqislimo. Takim obrazom, racional~no vyqislimo ortogonal~noe razloßenie

C^n = Φk_1 ⊕ Φk_2 ⊕ · · · ⊕ Φk_f (7)

(my uqityvaem zdes~ tol~ko nenulevye slagaemye).

Razloßeni¸ (7) sootvetstvu¸t (takße racional~no vyqislimye) bloqno-diagonal~nye formy matric A i B:

A ∼ A_1 ⊕ A_2 ⊕ · · · ⊕ A_f , B ∼ B_1 ⊕ B_2 ⊕ · · · ⊕ B_f (8)

(simvol ∼ oboznaqaet unitarnoe podobie). Poskol~ku podprostranstvo Φ_{ki} razlagaetsØ v ortogonal~nu¸ summu podprostranstv razmernosti k_i, to para A_i, B_i (i = 1, . . . , f) odnim unitarnym podobiem privoditsØ k prØmoæ summe blokov porØdka k_i: A_i ∼ A_{i1} ⊕ A_{i2} ⊕ · · · ⊕ A_{ili} , B_i ∼ B_{i1} ⊕ B_{i2} ⊕ · · · ⊕ B_{ili} . (9) Summy (9) v obwem sluqae racional~no ne vyqislØ¸tsØ.

Esli, naprimer, A = B, i A – normal~naØ matrica, to (9) est~ spektral~noe razloßenie A, kotoroe, kak pravilo, ne vyqislØetsØ daße v radikalah. Odnako, moßno ukazat~ sledu¸wu¸ vyqislimu¸ harakteristiku razloßeniæ (9). Pust~ μ_i – maksimal~- noe qislo par v posledovatel~nosti (A_{im}, B_{im}), m = 1, . . . , l_i, ne perevodØwihsØ drug v druga odnim unitarnym podobiem. Togda soglasno obobwennoæ teoreme Bernsaæda [8] dim A(A_i, B_i) = μ_ik^2_i . LevaØ qast~ fftogo ravenstva racional~no vyqislima. Sledovatel~no, i qislo μ_i racional~no vyqislimo.

Interesnyæ primer ∗-algebr predstavlØ¸t algebry A(A, A^∗), issledovannye v [19, 20, 6]. V dannom paragrafe my, v osnov-

20 ı. A. AL^PIN, H. D. IKRAMOV nom, sleduem [6], no izloßenie vedetsØ dlØ bolee obwego sluqaØ ∗-algebr A(A, B). Privedem dva specifiqeskih dlØ algebr A(A, A^∗) svoæstva.

A imenno, dlØ takih algebr podprostranstvo N_1 imeet smysl naibol~xego obwego invariantnogo podprostranstva matric A i A^∗, na kotorom sußenie A est~ normal~noaØ matrica.

Krome togo, verna

Teorema 13 [20]. Pust~ d – qislo razliqnyh sobstvennyh znaqeniæ

matricy A porØdka n. Matrica A togda i tol~ko togda budet normal~noæ, kogda dim A(A, A^∗) = d.

5. Kriteriæ suwestvovaniØ dvumernogo obwego invariantnogo podprostranstva dvuh matric

Vnaqale opixem, kak proverit~ naliqie neprivodimogo kmernogo (1 < k < N ) invariantnogo podprostranstva dlØ proizvol~nyh matric A i B (a ne tol~ko takih, dlØ kotoryh A(A, B) – poluprostaØ algebra). Nam potrebuetsØ ponØtie cokolØ algebry. Cokol~ – ffto summa vseh neprivodimyh invariantnyh podprostranstv dannoæ algebry. DrugaØ harakteristika cokolØ sostoit v tom, qto ffto – naibol~xee invariantnoe podprostranstvo, sußenie na kotoroe daet poluprostu¸ algebru [9]. Cokol¸ moßno dat~ ewe sledu¸wee opisanie [5]: ffto mnoßestvo Λ = ⋂ Q∈R ker Q. Esli izvesten bazis, R_1, . . . , R_m radikala R, to vyxeprivedennu¸ formulu moßno zamenit~ formuloæ Λ = m⋂ j=1 ker R_j ili, ffkvivalentno, Λ = ker

R_1 . . R_m . V predyduwem paragrafe bylo otmeqeno, qto bazis radikala algebry A(A, B) nahoditsØ racional~nym vyqisleniem. Poskol~ku vyqislenie Ødra matricy sostoit v rexenii sistemy lineænyh uravneniæ, to prihodim k zakl¸qeni¸: cokol~ algebry A(A, B) nahoditsØ racional~noæ proceduroæ.

Teper~ Øsno, kak racional~noæ proceduroæ proverit~ naliqie k-mernogo neprivodimogo invariantnogo podprostranstva

RACIONAL^NYE PROCEDURY 21 matric A i B. Sleduet vyqislit~ cokol~ Λ algebry A(A, B) i sußenie A|Λ. Zatem s pomow~¸ teoremy 11 rexit~ ukazannyæ vopros dlØ poluprostoæ algebry A|Λ. Tem samym – poskol~ku cokol~ soderßit vse neprivodimye A-invariantnye podprostranstva – on budet rexen i dlØ algebry A(A, B).

Pereædem k voprosu o suwestvovanii dvumernogo invariantnogo podprostranstva. �tot vopros okazyvaetsØ razreximym racional~no. Bolee togo, moßno vyØsnit~: a) suwestvuet li neprivodimoe dvumernoe podprostranstvo, b) suwestvuet li privodimoe podprostranstvo toæ ße razmernosti.

Racional~naØ procedura rexeniØ voprosa o neprivodimom podprostranstve proizvol~noæ razmernosti opisana vyxe v fftom paragrafe. Vopros ße o suwestvovovanii privodimogo podprostranstva razmernosti dva (racional~no) rexaetsØ s pomow~¸ kondensirovannoæ formy. Netrudno videt~, qto utverditel~nyæ otvet poluqaetsØ v toqnosti togda, kogda summa razmerov kommutiru¸wih par blokov kondensirovannoæ formy ne men~xe qem dva. Takim obrazom, privodimogo dvumernogo invariantnogo podprostranstva ne suwestvuet lix~ v dvuh sluqaØh: esli matricy A i B ne ime¸t obwego sobstvennogo vektora, libo, esli kondensirovannaØ forma dlØ A i B imeet vid [ α a 0 A_{22} ] , [ β b 0 B_{22} ] , gde α, β – qisla, a bloki A_{22}, B_{22} ne ime¸t obwego sobstvennogo vektora. Rexenie zadaqi o dvumernom podprostranstve v vide poxagovogo algoritma izloßeno v [4, 5].

Kak netrudno ubedit~sØ, popytka provesti analogiqnoe razbienie na racional~no verificiruemye podsluqai primenitel~no k podprostranstvam razmernosti tri i vyxe uße ne privodit k uspehu.

V zakl¸qenie privedem ewe odno priloßenie ponØtiØ cokolØ k racional~nomu vyqisleni¸ invariantnyh podprostranstv (sm. takße [7]). Rassmotrim algebru, poroßdennu¸ matriceæ A, to est~ algebru vseh mnogoqlenov ot A. Poskol~ku, kak izvestno, neprivodimye invariantnye podprostranstva kompleksnoæ matricy odnomerny, to cokol~ monogennoæ algebry est~ prØmaØ summa odnomernyh invariantnyh podprostranstv, to est~ summa sobstvennyh podprostranstv matricy. Itak, hotØ sobstvennye

22 ı. A. AL^PIN, H. D. IKRAMOV vektory v obwem sluqae ne mogut byt~ vyqisleny daße v radikalah, no lineænaØ oboloqka vseh sobstvennyh vektorov matricy vyqislØetsØ racional~no.

Literatura

1. D. Shemesh, Common eigenvectors of two matrices. Linear Algebra Appl., 62 (1984), 11–18.

2. H. D. Ikramov, N. V. Savel~eva, V. O. Qugunov, O racional~nyh kriteriØh suwestvovaniØ obwih sobstvennyh vektorov ili invariantnyh podprostranstv. Programmirovanie, No. 3 (1997), 43–57.

3. Yu. A. Alpin, L. Elsner, Kh. D. Ikramov, On condensed forms for partially commuting matrices. Linear Algebra Appl., 306 (2000), 165–182.

4. ı. A. Al~pin, H. D. Ikramov, O racional~noæ procedure, proverØ¸weæ naliqie dvumernogo obwego invariantnogo podprostranstva u zadannoæ pary matric. Dokl. RAN., 371, No. 4 (2000), 439–441.

5. Yu. A. Alpin, A. George, Kh. D. Ikramov, Solving the two-dimensional CIS problem by a rational algorithm. Linear Algebra Appl., 312 (2000), 115–123.

6. ı. A. Al~pin, H. D. Ikramov, O rexenii obobwennoæ zadaqi Dßokoviqa.

Dokl. RAN., 372, No. 5 (2000), 583–585.

7. ı. A. Al~pin, H. D. Ikramov, Dokl. RAN., 371, No. 5 (????), 583-584. 8. B. L. Van der Varden, Algebra. M.: Nauka (1979). 9. R. Pirs, Associativnye algebry. M.: Mir (1986).

10. N. G. Qebotarev, Vvedenie v teori¸ algebr. M.: Gostehizdat (1949). 11. ı. A. Drozd, V. V. Kiriqenko, Koneqnomernye algebry. Kiev.: Viwa xkola (1980).

12. N. H. McCoy, On the characteristic roots of matrix polinomials. Bull. Amer.

Math. Soc., 42 (1936), 592-600.

13. R. Horn, R. Dßonson, Matriqnyæ analiz. M.: Mir (1989).

14. M. P. Drazin, J. W. Dungey, K. W. Gruenberg, Some theorems on commutative matrices. J. London Math. Soc., 26 (1951), 221–228.

15. V. V. Prasolov, Zadaqi i teoremy lineænoæ algebry. M.: Nauka (1996). 16. ı. A. Al~pin, N. A. Korexkov, Ob odnovremennoæ trianguliruemosti matric. Matem. zametki., No. 9 (2000).

17. T. J. Laffey, Simultaneous triangularization of matrices – low-rank cases and the nonderogatory case. Linear and Multilinear Algebra, 6 (1978), 269–305.

18. A. George, Kh. D. Ikramov, Common invariant subspaces of two matrices. Linear Algebra Appl., 287 (????), 171–179.

19. D. Z̆. Doković, Unitary similarity of projectors. Aequations Math., 42 (1991), 220–224.

20. H. D. Ikramov, V. N. Qugunov, Ob algebrah, poroßdaemyh parami soprØßennyh matric. Vestn. Mosk. un-ta, ser. 15, Vyqisl. matem. i kibern.,

No. 1 (1999), 49–50.

Alpin Yu. A., Ikramov Kh. D. Rational procedures in the problem of common invariant subspaces of two matrices.

RACIONAL^NYE PROCEDURY 23 The paper discusses criteria of the existence of common invariant subspaces of two complex matrices verifiable in a finite number of arithmetic operations.

Postupilo 2 oktØbrØ 2000 g. Kazanskiæ gosudarstvennyæ universitet

Moskovskiæ gosudarstvennyæ universitet