Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 268, 2000 g.

L. ı. Kolotilina SLUQA` RAVENSTVA V OBOBWENNOM NERAVENSTVE VILANDTA

Pust~ A ∈ C n^×n, n > 2, – ffto ffrmitova poloßitel~no opredelennaØ matrica i pust~ x, y ∈ C n – nenulevye vektory. Neravenstvo Vilandta [3] (sm. takße [2, teorema 7.4.34]) utverßdaet, qto esli x^∗y = 0, to |x^∗Ay|^2 6 ( λ_1 − λn λ_1 + λn

)_2 x^∗Ax y^∗Ay, (1) gde λ_1 > λ_2 > . . . > λn – ffto sobstvennye znaqeniØ matricy A, uporØdoqennye v porØdke nevozrastaniØ.

Bauffr i Hauzhol~der [1, sledstvie II] poluqili sledu¸wee obobwenie neravenstva Vilandta na sluqaæ proizvol~nyh nenulevyh vektorov x i y: esli matrica A ∈ C n^×n ffrmitova i poloßitel~no opredelena, to dlØ l¸byh nenulevyh vektorov x, y ∈ C n spravedlivo neravenstvo |x^∗Ay|^2 6 [ λ_1 − λn + (λ_1 + λn)|φ| λ_1 + λn + (λ_1 − λn)|φ|

]_2 x^∗Ax y^∗Ay, (2) gde φ = x^∗y ‖x‖ ‖y‖ . (3)

Zdes~ i niße my ispol~zuem oboznaqenie

‖z‖ = ‖z‖_2 = (z^∗z)^1=^2, z ∈ C n .

V fftoæ zametke my budem nazyvat~ neravenstvo (2) obobwennym neravenstvom Vilandta ili, sokrawenno, ONV.

Poskol~ku, oqevidno, λ_1 − λn + (λ_1 + λn)|φ| λ_1 + λn + (λ_1 − λn)|φ| 6 1, 86

RAVENSTVA V OBOBWENNOM NERAVENSTVE VILANDTA 87 ONV takße utoqnØet i klassiqeskoe neravenstvo Koxi–Xvarca.

Kak izvestno (sm, naprimer, [2, 7.4.26]), kak neravenstvo Vilandta tak i ONV oba obrawa¸tsØ v ravenstva v tom sluqae, kogda x = x_1 + xn √ 2 , y = x_1 − xn √ 2 , gde x_1, xn ∈ C n – ffto normirovannye (‖x_1‖ = ‖xn‖ = 1) sobstvennye vektory matricy A, associirovannye s ee ffkstremal~nymi sobstvennymi znaqeniØmi λ_1 i λn sootvetstvenno.

S drugoæ storony, esli vektory x i y kollinearny, t.e. x = γy, γ ≠ 0, to |φ| = 1, i ONV (tak ße kak i neravenstvo Koxi–Xvarca) oqevidnym obrazom svoditsØ k ravenstvu |x^∗Ay|^2 = x^∗Ax y^∗Ay. Cel~ nastoØweæ zametki sostoit v tom, qtoby opisat~ vse pary nenulevyh vektorov x, y ∈ C n, na kotoryh ONV obrawaetsØ v ravenstvo v predpoloßenii, qto matrica A otliqna ot skalØrnoæ. Toqnee, my dokazyvaem sledu¸wiæ rezul~tat.

Teorema. Pust~ A ∈ C^{n×n}, n > 2, – ffrmitova poloßitel~no

opredelennaØ matrica, priqem λ_1 > λn, i pust~ x, y ∈ C n – nenulevye vektory. Togda ravenstvo |x^∗Ay|^2 = [ λ_1 − λn + (λ_1 + λn)|φ| λ_1 + λn + (λ_1 − λn)|φ|

]_2 x^∗Ax y^∗Ay, (4) gde φ = x^∗y ‖x‖ ‖y‖ , vypolnØetsØ v tom i tol~ko tom sluqae, kogda vektory x i y libo kollinearny, libo ime¸t vid x ‖x‖ = 1 √ 2 ( ξ √ 1 + |φ| x_1 + η √ 1 − |φ| xn ) , y ‖y‖ = ε √ 2 ( ξ √ 1 + |φ| x_1 − η √ 1 − |φ| xn ) , (5)

gde Ax_1 = λ_1x_1, ‖x_1‖ = 1, Axn = λnxn, ‖xn‖ = 1, (6)

88 L. ı. KOLOTILINA i |ε| = |ξ| = |η| = 1. (7) V qastnosti, esli vektory x i y ortogonal~ny (t.e. φ = 0), to neravenstvo Vilandta (1) obrawaetsØ v ravenstvo togda i tol~ko togda, kogda x ‖x‖ = 1 √ 2 ( ξx_1 + ηxn ) , y ‖y‖ = ε √ 2 ( ξx_1 − ηxn ) . DlØ dokazatel~stva fftoæ teoremy nam neobhodimo sperva vosproizvesti dokazatel~stvo ONV. Oboznaqim Z = [ x ‖x‖ y ‖y‖ ] ∈ C n^{×2} . (8)

Togda Z^∗Z = [ 1 φ φ 1 ] (9) i B ≡ Z^∗AZ = x^∗Ax ‖x‖^2 x^∗Ay ‖x‖ ‖y‖ y^∗Ax ‖x‖ ‖y‖ y^∗Ay ‖y‖^2 . (10) Esli u_+ ∈ C^2 – ffto sobstvennyæ vektor matricy B, associirovannyæ s ee naibol~xim sobstvennym znaqeniem μ_+ , t.e. Bu_+ = μ_+u_+ , to μ_+ = u^∗_+Bu_+ u^∗_+ u_+ = (Zu_+ )^∗A(Zu_+ ) (Zu_+)^∗(Zu_+) u^∗_+Z^∗Zu_+ u^∗_+u_+

6 λ1 λmax(Z^∗Z) = λ1^(1 + |φ|^),

gde λ_{max} (Z^∗Z) = 1 + |φ| – naibol~xee sobstvennoe znaqenie matricy Z^∗Z, tak qto μ_+ 6 λ_1(1 + |φ|). (11) Krome togo, privedennoe dokazatel~stvo neravenstva (11) pokazyvaet, qto ono obrawaetsØ v ravenstvo togda i tol~ko togda, kogda vypolneny sledu¸wie dva usloviØ: Z^∗Zu_+ = (1 + |φ|)u_+, (12)

RAVENSTVA V OBOBWENNOM NERAVENSTVE VILANDTA 89 AZu_+ = λ_1Zu_+ . (13) Analogiqnym obrazom moßno legko ubedit~sØ, qto μ_− > λn (1 − |φ|), (14) gde qerez μ_− my oboznaqaem naimen~xee iz dvuh sobstvennyh znaqeniæ matricy B, priqem neravenstvo (14) obrawaetsØ v ravenstvo v tom i tol~ko tom sluqae, kogda Z^∗Zu_− = (1 − |φ|)u_− (15) i odnovremenno AZu_− = λnZu_−, (16) gde u_− – sobstvennyæ vektor matricy B, otveqa¸wiæ sobstvennomu znaqeni¸ μ_−.

Niße nam takße ponadobitsØ sledu¸wiæ prostoæ rezul~tat.

Lemma. Pust~ M = [ a b b c ] ≠ 0

– nekotoraØ ffrmitova poloßitel~no poluopredelennaØ matrica, priqem a, c ≠ 0, i pust~ λ_+ > λ_− – ffto sobstvennye znaqeniØ matricy M . Togda ( λ_+ − λ_− λ_+ + λ_−

)_2

>^{|b|2}_{ac} , (17)

i neravenstvo (17) obrawaetsØ v ravenstvo togda i tol~ko togda, kogda vypolneno po kraæneæ mere odno iz sledu¸wih dvuh usloviæ:

(i) a = c;

(ii) det M = 0.

Dalee, esli a = c, to

a = c = λ_+ + λ_− 2 , |b| = λ_+ − λ_− 2 . (18)

Zameqanie. Esli matrica M v lemme poloßitel~no opredelena,

to, kak netrudno ubedit~sØ, neravenstvo (17) v deæstvitel~nosti ØvlØetsØ qastnym sluqaem neravenstva Kantoroviqa (sm., naprimer, [2, 7.4.42]) x^∗M x x^∗M^{−1}x ‖x‖^4 6

(λ_+ + λ_−)^2 4λ_+λ_− , x ≠ 0,

90 L. ı. KOLOTILINA pri x = [ 1 0 ] . Dokazatel~stvo lemmy. Sobstvennye znaqeniØ λ± matricy M

opredelØ¸tsØ formuloæ

λ_± = a + c ± √ (a − c)^2 + 4|b|^2 2 , iz kotoroæ my nemedlenno poluqaem sootnoxenie ( λ_+ − λ_− λ_+ + λ_−

)_2 = (a − c)^2 + 4|b|^2 (a + c)^2

. (19)

S drugoæ storony, poskol~ku matrica M poloßitel~no poluopredelena, my imeem

det M = ac − |b|^2 > 0,

otkuda trivial~no sleduet, qto

ac(a − c)^2 > |b|^2 (a − c)^2 (20)

i, dalee, qto spravedlivo neravenstvo ac [ (a − c)^2 + 4|b|^2 ]

> |b|^2(a − c)^2 + 4ac|b|^2 = |b|^2(a + c)^2,

kotoroe moßet byt~ perepisano v vide (a − c)^2 + 4|b|^2

(a + c)^2 > |b|^2 ac . (21)

Teper~ neravenstvo (17) nemedlenno sleduet iz (19) i (21). Krome togo, neravenstvo (17) obrawaetsØ v ravenstvo togda i tol~ko togda, kogda (20) ØvlØetsØ ravenstvom, t.e. kogda vypolneno odno iz usloviæ (i) ili (ii).

Nakonec, poskol~ku

tr M = a + c = λ_+ + λ_−,

to pri uslovii, qto a = c, my prihodim k sootnoxeni¸

a = c = λ_+ + λ_− 2 ,

RAVENSTVA V OBOBWENNOM NERAVENSTVE VILANDTA 91 iz kotorogo sleduet, qto

|b|^2 = ac − det M =

(λ_+ + λ_−)^2 2 − λ_+ λ_− = ( λ_+ − λ_− 2 )_2 . Lemma dokazana. �

PrimenØØ fftu lemmu k matrice B = Z^∗AZ, my poluqaem neravenstvo ( μ_+ − μ_− μ_+ + μ_−

)_2

>^{|x∗Ay|2}

x^∗Ax y^∗Ay , kotoroe moßet byt~ perepisano v vide |x^∗Ay|^2 6 ( μ_+ − μ_− μ_+ + μ_−

)_2 x^∗Ax y^∗Ay. (22) Vvidu (22), dlØ dokazatel~stva ONV nam dostatoqno lix~ zametit~, qto, s uqetom (11) i (14),

μ_+ − μ_− μ_+ + μ_− 6 λ_1(1 + |φ|) − λn(1 − |φ|) λ_1(1 + |φ|) + λn(1 − |φ|) = λ_1 − λn + (λ_1 + λn)|φ| λ_1 + λn + (λ_1 − λn)|φ| . Dokazatel~stvo teoremy. Tot fakt, qto usloviØ (5)–(7) dosta-

toqny dlØ togo, qtoby vypolnØlos~ ravenstvo (4), ustanavlivaetsØ neposredstvennoæ proverkoæ. Pofftomu my predpolagaem, qto imeet mesto (4), i v fftom predpoloßenii pokaßem, qto vektory x i y libo kollinearny, libo ime¸t vid (5), priqem spravedlivy sootnoxeniØ (6)–(7).

Iz privedennogo vyxe dokazatel~stva ONV Øsno, qto ono obrawaetsØ v ravenstvo togda i tol~ko togda, kogda odnovremenno vypolneny sledu¸wie usloviØ: μ_+ = λ_1(1 + |φ|), μ_− = λn(1 − |φ|); (23) ( μ_+ − μ_− μ_+ + μ_−

)_2 = |x^∗Ay|^2 x^∗Ax y^∗Ay . (24)

Po lemme, ravenstvo (24) imeet mesto, tol~ko esli libo det B = 0, (25) libo x^∗Ax ‖x‖^2 = y^∗Ay ‖y‖^2 = μ_+ + μ_− 2 , |x^∗Ay| ‖x‖ ‖y‖ = μ_+ − μ_− 2 . (26)

92 L. ı. KOLOTILINA Esli spravedlivo ravenstvo (25), t.e. matrica B vyroßdena, to, poskol~ku A poloßitel~no opredelena, my zakl¸qaem, qto vektory x i y kollinearny.

Pust~ teper~ |φ| < 1. (27) V fftom sluqae matrica B poloßitel~no opredelena, i vypolneny ravenstva (26). VvodØ oboznaqenie ε = x^∗Ay ‖x‖ ‖y‖ (28)

i ispol~zuØ (26), my prihodim k sledu¸wemu predstavleni¸ matricy B: B = 1 2 [ μ_+ + μ_− ε(μ_+ − μ_−) ε(μ_+ − μ_−) μ_+ + μ_− ] . Zametim, qto, poskol~ku (po predpoloßeni¸) λ_1 > λn, iz (23) sleduet, qto vnediagonal~nye fflementy matricy B otliqny ot nulØ, a ee sobstvennye vektory ime¸t vid

u_± = ζ_± [ 1 ±ε ] , ζ_± ≠ 0. (29)

Kak bylo ustanovleno vyxe, iz ravenstv (23) sleduet (sm. (12) i (15)), qto vektory u_± ØvlØ¸tsØ sobstvennymi dlØ matricy Z^∗Z i associirovany s ee sobstvennymi znaqeniØmi 1 ± |φ| sootvetstvenno. Sledovatel~no, ispol~zuØ vyraßeniØ (29), my poluqaem ravenstva [ 1 φ φ 1 ] [ 1 ±ε ] = (1 ± |φ|) [ 1 ±ε ] , iz kotoryh legko sleduet, qto φ = ε|φ|. (30) Iz ravenstv (23) takße sleduet (sm. (13) i (16)), qto vektory Zu_± = ζ_± ( x ‖x‖ ± ε y ‖y‖ ) (31)

RAVENSTVA V OBOBWENNOM NERAVENSTVE VILANDTA 93 ØvlØ¸tsØ sobstvennymi vektorami matricy A, otveqa¸wimi λ_1 i λn sootvetstvenno. Sledovatel~no, vektory

x_1 = Zu_+ ‖Zu_+‖ i xn = Zu_− ‖Zu_−‖ – ffto normirovannye sobstvennye vektory A, qto i ustanavlivaet (6). PrinimaØ vo vnimanie, qto, v silu (3) i (30),

‖Zu_±‖^2 = |ζ_±|^2 ( 2 ± εφ ± εφ ) = 2|ζ_±|^2 (1 ± |φ|), i ispol~zuØ formuly (31), my prihodim k sootnoxeniØm

x_1 = ζ_+ |ζ_+| x ‖x‖ + ε y ‖y‖ √ 2(1 + |φ|) , xn = ζ_− |ζ_−| x ‖x‖ − ε y ‖y‖ √ 2(1 − |φ|) , iz kotoryh legko vyvodØtsØ sledu¸wie okonqatel~nye vyraßeniØ dlØ vektorov x i y: x ‖x‖ = 1 √ 2 ( ξ √ 1 + |φ|x_1 + η √ 1 − |φ|xn ) , y ‖y‖ = ε √ 2 ( ξ √ 1 + |φ|x_1 − η √ 1 − |φ|xn ) , gde my ispol~zovali oboznaqeniØ ξ = |ζ_+| / ζ_+ , η = |ζ_−| / ζ_−. Ravenstva (7) vypolnØ¸tsØ oqevidnym obrazom, i teorema dokazana polnost~¸. �

Literatura

1. F. L. Bauer and A. S. Householder, Some inequalities involving the euclidean condition of a matrix. — Numer. Math. 2 (1960), 308–311.

2. R. A. Horn and C. R. Johnson, Matrix Analysis. Cambridge University Press, Cambridge (1985).

3. H. Wielandt, Inclusion theorems for eigenvalues. — National Bureau of Standards, Appl. Math. Series 29 (1953), 75–78.

94 L. ı. KOLOTILINA

Kolotilina L. Yu. The case of equality in the generalized Wielandt inequality.

This note provides a description of all those pairs of nonzero vectors x, y ∈ C n, n > 2, for which the generalized Wielandt inequality |x^∗Ay|^2 6 [ λ_1 − λn + (λ_1 + λn)|φ| λ_1 + λn + (λ_1 − λn)|φ|

]_2 x^∗Ax y^∗Ay, φ = x^∗y ‖x‖ ‖y‖ , where A ∈ C n^×n is an Hermitian positive-definite matrix with eigenvalues λ_1 > λ_2 > · · · > λn such that λ_1 > λn, holds with equality.

Postupilo 5 maØ 2000 g.

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN