Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 268, 2000 g.

V. N. KublanovskaØ

O NEKOTOROM PODHODE K REXENIı OBRATNYH ZADAQ NA SOBSTVENNYE ZNAQENI˚ MATRICY

Vvedenie

RassmatrivaetsØ qislennoe rexenie obratnyh zadaq na sobstvennye znaqeniØ matricy s polinomial~nym i racional~nym vhoßdeniem parametrov, t.e. zadaq nahoßdeniØ takih znaqeniæ parametrov, pri kotoryh matrica imeet napered zadannye qisla svoimi sobstvennymi znaqeniØmi.

Predlaga¸tsØ razliqnye formulirovki obratnyh zadaq i nekotoryæ podhod ih rexeniØ, pozvolØ¸wiæ opredelØt~ suwestvovanie rexeniØ i nahodit~ ego. Stat~Ø sostoit iz vvedeniØ i treh paragrafov.

V §1 privodØtsØ razliqnye postanovki obratnyh zadaq. Rexenie obratnyh zadaq svoditsØ k nahoßdeni¸, tak nazyvaemyh, diskretnyh rexeniæ sistem nelineænyh uravneniæ s polinomial~nym ili racional~nym vhoßdeniem peremennyh.

V §2 rassmatrivaetsØ postroenie nelineænyh sistem s ispol~zovaniem izvestnogo metoda sledov (metoda D. K. Faddeeva), ranee predloßennogo dlØ vyqisleniØ kofffficientov harakteristiqeskogo polinoma postoØnnoæ matricy.

V§3 predlaga¸tsØ algoritmy rexeniØ obratnyh zadaq, t.e. algoritmy vyqisleniØ diskretnyh korneæ sistem nelineænyh uravneniæ ot q ¿ 1 peremennyh.

§1. Postanovka zadaqi OpredeleniØ.

Pust~ f(μ_1 , . . . , μ_q) ≡ f(μ̄), μ̄ = μ_1, . . . , μ_q, est~ skalØrnyæ polinom ot q peremennyh (q ¿ 2). Rassmotrim otnositel~nu¸ fak-

Rabota vypolnena pri podderßke RFFI (grant 99-01-00110). 95

96 V. N. KUBLANOVSKA˚ torizaci¸ f(μ̄), t.e. faktorizaci¸ vida

f(μ̄) = q∏ k=1 ∏ 16i1<...<ik6q^{ψi1...ik (μi1 , . . . , μik ) =} q�1_∏ k=1 ∏ 16i1<...<ik6q^{ψi1...ik (μi1 , . . . , μik )ψ1,... ,q(μ1, . . . , μq).} (1.1)

Zdes~ ψ_{i1...ik} (μ_{i1} , . . . , μ_{ik} ) polinom ot k peremennyh iz nabora μ_1, . . . , μ_q, ne ime¸wiæ svoimi delitelØmi polinomov ot l¸byh i-peremennyh iz rassmatrivaemogo nabora μ_1, . . . , μ_q dlØ 1 6 i 6 k − 1. Iz pravoæ qasti (1.1) vydelim cepoqki iz q polinomov, netrivial~nyh otnositel~no svoih peremennyh, vida ψ_{k+1}(μ_k), ψ_{k+1,k+2}(μ_{k+1}, μ_{k+2}), . . . , ψ_{k+1,... ,q}(μ_{k+1}, . . . , μ_q), ψ_{k,k+1,... ,q}(μ_k, μ_{k+1}, . . . , μ_q), . . . , ψ_{1,... ,q} (μ_1, μ_2, . . . , μ_q) k = 0, 1, . . . , q − 1. (1.2)

Pri k = 0 cepoqka vida (1.2) budet

ψ_1(μ_1), ψ_{12}(μ_1, μ_2), . . . , ψ_{1,... ,q} (μ_1, . . . , μ_q). (1.3)

UqityvaØ vozmoßnost~ perenumeracii peremennyh, v dal~neæxem v kaqestve predstavitelØ cepoqek (1.2) budem rassmatrivat~ cepoqku vida (1.3).

q-kratnym uzlovym kornem uravneniØ

f(μ_1, . . . , μ_q) = 0 (1.4)

nazovem toqku pereseqeniØ krivyh (1.2) (krivyh (1.3)), t.e. koren~ μ̄� = (μ�_1, . . . , μ�_q ) sistemy uravneniæ

ψ_1(μ_1) = 0 ψ_{12}(μ�_1, μ_2) = 0 ..................... ψ_{1...q}(μ�_1, . . . , μ�_q�_1, μ_q) = 0. (1.5) Iz opredeleniØ sleduet spravedlivost~ utverßdeniØ.

DlØ suwestvovaniØ q-kratnogo uzlovogo kornØ u skalØrnogo polinoma fμ̄) ot q-peremennyh (q ¿ 2) neobhodimo i dostatoqno,

O NEKOTOROM PODHODE 97 qtoby v otnositel~noæ faktorizacii (1.1) polinoma f(μ̄) suwestvovala, po kraæneæ mere, odna cepoqka vida (1.2) iz q netrivial~nyh^1 otnositel~no svoih peremennyh polinomov.

1. Rassmotrim sistemu iz n nelineænyh algebraiqeskih uravneniæ ot q-peremennyh (SNAU-q)

f_k(μ̄) ≡ f_k(μ_1, . . . , μ_q) = 0, k = 1, . . . , n. (1.6)

Oboznaqim δ(μ̄) = δ(μ_1, . . . , μ_q) obwiæ naibol~xiæ delitel~ (OND) posledovatel~nosti polinomov {f_k(μ̄)}, k = 1, . . . , n, tak qto tme¸t mesto ravenstva f_k(μ̄) = δ(μ̄) ^f_k(μ̄), k = 1, . . . , n, gde { ^f_k(μ̄)} – posledovatel~nost~ vzaimno prostyh polinomov.

Diskretnymi rexeniØmi SNAU-q (1.6) nazovem ob¨edinenie q-kratnyh uzlovyh korneæ polinoma δ(μ̄), t.e. OND sistemy (1.6), i nul~mernyh rexeniæ sistemy nelineænyh algebraiqeskih uravneniæ vida ^f_k(μ_1, . . . , μ_q) ≡ ^f_k(μ̄) = 0, k = 1, . . . , n. 2. Rassmotrim sistemu iz n racional~nyh uravneniæ:

f_k(μ̄) g_k(μ̄)

= 0, k = 1, . . . , n. (1.7)

Zdes~ f_k(μ̄) i g_k(μ̄) sut~ polinomy ot q-peremennyh. Zapixem (1.7) v ffkvivalentnom vide, t.e. v vide

R(μ̄) ≡ g_1(μ̄) ... g_n(μ̄) f_1(μ̄) .... f_n(μ̄)

= 0. (1.8)

Racional~nu¸ n × 1 matricu R(μ̄) v (1.8) predstavim v vide nesokratimoæ faktorizacii, t.e. faktorizacii vida

R(μ̄) = S(μ̄)T �^1(μ̄). (1.9)

1Polinom ot q-peremennyh nazovem netrivial~nym otnositel~no svoih peremennyh, esli kaßdaØ iz nih vhodit s nenulevoæ stepen~¸.

98 V. N. KUBLANOVSKA˚ Zdes~ T (μ̄) est~ skalØrnyæ polinom ot q peremennyh, S(μ̄) est~ polinomial~naØ n × 1 matrica s fflementami, zavisØwimi ot qperemetrov. Pri fftom uravnenie^2 [ T (μ̄) S(μ̄) ]_B X = 0

ne imeet rexeniæ.

Diskretnymi rexeniØmi sistemy racional~nyh uravneniæ (1.7) nazovem ob¨edinenie q-kratnyh uzlovyh korneæ skalØrnogo polinoma T (μ̄), i diskretnyh rexeniæ SNAU-q vida

S(μ̄) = 0.

1.2. Formulirovki obratnyh zadaq.

Pust~ D(λ, μ̄) est~ n × n regulØrnaØ funkcional~naØ matrica, fflementy kotoroæ zavisØt ot (q + 1) parametrov λ, μ̄ = μ_1, . . . , μ̄_q, s polinomial~nym vhoßdeniem parametra λ.

Koneqnym spektrom D(λ, μ̄) nazyvaetsØ ob¨edinenie vseh koneqnyh korneæ uravneniØ

p_n(λ, μ̄) ≡ det D(λ, μ̄) ≡ a_r(μ̄)λ^r + . . . + a_0(μ̄), (1.10)

gde kofffficienty a_k(μ̄), k = r, . . . , 0, r 6 ns, zavisØt ot qparametrov μ_1, . . . , μ_q.

Budem rassmatrivat~ razdel~no sluqai polinomial~noæ i racional~noæ zavisimosti fflementov matricy D(λ, μ̄) ot parametrov μ_1, . . . , μ_q.

V sluqae polinomial~noæ zavisimosti kofffficienty a_k(μ̄) polinoma (1.10) sut~ skalØrnye polinomy ot q-peremennyh; v sluqae racional~noæ zavisimosti a_k(μ̄) sut~ racional~nye funkcii ot q-peremennyh.

Rassmotrim formulirovku obratnyh zadaq na sobstvennye znaqeniØ matricy D(λ, μ̄) v obweæ postanovke i, kak qastnye sluqai, obobwennu¸ i algebraiqesku¸ obratnye zadaqi.

ObratnaØ zadaqa na sobstvennye znaqeniØ matricy D(λ, μ̄) v obweæ postanovke sostoit v ustanovlenii suwestvovaniØ i nahoßdenii takih naborov μ̄� := μ�_1, . . . , μ�_q , pri kotoryh matrica

2Simvol [A, B]B := ˇ A B ˘ oznaqaet bloqnoe transponirovanie.

O NEKOTOROM PODHODE 99 D(λ, μ̄�) imeet svoimi sobstvennymi znaqeniØmi napered zadannye qisla ε_1, . . . , ε_r, (r 6 ns), tak qto ε_k, k = 1, . . . , r ØvlØ¸tsØ kornØmi uravneniØ p_n(λ, μ̄�) ≡ det D(λ, μ̄�) = 0. Drugoæ formulirovkoæ obratnoæ zadaqi na sobstvennye znaqeniØ matricy D(λ, μ̄) ØvlØetsØ sledu¸waØ.

Po zadannym qislam ε_k, k = 1, . . . , r i matrice D(λ, μ̄) naæti diskretnye korni sistemy

det D(ε_k , μ̄) = 0, k = 1, . . . , r, (1.11)

kotoraØ ØvlØetsØ sistemoæ nelineænyh algebraiqeskih uravneniæ ot q ¿ 2 peremennyh, v sluqae polinomial~nogo vhoßdeniØ parametrov μ_1, . . . , μ_q v fflementy matricy D(λ, μ̄), i sistemoæ racional~nyh uravneniæ, v sluqae racional~nogo vhoßdeniØ parametrov μ_1, . . . , μ_q v fflementy D(λ, μ̄).

Pri q = 1 iskomye parametry μ̄� ØvlØ¸tsØ rexeniØmi nelineænoæ sistemy algebraiqeskih i racional~nyh uravneniæ ot odnoæ peremennoæ sootvetstvenno dlØ polinomial~nogo i racional~nogo vhoßdeniØ parametra μ v fflementy D(λ, μ̄).

Obobwennoæ obratnoæ zadaqeæ na sobstvennye znaqeniØ prinØto nazyvat~ qastnyæ sluqaæ (pri s = 1) obratnoæ zadaqi v obweæ postanovke, t.e. obratnu¸ zadaqu dlØ puqka

D(λ, μ̄) = C_0(μ̄) + λC_1(μ̄), (1.12)

matricy C_0(μ̄), C_1(μ̄) kotorogo polinomial~no (ili racional~- no) zavisØt ot μ_1, . . . μ_q. Na praktike naibolee qasto ffta zavisimost~ zadaetsØ v sledu¸wem vide

C_0(μ̄) = A_0 + n∑ k=1 μ_kA_k; C_1(μ̄) = B_0 + n∑ k=1 μ_kB_k, (1.13)

gde A_k i B_k, k = 0, . . . , n sut~ deæstvitel~nye matricy, fflementy kotoryh ne zavisØt ot parametrov; parametry μ_1, . . . , μ_n (q = n) vhodØt v fflementy D(λ, μ̄) lineæno.

Algebraiqeskoæ obratnoæ zadaqeæ na sobstvennye znaqeniØ matricy prinØto nazyvat~ obratnu¸ zadaqu dlØ D(λ, μ̄) = A(μ̄)− λI, gde A(μ̄) = A(μ_1, . . . , μ_q) deæstvitel~naØ matrica. Qastnym

100 V. N. KUBLANOVSKA˚ sluqaem ØvlØetsØ

A(μ̄) ≡ A(μ_1, . . . , μ_n) = A_0 + n∑ k=1 μ_kA_k, (1.14)

gde A_i, i = 0, . . . , n, sut~ postoØnnye n × n matricy.

Naibolee rasprostranennymi ØvlØ¸tsØ, tak nazyvaemye, additivnaØ i mul~tiplikativnaØ obratnye zadaqi.

V sluqae additivnoæ zadaqi

A(μ̄) = A_0 + diag{μ_1, . . . , μ_n};

v sluqae mul~tiplikativnoæ zadaqi

A(μ̄) = A_0diag{μ_1, . . . , μ_n}.

AdditivnaØ i mul~tiplikativnaØ zadaqi dlØ obobwennoæ obratnoæ zadaqi poluqa¸tsØ iz obweæ formuly (1.14): additivnaØ pri A_k = e_ke^T_k , k = 1, . . . , n; mul~tiplikativnaØ pri B_0 = 0, B_k = e_ke^T_k , A_k = 0, k = 0, . . . , n. Zdes~ e_k oboznaqaet k-yæ stolbec ediniqnoæ matricy I.

Issledovani¸ obobwennoæ i algebraiqeskoæ obratnyh zadaq posvØweny raboty [1–24]. V nih opisany metody i analiz, vkl¸- qa¸wie lokal~nu¸ shodimost~.

My predlagaem dlØ rexeniØ obratnyh zadaq novyæ podhod. �tot podhod svodit rexenie obratnoæ zadaqi k vyqisleni¸ diskretnyh rexeniæ sistemy nelineænyh algebraiqeskih uravneniæ v sluqae polinomial~noæ zavisimosti fflementov D(λ, μ̄) ot parametrov μ̄, i k vyqisleni¸ diskretnyh rexeniæ sistemy racional~nyh uravneniæ v sluqae racional~noæ zavisimosti fflementov D(λ, μ̄) ot parametrov μ̄.

§2. Primenenie metoda D. K. Faddeeva k rexeni¸ obratnyh zadaq

DlØ postroeniØ nelineænoæ sistemy, diskretnye korni kotoroæ da¸t nabory iskomyh parametrov rassmatrivaemoæ obratnoæ zadaqi, budem primenØt~ metod D. K. Faddeeva [25]. Rassmotrim dva sposoba postroeniØ nelineænyh sistem: pervyæ sposob osnovan na raskrytii opredelitelØ det D(λ, μ̄), vtoroæ sposob – na vyqislenii sistemy lineæno nezavisimyh vektorov matricy D(λ, μ̄).

O NEKOTOROM PODHODE 101 DlØ postroeniØ nelineænyh sistem budem primenØt~ metod D. K. Faddeeva k matrice D(λ, μ̄). Rassmotrim razdel~no sluqai polinomial~nogo i racional~nogo vhoßdeniØ parametrov μ̄ v fflementy D(λ, μ̄).

V sluqae polinomial~nogo vhoßdeniØ parametrov μ̄ vyqislØ- ¸tsØ dve posledovatel~nosti matric {A_k(λ, μ̄)} i {B_k(λ, μ̄)}, polinomial~no zavisØwie ot parametrov λ, μ_1, . . . , μ_q, i posledovatel~nost~ skalØrnyh polinomov {p_k(λ, μ̄)} ot (q + 1) peremennyh, sleduØ sledu¸wemu predpisani¸ A_{k+1}(λ, μ̄) = D(λ, μ̄)B_k(λ, μ̄); p_k(λ, μ̄) = sp A_{k+1}(λ, μ̄) k + 1 ; B_{k+1}(λ, μ̄) = A_{k+1}(λ, μ̄) − p_{k+1}(λ, μ̄)I, k = 0, 1, . . . , n − 1; B_0 = I. (2.1)

V rezul~tate budut poluqeny

• polinom

p_n(λ, μ̄) = det D(λ, μ̄) = a_r(μ̄)λ^r + . . . + a_0(μ̄); (2.2)

• ravenstvo D(λ, μ̄)B_n�_1(λ, μ̄) = p_n(λ, μ̄)I. (2.3) IskomaØ SNAU-q, diskretnye korni kotoroæ μ̄� rexa¸t obratnu¸ zadaqu dlØ D(λ, μ̄), budet p_n(ε_k, μ̄) = 0, k = 1, . . . , n ili a_r(μ̄)ε^r_k + a_r�_1(μ̄)ε^r�^1_k + . . . + a_0(μ̄) = 0, (2.4)

k = 1, . . . , r.Iz (2.3) sleduet, qto stolbcy matricy B_n�_1(λ, μ̄) (v kornØh uravneniØ (2.2)) ØvlØ¸tsØ sobstvennymi vektorami matricy D(λ, μ̄). NelineænaØ sistema, diskretnye korni kotoroæ rexa¸t obratnu¸ zadaqu dlØ D(λ, μ̄), budet

(D(ε_k, μ̄)x_k(ε_k, μ̄), x_k(ε_k, μ̄)) = 0 (2.5)

k = 1, . . . , r; x_k(ε_k, μ̄), k = 1, . . . , r sut~ lineæno nezavisimye stolbcy matricy B_n�_1(ε_k, μ̄).

V sluqae racional~nogo vhoßdeniØ parametrov μ̄ v fflementy D(λ, μ̄), shemu metoda Faddeeva (2.1) celesoobrazno vidoizmenit~ s cel~¸ umen~xeniØ operaciæ s racional~nymi drobØmi.

102 V. N. KUBLANOVSKA˚

VidoizmenennaØ shema trebuet vypolneniØ sledu¸wih operaciæ.

(1) IshodnaØ racional~naØ matrica zapisyvaetsØ v vide D(λ, μ̄) = K�^1(λ, μ̄)D^{(1)} (λ, μ̄), gde K(λ, μ̄) i D^{(1)}(λ, μ̄) sut~ (q + 1) parametriqeskie polinomial~nye n × n matricy: K(λ, μ̄) = diag{k_1(λ, μ̄), . . . , k_n(λ, μ̄)}, k_i(λ, μ̄) est~ naimen~xee obwee kratnoe (NOK) znamenateleæ fflementov i-oæ stroki D(λ, μ̄) D^{(1)}(λ, μ̄) = K(λ, μ̄)D(λ, μ̄). (2) Perehod ot xaga k k xagu k + 1 metoda trebuet vypolneiØ sledu¸wih operaciæ

(2.1) Racional~naØ matrica B_k(λ, μ̄) predstavlØetsØ v faktorizovannom vide B_k(λ, μ̄) = ~D_k(λ, μ̄) ~K�^1_k (λ, μ̄), gde ~K_k(λ, μ̄) = diag{k̄_1(λ, μ̄), . . . , k̄_n(λ, μ̄)}, k_i(λ, μ̄) est~ NOK znamenateleæ fflementov i-go stolbca matricy B_k(λ, μ̄); ~D_k(λ, μ̄) = B_k(λ, μ̄) ~K_k(λ, μ̄). (2.2) VyqislØetsØ racional~naØ matrica A_{k+1}(λ, μ̄):

A_{k+1}(λ, μ̄) = K�^1(λ, μ̄)D^{(1)}(λ, μ̄) ~D_k(λ, μ̄) ~K�^1_k (λ, μ̄) = K�1_{(λ, μ̄) ^Dk(λ, μ̄) ~K}�1_{k (λ, μ̄);} gde ^D(λ, μ̄) := D^{(1)}(λ, μ̄) ~D_k(λ, μ̄) est~ polinomial~naØ matrica.

(3) VyqislØetsØ p_{k+1}(λ, μ̄) := sp A_{k+1}(λ, μ̄) k + 1 , gde sp A_{k+1}(λ, μ̄) oboznaqaet sled racional~noæ matricy A_{k+1}(λ, μ̄).

(4) VyqislØetsØ racional~naØ matrica B_{k+1}(λ, μ̄) = A_{k+1}(λ, μ̄) − p_{k+1}(λ, μ̄)I.

O NEKOTOROM PODHODE 103 Operacii (1)–(4) vypolnØ¸tsØ dlØ k = 0, . . . , n − 1 s B_0 = I. V rezul~tate n xagov budet naæden polinom

p_n(λ, μ̄) = a_r(μ̄)λ^r + . . . + a_0(μ̄) (2.6)

s racional~nymi, zavisØwimi ot q parametrov μ̄ = (μ_1, . . . , μ_q), kofffficientami a_k(μ̄), k = 0, . . . , r i ravenstvo D(λ, μ̄)B_n�_1(λ, μ̄) = p_n(λ, μ̄)I. (2.7) IskomaØ sistema racional~nyh uravneniæ, diskretnye korni kotoroæ dadut rexenie obratnoæ zadaqi dlØ matricy D(λ, μ̄) s racional~nym vhoßdeniem parametrov μ̄ v ee fflementy, budet

a_r(μ̄)ε^r_k + a_r�_1(μ̄)ε^r�^1_k + . . . + a_0(μ̄) = 0, (2.8) k = 1, . . . , r. Iz (2.7) sleduet, qto v kornØh (ε_k, μ̄�) k = 1, . . . , r polinoma (2.6) stolbcy matricy B_n�_1(ε_k, μ̄�) ØvlØ¸tsØ sobstvennymi vektorami matricy D(λ, μ̄). IskomaØ sistema racional~nyh uravneniæ, diskretnye korni kotoroæ da¸t rexenie obratnoæ zadaqi s racional~nymi vhoßdeniØmi parametrov μ̄ v fflementy D(λ, μ̄), budut (D(ε_k , μ̄)x_k(ε_k, μ̄), x_k(ε_k, μ̄)) = 0, (2.9)

k = 1, . . . , r; x_k(ε_k, μ̄) sut~ lineæno nezavisimye stolbcy matricy B_n�_1(ε_k, μ̄).

V fftom sluqae algebraiqeskoæ obratnoæ zadaqi, t.e. v sluqae D(λ, μ̄) = A(μ̄) − λI, dlØ raskrytiØ det D(λ, μ̄) metod Faddeeva celesoobrazno primenØt~, vzØv v kaqestve ishodnoæ matricu A(μ̄) = A(μ_1, . . . , μ_q), t.e. ispol~zovat~ formuly vida

A_{k+1}(μ̄) = A(μ̄)B_k(μ̄), p_{k+1}(μ̄) = sp A_{k+1}(μ̄) k + 1 B_{k+1}(μ̄) = A_{k+1}(μ̄) − p_{k+1}(μ̄)I, k = 0, . . . , n − 1,

B_0 = I.

(2.10)

V rezul~tate n xagov poluqim det [ A(μ̄) − λI ] = λ^n − p_1(μ̄)λ^n�^1 − . . . − p_n(μ̄).

IskomaØ SNAU-q, diskretnye korni kotoroæ da¸t rexenie obratnoæ algebraiqeskoæ zadaqi, budut

ε^n_k − p_1(μ̄)ε^n�^1_k − . . . − p_n(μ̄) = 0, k = 1, . . . , n. (2.11)

104 V. N. KUBLANOVSKA˚ Zdes~ p_k(μ̄), k = 1, . . . , n sut~ polinomy ot q-parametrov, esli parametry μ̄ vhodØt polinomial~no v fflementy matricy A(μ̄); p_k(μ̄), k = 1, . . . , n sut~ racional~nye funkcii, esli μ̄ vhodØt racional~no v fflementy A(μ̄).

Vmesto sistemy (2.11) dlØ opredeleniØ iskomyh parametrov μ̄� mogut byt~ ispol~zovany sledu¸wie nelineænye sistemy

• Sistema vida kp_k(μ̄) = s_1p_k�_1(μ̄) + . . . , s_kp_o(μ̄)

p_0(μ̄) = 1, s_i := n∑ k=1 ε^i_k, i = 1, . . . , n, (2.12)

poluqennye iz formul N~tona, ustanavliva¸wih svØz~ meßdu kofffficientami skalØrnogo polinoma i ego kornØmi [26];

• Sistema vida

p_1(μ_1, . . . , μ_q) = −^n ∑ i=1 ε_i p_2(μ_1, . . . , μ_q) = ∑ ε_iε_j ...................................... p_p(μ_1, . . . , μ_q) = ε_1 . . . ε_n(−1)^n

, (2.13)

postroennaØ s ispol~zovaniem teoremy Vieta [26].

DlØ opredelennosti, v dal~neæxem pri rexenii obratnoæ algebraiqeskoæ zadaqi budem rassmatrivat~ sistemu vida (2.12). Vse skazannoe budet spravedlivo dlØ sistem (2.11) i (2.13).

§3. Metody rexeniØ algebraiqeskoæ obratnoæ zadaqi

Pust~ A(μ̄) = A(μ_1, . . . , μ̄_q est~ n × n regulØrnaØ matrica s fflementami, zavisØwimi ot q-parametrov (1 6 q 6 n); ε_1, . . . , ε_n – posledovatel~nost~ zadannyh qisel, sredi kotoryh net ravnyh.

Zadaqa sostoit v postroenii kofffficientov p_k(μ̄), (k = 1, . . . , n) harakteristiqeskogo polinoma det [A(μ̄) − λI] i v nahoßdenii diskretnyh rexeniæ μ̄� sistemy iz n nelineænyh uravneniæ vida

kp_k(μ̄) = s_1p_k�_1(μ̄) + s_2p_k�_2(μ̄) + . . . + s_kp_0(μ̄)

k = 1, . . . , n; p_0(μ̄) = 1; s_i := n∑ k=1 ε^i_k, i = 1, . . . , n. (3.1)

Budem rassmatrivat~ razdel~no sluqai polinomial~noæ i racional~noæ zavisimosti fflementov matricy A(μ̄) ot parametrov

O NEKOTOROM PODHODE 105 μ_1, . . . , μ_q, qto sootvetstvuet sisteme nelineænyh algebraiqeskih uravneniæ (3.1) i sisteme racional~nyh uravneniæ (3.1).

3.1. ObratnaØ zadaqa dlØ odnoparametriqeskoæ polinomial~noæ matricy.

Pust~ A(μ̄) := A(μ) – polinomial~naØ matrica, dlØ kotoroæ sleduet rexit~ obratnu¸ zadaqu, t.e. naæti rexeniØ sistemy nelineænyh algebraiqeskih uravneniæ (3.1) ot odnoæ peremennoæ. �tot sluqaæ ØvlØetsØ naibolee prostym kak po vyqisleni¸ kofffficientov p_k(μ) harakteristiqeskogo polinoma matricy A(μ), tak i po vyqisleni¸ korneæ sistemy (3.1).

DlØ vyqisleniØ korneæ (3.1) moßno primenit~, naprimer, l¸- boæ iz sledu¸wih dvuh sposobov [27].

Pervyæ sposob svodit zadaqu k vyqisleni¸ sobstvennyh zna-

qeniæ lineænogo puqka polnogo stolbcovogo ranga i trebuet vypolneniØ sledu¸wih operaciæ

(1) Sistema (3.1) zapisyvaetsØ v matriqnom vide

C_sμ^s + C_s�_1μ^s�^1 + . . . + C_0μ^0 = 0,

gde s – maksimal~naØ stepen~ μ v kofffficientah p_k(μ), k = 0, . . . , n, ili v vide

AΛ = 0, gde A := [Cs, Cs�1, . . . , Co], Λ := (μ^s, μ^s�^1, . . . , μ^0)^T .

(2) NahoditsØ matrica Q, stolbcy kotoroæ obrazu¸t ortonormirovannyæ bazis pravogo nul~-prostranstva matricy A.

(3) FormiruetsØ lineænyæ puqok A−μB, gde A i B sostavleny sootvetstvenno iz s pervyh i s poslednih strok matricy Q.

(4) Iz puqka A−μB vydelØetsØ regulØrnoe Ødro ^A−μ ^B, naprimer, metodom postroeniØ soglasovannyh puqkov A_k −μB_k, A_0 = A, B_0 = B, k = 1, . . . , l, umen~xa¸wihsØ razmerov.

Tipiqnyæ xag vydeleniØ ^A − μ ^B ≡ A_l − μB_l sostoit v formirovanii m_k × 2n_k matricy [A_k, B_k] i nahoßdenii ortonormirovannogo bazisa Q_k ee pravogo nul~-prostranstva. Togda matricy A_{k+1} i B_{k+1} poluqa¸tsØ kak bloki Q_k:

Q_k = [ −B_{k+1} A_{k+1} ]} n_k} n_k . Process zakanqivaentsØ na xage l, kogda m_l = n_l > 0 ili m_l = n_l = 0.

106 V. N. KUBLANOVSKA˚

V pervom sluqae vydelØetsØ iskomoe regulØrnoe Ødro ^A − μ ^B ≡ A_l − μB_l, sobstvennye znaqeniØ kotorogo dadut iskomye parametry μ�, rexa¸wie obratnu¸ zadaqu. Vo vtorom sluqae, t.e. pri m_l = n_l = 0, regulØrnoe Ødro otsutstvuet, tak qto obratnaØ zadaqa dlØ A(μ) ne imeet rexeniØ.

Vtoroæ sposob rexeniØ sistemy (3.1) trebuet vyqisleniØ

skalØrnogo polinoma δ(μ),t.e. OND posledovatel~nosti polinomov {f_k(μ)}, k = 1, . . . , n, gde f_k(μ) = kp_k(μ) − sp_k�_1(μ) − . . . − s_k. Korni algebraiqeskogo uravneniØ

δ(μ) = 0

dadut parametry μ_k, rexa¸wie obratnu¸ zadaqu dlØ A(μ). Pri δ(μ) = const postavlennaØ obratnaØ zadaqa ne imeet rexeniØ.

DlØ vyqisleniØ δ(μ) sleduet k matrice [f_1(μ), . . . , f_n(μ)] primenit~ algoritm ΔW -1 faktorizacii [27], t.e. poluqit~ razloßenie [ f_1(μ), . . . , f_n(μ) ] W (μ) = [ δ(μ), 0, . . . , 0 ] . Programmy, realizu¸wie pervyæ i vtoroæ sposoby rexeniØ SNAU-1, sostavleny V. N. Simonovoæ (LaboratoriØ analiza i vyqislitel~nyh metodov POMI RAN).

3.2. ObratnaØ zadaqa dlØ q-parametriqeskoæ polinomial~- noæ matricy.

Pust~ A(μ̄) = A(μ_1, . . . , μ_q) est~ n × n matrica, fflementy kotoroæ zavisØt ot q-parametrov (q ¿ 2). Rexenie obratnoæ zadaqi dlØ A(μ̄) svoditsØ k vyqisleni¸ diskretnyh rexeniæ μ̄� = (μ�1 , . . . , μ�q ) sistemy nelineænyh algebraiqeskih uravneniæ ot q-peremennyh vida (3.1), t.e. sistemy

f_k(μ̄) := kp_k(μ̄) − s_1p_k�_1(μ̄) . . . − s_k = 0,

k = 1, . . . , n, gde f_k(μ̄) est~ polinom ot q-peremennyh.

Shemu metoda rexeniØ (3.1) rassmotrim snaqala dlØ q = 2. Pust~ trebuetsØ naæti diskretnye korni SNAU-2 vida

f_k(μ_1, μ_2) = kp_k(μ_1, μ_2) − s_1p_k�_1(μ_1, μ_2) − . . . − s_k, k = 1, . . . , n, s_i = n∑ k=1 ε^i_k. (3.2)

Metod rexeniØ sostoit iz dvuh stadiæ.

O NEKOTOROM PODHODE 107 Snaqala nahoditsØ h(μ_1, μ_2), t.e. OND posledovatel~nosti polinomov {f_k(μ_1, μ_2)}, k = 1, . . . , n, i nahodØtsØ diskretnye korni μ̄_k = (μ�_1, μ�_2) polinoma h(μ_1, μ_2). Zatem nahodØtsØ nul~mernye rexeniØ μ̄� SNAU ^f_k(μ_1, μ_2) = 0, k = 1, . . . , n, (3.3)

gde { ^f_k(μ_1, μ_2)} posledovatel~nost~ vzaimno prostyh polinomov. Tak naædennye diskretnye rexeniØ SNAU (3.2) da¸t iskomye nabory parametrov μ̄�, rexa¸wih obratnu¸ zadaqu dlØ A(μ_1, μ_2).

RealizaciØ pervoæ stadii trebuet vypolneiØ sledu¸wih operaciæ.

(1) Kaßdyæ iz polinomov f_k(μ̄), k = 1, . . . , n, predstavlØetsØ v vide otnositel~noæ faktorizacii, t.e. faktorizacii vida:

f_k(μ_1, μ_2) = ψ^{(k)}_1 (μ_1)ψ^{(k)}_1 (μ_2)ψ^{(k)}_{12} (μ_1, μ_2). (3.4)

Zdes~ ψ^{(k)}_i (μ_i) – polinom ot odnoæ peremennoæ, ψ^{(k)}_{12} (μ_1, μ_2) – polinom ot dvuh peremennyh, ne ime¸wiæ svoimi delitelØmi polinomov ot odnoæ peremennoæ.

Razloßenie (3.4) moßno poluqit~, ispol~zuØ algoritm otnositel~noæ faktorizacii polinoma ot dvuh peremennyh [27].

(2) Ispol~zuØ algoritmy iz [27], nahodØtsØ polinomy δ_1(μ_1), δ_2(μ_2), t.e. OND sootvetstvenno polinomov {ψ^{(k)}_1 (μ_1)} i {ψ^{(k)}_2 (μ_2)}, k = 1, . . . , n, i razloßeniØ vida

ψ^{(k)}_1 (μ_1) = δ_1(μ_1)ω^{(k)}_1 (μ_1); ψ^{(k)}_2 (μ_2) = δ_2(μ_2)ω^{(k)}_2 (μ_2), (3.5)

k = 1, . . . , n. S uqetom (3.5) polinomy f_k(μ_1, μ_2) iz (3.4) primut vid f_k(μ_1, μ_2) = δ_1(μ_1)δ_2(μ_2)g_k(μ_1, μ_2), (3.6) gde g_k(μ_1, μ_2) = ω^{(k)}_1 (μ_1)ω^{(k)}_2 (μ_2)f^{(k)}_{12} (μ_1, μ_2).

(3) FormiruetsØ dvuhparametriqeskaØ polinomial~naØ matrica

G(μ_1, μ_2) = [ g_1(μ_1, μ_2), . . . , g_n(μ_1, μ_2) ] = C_t(μ_2)μ^t_1 + . . . , +C_0(μ_2).

(4) Ispol~zuØ ΔW -2 algoritm [27], nahoditsØ rangovaØ faktorizaciØ vida

G(μ_1, μ_2)W (μ_1, μ_2) = [ Δ(μ_1, μ_2), 0, . . . , 0 ] .

108 V. N. KUBLANOVSKA˚

(5) Polinom Δ(μ_1, μ_2) predstavlØetsØ v vide

Δ(μ_1, μ_2) = φ_1(μ_2)δ_{1,2}(μ_1, μ_2). (3.7)

V rezul~tate vypolneniØ operaciæ (1)–(5) budet naæden polinom h(μ_1, μ_2) = δ_1(μ_1)δ_2 (μ_2)δ_{1,2}(μ_1, μ_2), (3.8)

t.e. OND polinomov {f_k(μ_1, μ_2)}, k = 1, . . . , n.

Diskretnye korni polinoma h(μ_1, μ_2) opredelØ¸tsØ kak korni dvuh sistem { δ_1(μ_1) = 0

δ_{1,2}(μ�_1, μ_2) = 0, { δ_2(μ_2) = 0

δ_{1,2}(μ_1, μ�_2) = 0.

(3.9)

Pri fftom predpolagaetsØ, qto kaßdyæ iz polinomov, vhodØwih v (3.9) netrivialen otnositel~no svoih peremennyh. V protivnom sluqae rassmatrivaemaØ sistema iz (3.9) ne imeet diskretnyh rexeniæ.

RealizaciØ vtorogo fftapa sostoit v vyqislenii nul~mernyh korneæ SNAU-2 vida

^f_k(μ_1, μ_2) : f^k(μ^1, μ^2) h(μ_1, μ_2)

= 0, k = 1, . . . , n, (3.10)

pri fftom polinomy ^f_k(μ_1, μ_2) v Øvnom vide ne vyqislØ¸tsØ. Vyqislenie nul~mernyh korneæ μ̄� = (μ�_1, μ�_2) sistemy (3.10) trebuet vypolneniØ sledu¸wih operaciæ.

(1) NahodØtsØ korni μ�_{2j} algebraiqeskogo polinoma

φ_1(μ_2) = 0.

(2) DlØ kaßdogo fiksirovannogo kornØ μ�_2 = μ�_{2j} sostavlØetsØ SNAU-1 vida

^f_k(μ_1, μ�_2) = f^k(μ^1, μ

�_{2)}

h(μ_1, μ�_2) = 0, k = 1, . . . , n i nahodØtsØ ee rexeniØ μ�_{1i}.

Tak vyqislennye pary (μ�_{1,ij} , μ�_{2,j}) = μ̄� dadut vse koneqnye nul~mernye rexeniØ, ob¨edinenie kotoryh s diskretnymi kornØmi h(μ_1, μ_2), obrazu¸t iskomye nabory parametrov μ̄�, rexa- ¸wih obratnu¸ zadaqu dlØ A(μ_1, μ_2).

O NEKOTOROM PODHODE 109

3.2. ObratnaØ zadaqa dlØ q-parametriqeskoæ polinomial~- noæ matricy (q > 2).

Rassmotrim rexenie obratnoæ zadaqi dlØ q-parametriqeskoæ polinomial~noæ n × n matricy A(μ̄). DlØ opredelennosti sqitaem q = n.

Primeniv metod Faddeeva k matrice A(μ̄), poluqim kofffficienty p_k(μ̄), k = 1, . . . , n, harakteristiqeskogo polinoma: det [ A(μ̄) − λI ] = λ^n − p_1(μ̄)λ^n�^1 − . . . − p_n(μ̄),

ime¸wego svoimi kornØmi zadannye qisla ε_1, . . . , ε_n.

Sistema nelineænyh algebraiqeskih uravneniæ, diskretnye korni kotoroæ da¸t rexenie obratnoæ zadaqi na sobstvennye znaqeniØ matricy A(μ̄), budet imet~ vid (2.12) pri q = n, t.e.

f_k(μ̄) := kp_k(μ̄) − s_1p_k�_1(μ̄) − . . . − p_0(μ̄)s_k = 0, k = 1, . . . , n;

μ̄ = μ_1, . . . , μ_n, s_i = n∑ k=1 ε^i_k, p_0(μ̄) = 1.

(3.11) Vyqislenie diskretnyh korneæ (3.11), kak i v sluqae q = 2, osuwestvlØetsØ v dve stadii. Na pervoæ stadii nahoditsØ polinom h(μ̄) ot n peremennyh, t.e. OND polinomov f_k(μ̄), k = 1, . . . , n, sistemy (3.11), i vyqislØ¸tsØ ego diskretnye korni. Na vtoroæ stadii osuwestvlØetsØ perehod k SNAU-n ^f_k(μ̄) = 0, k = 1, . . . , n, iz vzaimno prostyh polinomov ^f_k(μ̄) i vyqislØ¸tsØ ee nul~mernye rexeniØ. Pri fftom polinomy ^f_k(μ̄) v Øvnom vide ne nahodØt- sØ. RealizaciØ pervoæ stadii trebuet vypolneniØ sledu¸wih operaciæ.

(1) Ispol~zuØ algoritm otnositel~noæ faktorizacii polinomov ot mnogih peremennyh [28], nahoditsØ otnositel~naØ faktorizaciØ kaßdogo iz polinomov f_j(μ̄) sistemy (3.11), t.e. faktorizaciØ vida

f_j(μ̄) = f_j (μ_1, . . . , μ_n) = n∏ k=1 ∏ 16i1<...<ik6n^ψ (j) i1,... ,i_k (μi1 , . . . , μik ), (3.12) gde ψ^{(j)}_{i1,... ,ik} (μ_{i1} , . . . , μ_{ik} ) – polinom ot k peremennyh iz nabora μ_1, . . . , μ_n, ne ime¸wiæ svoimi delitelØmi polinomov ot l¸byh i (1 6 i 6 k − 1) peremennyh iz upomØnutogo nabora.

110 V. N. KUBLANOVSKA˚

(2) DlØ kaßdogo fiksirovannogo k nahodØtsØ polinomy δ_{i1,... ,ik} (μ_{i1} , . . . , μ_{ik} ), t.e. OND posledovatel~nosti polinomov { ψ^{(j)}_{i1,... ,ik} (μ_{i1} , . . . , μ_{ik} ) } , j = 1, . . . , n, i razloßeniØ vida ψ^{(j)}_{i1,... ,ik} (μ_{i1} , . . . , μ_{ik} ) = δ_{i1,... ,ik} (μ_{i1} , . . . , μ_{ik} )ω^{(j)}_{i1,... ,ik} (μ_{i1} , . . . , μ_{ik} ) j = 1, . . . n. Zdes~ ω^{(j)}_{i1,... ,ik} (μ_{i1} , . . . , μ_{ik} ), j = 1, . . . , n (dlØ kaßdogo fiksirovannogo k = 1, . . .n − 1) posledovatel~nost~ vzaimno prostyh polinomov.

Polinomy (3.12) s uqetom (3.11) primut vid

f_j (μ_1, . . . , μ_n) = n�1_∏ k=1 ∏ 16i<...<ik6n^{δi1,... ,ik (μi1 , . . . , μik )ω} (j) i1,... ,i_t (μi1 , . . . , μik )gj (μ1, . . . , μn), j = 1, . . . , n (3.13) Zdes~ g_j(μ_1, . . . , μ_n) = δ_{1,... ,n}(μ_1, . . . , μ_n)ω^{(j)}_{i1,... ,n}(μ_i, . . . , μ_n). Algoritm vyqisleniØ OND polinomov ot mnogih peremennyh sm. v [29].

(3) FormiruetsØ matrica

G(μ̄) = [ g_1(μ̄), . . . , g_n(μ̄) ] = C_s(μ_2, . . . , μ_n)μ^s_1 + C_s�_1(μ_2, . . . , μ_n)μ^s�^1_1 + . . . + C_0(μ_2, . . . , μ_n),

gde s – maksimal~naØ stepen~ po μ_1 v fflementah matricy G(μ̄).

(4) PrimenØØ algoritm ΔW -q faktorizacii [29] (μ_1 est~ veduwiæ parametr) nahodim rangovu¸ faktorizaci¸ vida

G(μ̄)W (μ̄) = [ Δ(μ̄), 0, . . . , 0 ] , gde Δ(μ̄) est~ polinom ot n peremennyh.

(5) Polinom Δ(μ̄) = μ^s_1a_s(μ_2, . . . , μ_n) + . . . + a_0(μ_2, . . . , μ_n) predstavlØetsØ v vide

Δ(μ̄) = φ_1(μ_2, . . . , μ_n)δ_{1,2,... ,n}(μ_1, . . . , μ_n). (3.14)

O NEKOTOROM PODHODE 111 DlØ fftogo nahoditsØ polinom φ_1(μ_2, . . . , μ_n), t.e. OND polinomov {a_k(μ_2, . . . , μ_n))}, k = 0, . . . , s, i razloßeniØ vida

a_k(μ_2, . . . , μ_n) = φ_1(μ_2, . . . , μ_n)â_k(μ_2, . . . , μ_n),

gde {â_k} ust~ posledovatel~nost~ vzaimno prostyh polinomov. PolagaØ δ_{1,... ,n}(μ_1, . . . , μ_n) = s∑ k=0 μ^k_1â_k(μ_2, . . . , μ_n),

poluqim (3.14).

V rezul~tate vypolneniØ operaciæ (1)–(5) budet naædena otnositel~naØ faktorizaciØ polinoma h(μ̄), kotoryæ ØvlØetsØ OND posledovatel~nosti polinomov {f_k(μ̄)}, k = 1, . . . , n: h(μ̄) = δ_{1,... ,n}(μ_1, . . . , μ_n) n�1_∏ k=1 ∏ 16i1<...<ik6n^{δi1,... ,ik (μi1 , . . . , μik ).} (6) VyqislØ¸tsØ n-kratnye uzlovye korni polinoma h(μ̄) = h(μ_1, . . . , μ_n). DlØ fftogo (sm.§1) sleduet vydelit~ cepoqki iz n uravneniæ vida

δ_{k+1}(μ_{k+1}) = 0 δ_{k+1,k+2}(μ_{k+1}, μ_{k+2}) = 0 .................................. δ_{k+1,... ,n}(μ_{k+1}, . . . , μ_n) = 0 δ_{k,k+1,... ,n}(μ_k, μ_{k+1}, . . . , μ_n) = 0 .................................... δ_{1,... ,n}(μ_1, . . . , μ_n) = 0

, (3.15)

k = 0, . . . , n − 1, i naæti ih korni, t.e. nabory μ̄� = (μ�_1, . . . , μ�_n). Suwestvovanie uravneniæ vida (3.15), sostoØwih iz polinomov, netrivial~nyh otnositel~no svoih peremennyh, budet svidetel~stvovat~ o suwestvovanii n-kratnyh uzlovyh korneæ OND h(μ̄) sistemy (3.11), kotorye vhodØt v qislo naborov μ̄�, rexa- ¸wih obratnu¸ zadaqu dlØ A(μ_1, . . . , μ_n).

RealizaciØ vtoroæ stadii rexeniØ sistemy (3.11) trebuet vypolneiØ sledu¸wih operaciæ.

(1) NahoditsØ otnositel~naØ faktorizaciØ polinoma φ_1(μ_2, . . . , μ_n) iz (3.14) i ego (n−1) kratnye uzlovye korni, obrazu¸wie nabory (μ�_2, . . . , μ�_n) ≡ μ�_n�_{1,i}. �ta operaciØ realizuetsØ

112 V. N. KUBLANOVSKA˚ analogiqno operaciØm (5)–(6) pervoæ stadii algoritma (2). DlØ kaßdogo fiksirovannogo nabora μ̄�_n�_1, sostavlØetsØ SNAU-1 vi- da f(μ_1 , μ̄�_n�_1) h(μ_1, μ̄�_n�_1)

= 0,

i nahodØtsØ ee rexeniØ μ_1�. Tak postroennye nabory (μ_1�, μ̄_n�_{1,}�) ≡ μ̄� vmeste s kornØmi h(μ̄) dadut diskretnye rexeniØ SNAU (3.11), t.e. rexenie rassmatrivaemoæ obratnoæ zada- qi. 3.4. ObratnaØ zadaqa dlØ racional~noæ matricy.

Pust~ A(μ̄) ≡ A(μ_1, . . . , μ_q) regulØrnaØ n × n matrica s fflementami, racional~no zavisØwimi ot q-parametrov μ_1, . . . , μ_q; ε_1, . . . , ε_k zadannye qisla, sredi kotoryh net ravnyh.

DlØ rexeniØ obratnoæ zadaqi na sobstvennye znaqeniØ matricy A(μ̄) trebuetsØ naæti diskretnye korni nelineænoæ sistemy (3.11), kofffficienty p_k(μ̄) kotoroæ racional~nye funkcii.

Sistemu (3.11) racional~nyh uravneniæ zapixem v vide

f_k(μ̄) g_k(μ̄)

= 0, k = 1, . . . , n, (3.16)

gde f_k(μ̄) i g_k(μ̄) – polinomy ot q-peremennyh. V matriqnoæ forme sistema (3.16) budet

R(μ̄) = g_1(μ̄) ... g_n(μ̄)

�1

f_1(μ̄) . . f_n(μ̄)

= 0. (3.17)

Ispol~zuØ algoritm nesokratimoæ faktorizacii (sm. [28] dlØ q = 1, 2 i [30] dlØ q ¿ 2) sistemu (3.16) zapixem v ffkvivalentnom vide R(μ̄) = S(μ̄)T �^1(μ̄) = 0. (3.18)

Zdes~ S(μ̄) est~ n × 1 matrica, fflementy kotoroæ sut~ skalØrnye polinomy ot q peremennyh; T (μ̄) – skalØrnyæ polinom ot q-peremennyh; pri fftom sistema [T (μ̄), S(μ̄)]^BX = 0 ne imeet rexeniæ. Diskretnye korni SNAU vida

S(μ̄) = 0

O NEKOTOROM PODHODE 113 i n-kratnye uzlovye korni polinoma T (μ̄), dadut rexenie obratnoæ zadaqi na sobstvennye znaqeniØ matricy A(μ̄) s racional~- nym vhoßdeniem parametrov μ̄ = μ_1, . . . , μ_q v ee fflementy.

Literatura

1. F. W. Biegler-König, A Newton iteration process for inverse eigenvalue problems.

— Numer. Math. 37 (1981), 349–354.

2. Z. Bohte, Numerical solution of the inverse algebraic eigenvalue problem. — Computer J. 10 (1968), 385–388.

3. M. T. Chu, Solving additive inverse eigenvalue problems for symmetric matrices by the homotopy method. — IMA J. Numer. Anal. 9 (1990), 331–342.

4. Some inverse characteristic value problems, — J. Assoc. Comput. Mach. 3 (1956), 202–207.

5. S. Friedland, Inverse eigenvalue problems. — Linear Algebra Appl. 17 (1977), 15–51.

6. S. Friedland, J. Nocedal, and M. L. Overton, The formulation and analysis of numerical methods for inverse eigenvalue problems. — SIAM J. Numer. Anal. 24 (1987), 634–667.

7. B. S. Garbow, et al., Matrix Eigensystem Routings EISPACK Guide Extension.

Springer-Verlag, 1977.

8. K. P. Hadeler, Newton–Verfahren für inverse Eigenwertaufgaben. — Numer.

Math. 12 (1968), 35–39.

9. T. Kato, Perturbation Theory for Linear Operators. Springer-Verlag, Berlin, New York, 1966.

10. V. N. KublanovskaØ, Ob odnom podhode k rexeni¸ obratnoæ problemy na

sobstvennye znaqeniØ matricy. — Zap. nauqn. semin. LOMI (1970),

138–154.

11. P. Lancaster, On eigenvalues of matrices dependent on a parameter. — Numer.

Math. 5, 377–387.

12. P. Lancaster, Algorithms for lambda-matrices. — Numer. Math. 6 (1964), 388–394.

13. P. Lancaster and M. Tismenetsky, The Theory of Matrices with Applications.

Academic Press, New York, 1985.

14. P. Morel, Des algorithmes pour le problème inverse des valeurs propres. — Linear Algebra Appl. 13 (1976), 251–273.

15. J. Nocedal and M. L. Overton, Numerical methods for solving inverse eigenvalue problems. — Lect. Notes Math. 1005, Springer-Verlag, Berlin, New York (1983), pp. 212–226.

16. M. Ortega and W. C. Rheinbolt, Iterative Solution of Nonlinear Equations in Several variables. Academic Press, New York, 1970.

17. F. Rellich, Perturbation Theory of Eigenvalue problems. Gordon and Breach Science Publishers, New York, London, Paris, 1969.

18. J.-G. Sun, Multiple eigenvalue sensitivity analysis. — Linear Algebra Appl 137/138 (1990), 183–211.

114 V. N. KUBLANOVSKA˚ 19. J.-G. Sunand Q. Ye. The unsolvability of inverse algebraic eigenvalue problems almost everywhere, — Journal of Computational Math. 4 (1986), 212–226.

20. J. Y. Wang and B. S. Garlow, A numerical method for solving inverse real symmetric eigenvalue problems. — SIAM J. Sci. Statist. Comput. 4 (1983), 45–51.

21. J. H. Wilkinson and C. Reinsch, Handbook for Automatic Computation. Vol. II, Linear Algebra, Springer-Verlag, Berlin, New York, 1971.

22. S.-F. Xu, A homotopy algorithm for solving inverse eigenvalue problems (in Chinese). — Math. Numer. Sinica 14 (1992), 128–135.

23 Q. Ye. A class of iterative algorithms for solving inverse eigenvalue problems (in Chinese), — Math. Numer. Sinica 9 (1987), 144–153.

24. Hua Dai and P. Lancaster, Newton’s method for an inverse eigenvalue problem of vibrating systems. — Linear Algebra Appl (1997).

25. D. K. Faddeev, V. N. Faddeeva, Vyqislitel~nye metody lineænoæ algebry. Fizmatgiz, Moskva, 1963.

26. F. R. Gantmaher, TeoriØ matric. Nauka, Moskva (1988). 27. V. N. KublanovskaØ, Metody i algoritmy rexeniØ spektral~nyh zadaq

dlØ polinomial~nyh i racional~nyh matric. — Zap. nauqn. semin. PO-

MI 238 (1997), 3–329.

28. V. N. KublanovskaØ, V. B. Hazanov, Otnositel~naØ faktorizaciØ mno-

goqlenov ot neskol~kih peremennyh. — ȷ. Vyqisl. Matem. i Matem.

Fiziki 36 No. 8 (1996), 6–11.

29. V. N. KublanovskaØ, O nekotorom podhode k rexeni¸ mnogoparametri-

qeskih zadaq. — Zap. nauqn. semin. POMI 229 (1995), 191–246.

30. V. N. KublanovskaØ, V. B. Hazanov, Spektral~nye zadaqi dlØ racional~-

nyh matric ot mnogih peremennyh. — Zap. nauqn. semin. POMI. Kublanovskaya V. N. An approach to solving inverse eigenvalue problems for matrices.

The paper considers different formulations of inverse eigenvalue problems for matrices whose entries either polynomially or rationally depend on unknown parameters. An approach to solving inverse problems together with numerical algorithms is suggested. The solution of inverse problems is reduced to the problem of finding the so-called discrete solutions of nonlinear algebraic systems. The corresponding systems are constructed using the trace method, and their discrete roots are found by applying the algorithms for solving nonlinear algebraic systems in several variables previously suggested by the author.

Postupilo 20 fevralØ 1998 g.

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN