Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 268, 2000 g.

V. N. KublanovskaØ

PRIMENENIE METODA RANGOVO` FAKTORIZACII K ANALIZU SPEKTRAL^NYH HARAKTERISTIK MNOGOPARAMETRIQESKO` POLINOMIAL^NO` MATRICY

Rez¸me. Metod rangovoæ faktorizacii (ΔW -q metod), predlo-

ßennyæ avtorom v [1] dlØ rexeniØ mnogoparametriqeskih zadaq algebry dlØ matric F s polinomial~nym vhoßdeniem parametrov, primenØetsØ dlØ analiza koneqnogo spektra matricy F . Osoboe vnimanie udelØetsØ toæ qasti σ[F ], spektra qparametriqeskoæ polinomial~noæ matricy F , toqki kotoroæ ne zavisØt, po kraæneæ mere, ot odnogo iz spektral~nyh parametrov.

V terminah spektrov regulØrnoæ matricy W (realizu¸weæ ΔW -q razloßenie matricy F ) i ee stolbcovyh podmatric W = [W_1, W_0], W_0 = N_c[F ], issleduetsØ struktura σ[F ].

VvoditsØ ponØtie “uroven~ dvoæstvennosti” toqek spektra F , kotoroe v nekotorom smysle ØvlØetsØ obobweniem ponØtiØ fflementarnyæ delitel~ dlØ sobstvennyh znaqeniæ odnoparametriqeskoæ polinomial~noæ matricy.

PrivodØtsØ opredeleniØ vektornyh spektral~nyh harakteristik i sposoby vyqisleniØ nekotoryh iz nih.

DaetsØ harakteristika osobyh toqek spektra matricy F .

Vvedenie

Pust~ F (μ_1, . . . , μ_q) = {f_{ij}(μ_1, . . . , μ_q)} est~ q-parametriqeskaØ polinomial~naØ m×n matrica ranga ρ; f_{ij} (μ_1, . . . , μ_q) – polinomy ot q-peremennyh:

F (λ, μ ) := C_s(μ)λ^s + . . . + C_0(μ),

gde μ := (μ_2, . . . , μ_q), C_k(μ), k = 0, . . . , s, polinomial~nye (q −1)- parametriqeskie m×n matricy.

Rabota vypolnena pri qastiqnoæ podderßke RFFI (grant 99-01-00110). 115

116 V. N. KUBLANOVSKA˚

Stat~Ø ØvlØetsØ prodolßeniem issledovaniæ, rassmotrennyh avtorom v [1, 2] po primeneni¸ metoda rangovoæ faktorizacii (ΔW -q-metoda) k rexeni¸ nekotoryh q-parametriqeskih zadaq algebry s polinomial~nym vhoßdeniem parametrov.

Pod ΔW -q-metodom ponimaetsØ metod, osnovannyæ na faktorizacii matricy F (λ, μ ) vida: F (λ, μ ) W (λ, μ) = [ Δ(λ, μ), O ] . Zdes~ O – nulevaØ m × (n − ρ) matrica, Δ(λ, μ) i W (λ, μ) = [W_1(λ, μ), W_0(λ, μ)] polinomial~nye q-parametriqeskie m×ρ i n×n matricy sootvetstvenno; W (λ, μ) – regulØrnaØ matrica, unimodulØrnaØ po parametru λ s n×(n − ρ) blokom W_0(λ, μ), stolbcy kotorogo obrazu¸t bazis nul~-prostranstva iz pravyh polinomial~nyh rexeniæ matricy F (λ, μ ).

Stat~Ø sostoit iz vvedeniØ i qetyreh paragrafov.

V §1 rassmatriva¸tsØ skalØrnye spektral~nye harakteristiki matricy F (λ, μ ). DaetsØ klassifikaciØ toqek koneqnogo spektra matricy F (λ, μ ). Osoboe vnimanie udelØetsØ toæ qasti koneqnogo spektra, kotoraØ ne zavisit ot veduwego (spektral~nogo) parametra λ. VvoditsØ ponØtie toqek smexannogo spektra.

V §2 issledu¸tsØ svoæstva spektral~nyh harakteristik matricy W (λ, μ) (realizu¸weæ ΔW -q-razloßenie matricy F (λ, μ )) i ee podmatric W_1(λ, μ) i W_0(λ, μ).

V §3 ustanavlivaetsØ svØz~ meßdu spektrami matric F (λ, μ ) i W (λ, μ). VvodØtsØ v rassmotrenie obobwennye sobstvennye vektory. V terminah obobwennyh sobstvennyh vektorov daetsØ opredelenie regulØrnyh, singulØrnyh i regulØrno-singulØrnyh sobstvennyh znaqeniæ i im sootvetstvu¸wih sobstvennyh vektorov matricy F (λ, μ ). Rassmatriva¸tsØ osobye toqki spektra matricy F (λ, μ ) i ih svoæstva. VvodØtsØ ponØtiØ prostyh i dvoæstvennyh toqek spektra matricy, issledu¸tsØ ih svoæstva.

V §4 privodØtsØ algoritmy vyqisleniØ toqek spektra, postroeniØ sobstvennyh vektorov i vyqisleniØ toqek pereseqeniØ regulØrnyh i singulØrnyh sobstvennyh znaqeniæ matricy F (λ, μ ).

PRIMENENIE METODA RANGOVO` FAKTORIZACII 117

§1. SkalØrnye spektral~nye harakteristiki q-parametriqeskih polinomial~nyh matric obwego vida 1.1. OpredeleniØ.

Pust~ M^{m×n}_ρ est~ mnoßestvo q-parametriqeskih polinomial~nyh m × n matric F (λ, μ ) ≡ F (μ_1, μ_2, . . . , μ_q) ranga ρ. Matricu F (μ_1, . . . , μ_q) budem zapisyvat~ takße v vide matriqnogo polino- ma: F (λ, μ ) = C_s(μ)λ^s + C_{s−1}(μ)λ^{s−1} + . . . + C_0(μ),

gde parametr λ nazyvaetsØ veduwim (spektral~nym); μ = = (μ_2, . . . , μ_q) – mul~tiindeks iz dopolnitel~nyh parametrov μ_2, . . . , μ_q, s-stepen~ matricy po parametru λ. V kaqestve veduwego moßet byt~ vybran l¸boæ iz parametrov μ_1, . . . , μ_q. DlØ opredelennosti sqitaem λ = μ_1. Kogda sposoby zapisi parametrov ne ØvlØ¸tsØ suwestvennymi, budem opuskat~ ffti parametry pri zapisi matricy, eœ fflementov i drugih ob¨ektov, svØzannyh s nimi.

Razliqa¸t regulØrnye i singulØrnye matricy. RegulØrnoæ nazyvaetsØ kvadratnaØ mnogoparametriqeskaØ matrica F (λ, μ ) ∈ M^{m×m}_m , opredelitel~ kotoroæ otliqen ot toßdestvennogo nulØ. V protivnom sluqae matrica F (λ, μ ) nazyvaetsØ singulØrnoæ. Qerez ρ = rank F oboznaqaetsØ normal~nyæ rang matricy F , t.e. maksimal~nyæ porØdok eœ minora F ( i_i . . . i_ρ j_1 . . . j_ρ ) , 1 6 i1 < . . . < iρ 6 m 1 6 j1 < . . . < jρ 6 n, otliqnogo ot toßdestvennogo nulØ. Koneqnym spektrom σ[F ] matricy F (λ, μ ) ∈ M^{m×n}_ρ nazyvaetsØ geometriqeskoe mesto toqek, na kotoryh rang matricy F (λ, μ ) men~xe ρ. Koordinaty toqek spektra matricy F (λ, μ ) udovletvorØ¸t sisteme nelineænyh algebraiqeskih uravneniæ ot q-peremennyh (SNAU-q) vida

Z[F ] := F ( i_i . . . i_ρ j_1 . . . j_ρ ) = 0, 1 6 i1 < . . . < iρ 6 m 1 6 j1 < . . . < jρ 6 n.^{(1.1)}

Levye qasti uravneniæ sistemy (1.1) predstavlØ¸t soboæ vsevozmoßnye minory porØdka ρ matricy F (λ, μ ), tak qto sistema (1.1) imeet N = C^ρ_mC^ρ_n uravneniæ. RexeniØ sistemy (1.1) sosto- Øt iz (q−1)-mernyh i (q−k)-mernyh korneæ 1 < k 6 min(N, q) (sm., naprimer, [4]).

118 V. N. KUBLANOVSKA˚

Zapixem (1.1) v vide treh SNAU

δ[F ] = 0, (1.2)

sistema, korni kotoroæ (q−1)-mernye rexeniØ (1.1);

^Z [F ] = 0, (1.3)

sistema, korni kotoroæ sut~ (q−k)-mernye rexeniØ (k = 2, . . . , q) sistemy (1.1); { δ [F ] = 0, ^Z [F ] = 0, (1.4)

sistema, korni kotoroæ obrazu¸t, tak nazyvaemye, “smexannye” rexeniØ sistemy (1.1).

Zdes~ oboznaqeny: δ[F ] := δ(λ, μ), obwiæ naibol~xiæ delitel~ vseh minorov, stoØwih v levoæ qasti SNAU (1.1); ^Z [F ] = 1 δ[F ] Z[F ] vektor, komponenty kotorogo zi(λ, μ), i = 1, . . . , N , sut~

vzaimno prostye polinomy nad kol~com polinomov, zavisØwih ot q-peremennyh.

V rexenii spektral~nyh zadaq q-parametriqeskih polinomial~nyh matric vaßnu¸ rol~ igra¸t matricy, spektr kotoryh ili sostoit iz toqek, ne zavisØwih ot spektral~nogo parametra λ, ili soderßit takie toqki.

Issledovani¸ svoæstv spektra matric F (λ, μ ), vse toqki kotorogo ØvlØ¸tsØ ravnopravnymi, posvØwena stat~Ø [3]. Zdes~ my osoboe vnimanie budem udelØt~ matricam F (λ, μ ), toqki spektra kotoryh ne zavisØt ot λ, ispol~zuØ dlØ fftoæ celi metod ΔW -qfaktorizacii.

Oboznaqim σ_{r1}[F ] – mnoßestvo toqek σ_r[F ] koneqnogo regulØrnogo spektra matricy F (λ, μ ), prinadleßawih rexeniØm uravneniØ (1.2) (mnogßestvo (q − 1) mernyh rexeniæ sistemy (1.1)); σ_{s1}[F ] – mnoßestvo toqek σ_s[F ], koneqnogo singulØrnogo spektra matricy F (λ, μ ), prinadleßawih rexeniØm uravneniØ (1.3) (mnoßestvo (q − k)-mernyh (k ≠ 1) rexeniæ sistemy (1.1)); σ_{mix}[F ] – mnoßestvo toqek koneqnogo smexannogo spektra matricy F (λ, μ ), prinadleßawih rexeniØm sistemy (1.4).

Simvoly ^σ_r[F ], ^σ_{r1}[F ], ^σ_s[F ], ^σ_{s1}[F ] i ^σ_{mix}[F ] oboznaqa¸t analogiqnye mnoßestva toqek spektra ^σ[F ] (ili σ[F ]), ne zavisØwih ot parametra λ.

PRIMENENIE METODA RANGOVO` FAKTORIZACII 119 Polinom ^δ[F ] dlØ matric F (λ, μ ), spektr kotoryh soderßit toqki, nezavisØwie ot λ, v obwem sluqae moßet byt~ predstavlen v vide ^δ[F ] ≡ δ(λ, μ) = δ(μ)^δ (λ, μ), (1.5) gde δ(μ) polinom ot peremennyh iz mnoßestva {μ_2, . . . , μ_q}; ^δ (λ, μ) – polinom vida ^δ (λ, μ) =^t ∑ k=0 ^α_k(μ)λ^k, (1.6)

gde {^α_k(μ)}_{k=0,... ,t} est~ posledovatel~nost~ vzaimno prostyh polinomov nad kol~com C [μ].

1.2. Toqki smexannogo spektra.

Mnoßestvo σ_{mix}[F ] predstavim v vide:

σ_{mix}[F ] = σ^2_{rs}[F ] ∪ ^σ^1_{rs}[F ] ∪ ^σ^0_{rs}[F ].

K mnoßestvu σ^2_{rs}[F ] otnesem toqki spektra matricy F (λ, μ ), udovletvorØ¸wie usloviØm:

(a) Nabor parametrov μ^∗ ØvlØetsØ uzlovoæ toqkoæ polinoma δ(μ), prinadleßawego ^δ [F ].

(b) Toqki λ = λ_∗, ØvlØ¸wiesØ kornØmi uravneniØ ^δ (λ, μ^∗) = 0, vmeste s naborom μ^∗ obrazu¸t (λ_∗, μ^∗)-toqku, prinadleßawu¸ (q−k)-mernomu korn¸ SNAU (1.1). V qastnosti, esli μ^∗-uzlovaØ toqka nulevogo urovnØ polinoma δ(μ), to (λ_∗, μ^∗) est~ toqki nul~- mernogo rexeniØ SNAU (1.1).

Teorema 1.1. DlØ togo, qtoby σ^2_{rs}[F ] bylo nepustym mnoße-

stvom,^{∗)} neobhodimo i dostatoqno vypolnenie sledu¸wiæ usloviæ.

1) Polinom δ[F ] predstavim v vide (1.5), (1.6). 2) Sredi korneæ polinoma δ(μ) suwestvuet μ^∗_{q−k} uzlovaØ toqka (q−k)-go urovnØ.^{∗∗)} 3) Korni λ_k polinoma ^δ (λ) := ^δ (λ, μ^∗_{q−k}) �)Zdes~ i niße_{(λk, μ} �_q�_{k )} oboznaqaet toqku iz_Cq, gde_μ �_q�_k – nabor fiksirovannyh koordinat, λ_k svobodnye (proizvol~no vybiraemye) koordinaty, priqem λ ∈ λ_k.

�)Uzlovoæ toqkoæ_k-go urovnØ [6] nazyvaetsØ toqka pereseqeniØ krivyh ψk+1(μk+1), ψk+1 k+2(μk+1, μk+2), . . . , ψk+1...q(μk+1, . . . , μq), kotorye vhodØt v

120 V. N. KUBLANOVSKA˚

vmeste s naborom μ^∗_{q−k} ØvlØ¸tsØ (q − k)-mernym rexeniem SNAU (1.1).

Spravedlivost~ teoremy sleduet iz opredeleniØ toqek smexannogo spektra σ^2_{rs}[F ].

Sledstvie 1.2. DlØ togo, qtoby mnoßestvo σ^2_{rs}[F ] bylo nepu-

sto neobhodimo, qtoby polinom ^δ [F ] byl predstavim v vide (1.5), (1.6).

DlØ opredeleniØ mnoßestv ^σ^i_{rs}[F ], i = 0, 1, ^σ_{rs}[F ] = ^σ^0_{rs}[F ] ∪ ^σ^1_{rs}[F ], smexannogo spektra matricy F (λ, μ ), privleka¸tsØ ne tol~ko skalØrnye harakteristiki, no i vektornye harakteristiki.

Toqka (λ, μ_{rs}) prinadleßit ^σ_{rs}[F ], esli suwestvuet stolbcovonormirovannyæ^{∗)} polinomial~nyæ vektor x(λ, μ), udovletvorØ¸- wiæ usloviØm: (λ, μ_{rs}) ∈ { σ^−_s [x] ∩ ^σ[F ] } ili (qto to ße) toqka (λ, μ_{rs}) udovletvorØet sisteme { F (λ, μ)x(λ, μ) = 0 Z[x(λ, μ)] = 0. Dadim drugoe opredelenie toqek mnoßestv σ^i_{rs}[F ] ⊆ σ[F ]. DlØ fftogo vvedem v rassmotrenie podprostranstva X_r[λ, μ ] i X_s[λ, μ ],

otnositel~nu¸ faktorizaci¸ polinoma δ(μ): δ(μ) = k∏ k=2 ∏ 26i2<...<iq6q^{ψi2...ik} ( μi2 , . . . , μik ) . Zdes~ ψi_2...i_k ( μi2 , . . . , μik ) – skalØrnyæ polinom ot (k − 1)-peremennyh

μi2 , . . . , μik , ne ime¸wiæ svoimi delitelØmi polinomov ot l¸bogo qisla

i-peremennyh (2 6 i 6 k) iz mnoßestva {μi_2 , . . . , μi_k }. Ob otnositel~noæ faktorizacii polinomov ot q ¿ 2 peremennyh i algoritme eœ realizacii, sm. [5].

�)Vektor_{x(λ, μ)} nazyvaetsØ stolbcovo-normirovannym, esli vse ego komponenty sut~ vzaimno-prostye polinomy (δ[x] = const); σ�s [x] est~ mnoßestvo (q − k)-mernyh (k ≠ 1) rexeniæ SNAU vida x(λ, μ) = 0.

PRIMENENIE METODA RANGOVO` FAKTORIZACII 121 kotorye sut~ lineænye oboloqki iz sobstvennyh vektorov, sootvetstvu¸wih (q−1)-mernym i (q−k)-mernym rexeniØm SNAU (1.1). Rassmotrim mnoßestvo vektorov

Γ(λ, μ) := { X_r[λ, μ ] ∩ X_s[λ, F ] } . K toqkam mnoßestv ^σ^i_{rs}[F ] ⊆ ^σ[F ], i = 0, 1, otnosØtsØ toqki (λ, μ_{rs}), dlØ kotoryh Γ(λ, μ_{rs}) est~ nepustoe mnoßestvo. Pri fftom toqki (λ, μ_{rs}), na kotoryh Γ(λ, μ_{rs}) est~ nulevoæ vektor, sostavlØ¸t mnoßestvo ^σ^0_{rs}[F ]. Toqki (λ, μ_{rs}), na kotoryh Γ(λ, μ_{rs}) nenulevoæ vektor, sostavlØ¸t mnoßestvo ^σ^1_{rs}[F ].

Suwestvovanie i svoæstva toqek smexannogo spektra matricy F (λ, μ ) budut rassmotreny v §3 nastoØweæ stat~i.

§2. Svoæstva spektral~nyh harakteristik matricy W (λ, μ)

Pust~ W (λ, μ) est~ q-parametriqeskaØ polinomial~naØ n × n matrica, realizu¸waØ ΔW -q-razloßenie matricy F (λ, μ ) ∈ M^{m×n}_ρ : F (λ, μ )W (λ, μ) = [ Δ(λ, μ), O ] , (2.1)

F (λ, μ ) = λ^sC_s(μ ) + λ^{s−1}C_{s−1}(μ ) + · · · + C_0(μ ).

Zdes~ O est~ nulevaØ m×(n−ρ) matrica; Δ(λ, μ) ∈ M^{m×ρ}_ρ , W (λ, μ) ∈ M^{n×n}_n . Pust~ [W_1(λ, μ), W_0(λ, μ)] = W (λ, μ) est~ bloqnoe predstavlenie matricy W (λ, μ): W_1(λ, μ) ∈ M^{m×ρ}_ρ , W_0(λ, μ) ∈ M^{n×(n−ρ)}_{n−ρ} .

Sledu¸wie svoæstva ime¸t mesto.

1^∘. Toqki spektrov kaßdoæ iz matric W (λ, μ), W_1(λ, μ) i W_0(λ, μ) ne zavisØt ot parametra λ.

2^∘. Spektry matric W_1(λ, μ) i W_0(λ, μ) soderßatsØ v spekte matricy W (λ, μ).

3^∘. Stolbcy matricy W_0(λ, μ) obrazu¸t bazis N_c[F ], pravogo nul~-prostranstva iz polinomial~nyh rexeniæ matricy F (λ, μ ), unimodulØrnyæ po veduwemu parametru λ.

Spravedlivost~ svoæstv 1^∘–3^∘ sleduet iz algoritma postroeniØ razloßeniØ (2.1) (sm. [1]).

4^∘. Spektry kaßdoæ iz matric W_1(λ, μ) i W_0(λ, μ) ne soderßat toqek smexannogo spektra σ^2_{rs}[W_i], i = 0, 1.

Deæstvitel~no, po opredeleni¸ smexannyæ spektr matricy W_i(λ, μ), i = 1, 0, sostoit iz rexeniæ SNAU vida { δ [W_i] = 0 ^Z [W_i] = 0.

122 V. N. KUBLANOVSKA˚ Neobhodimym usloviem (sm. Sledstvie 1.2) suwestvovaniØ takih rexeniæ ØvlØetsØ naliqie v polinome δ[W_i], kak mnoßitelØ, polinoma ot q-peremennyh λ, μ_2, . . . , μ_q. No po postroeni¸ matricy W (λ, μ) vse eœ sobstvennye znaqeniØ sut~ nuli polinomov, zavisØwih tol~ko ot peremennyh iz mnoßestva {μ_2, . . . , μ_4}, tak kak matricy W (λ, μ) (soglasno ΔW -q-algoritma) formiruetsØ (s toqnost~¸ do perestanovok stolbcov) kak proizvedenie levyh treugol~nyh matric, diagonal~nye fflementy kotoryh sut~ polinomy ot peremnnyh iz mnoßestva {μ_2, . . . , μ_4}. Ots¸da, uqityvaØ, qto σ[W_i] ⊆ σ[W ] sleduet spravedlivost~ svoæstva 4^∘.

Pust~ Y (λ, μ^∗) est~ pravyæ sobstvennyæ vektor matricy W (λ, μ), sootvetstvu¸wiæ^{∗)} toqke (λ, μ^∗) ∈ σ[W ]:

W (λ, μ^∗) Y (λ, μ^∗) = 0, Y (λ, μ^∗) ≠ 0.

Oboznaqim qerez y_1(λ, μ^∗) i y_2(λ, μ^∗) bloqnye sostavlØ¸wie vektora Y (λ, μ^∗), sostoØwie sootvetstvenno iz ρ i (n−ρ) komponent

Y (λ, μ^∗) = ( y_1(λ, μ^∗), y_2(λ, μ^∗) )_T . Polinom φ(μ) := det W (λ, μ) predstavim v vide

φ(μ) = φ_1(μ) φ_2(μ) φ_{12}(μ). (2.2)

Zdes~ { φ_1(μ) = 0 } = σ[W_1]; { φ_2(μ) = 0 } = σ[W_0]

φ_{12}(μ) = φ(μ) φ_1(μ)φ_2(μ) { φ_{12}(μ) = 0 } := σ_{12}[W ].

Kaßdoæ toqke (λ, μ^∗_1) ∈ σ [W_1] sootvetstvuet pravyæ sobstvennyæ vektor Y_1(λ, μ^∗_1) = (y_1(λ, μ^∗_1), O)^T , y_1(λ, μ^∗_1) ≠ 0 i imeet mesto ravenstvo:

W (λ, μ^∗_1) Y_1(λ, μ^∗_1) = W_1(λ, μ^∗_1) y_1(λ, μ^∗_1) = 0. (2.3)

Kaßdoæ toqke (λ, μ^∗_2) ∈ σ[W_0] sootvetstvuet pravyæ sobstvennyæ vektor Y_2(λ, μ^∗_2) = (O, y_2(λ, μ^∗_2))^T , y_2(λ, μ^∗_2) ≠ 0, i imeet mesto ravenstvo:

W (λ, μ^∗_2) Y_2(λ, μ^∗_2) = W_0(λ, μ^∗_2) y_2(λ, μ^∗_2) = 0. (2.4)

�)Zdes~ i niße_μ � oboznaqaet nabor_{(q −1)}-parametrov, sredi kotoryh mogut byt~ ne vse fiksirovany.

PRIMENENIE METODA RANGOVO` FAKTORIZACII 123 Kaßdoæ toqke (λ, μ^∗_{12}) ∈ σ_{12}[W ] sootvetstvuet pravyæ sobstvennyæ vektor

Y_{12}(λ, μ^∗_{12}) = ( y_1(λ, μ^∗_{12}), y_2(λ, μ^∗_{12}) )_T ≠ 0

i imeet mesto ravenstvo

W (λ, ^μ^∗_{12}) Y_{12}(λ, ^μ^∗_{12}) = =W_1(λ, μ_{12}) y_1(λ, μ_{12}) + W_0(λ, μ_{12}) y_2(λ, μ_{12}) = 0.

(2.5)

Mnoßestvo toqek {φ_{12}(μ) = 0} predstavim v vide summy dvuh mnoßestv { φ_{12}(μ) = 0 } = σ^1_2 [W ] ∪ σ^0_{12} [W ].

K toqkam (λ, μ_{12}) ∈ σ^1_2[W ] otnesem te toqki σ [W ], sobstvennye vektory Y_{12}(λ, μ_{12}) = (y_1(λ, μ_{12}), y_2(λ, μ_{12}))^T kotoryh, udovletvorØ¸t usloviØm:

y_1(λ, μ_{12}) ≠ 0, y_2(λ, μ_{12}) ≠ 0,

W_1(λ, μ_{12}) y_1(λ, μ_{12}) = −W_0(λ, μ_{12}) y_2(λ, μ_{12}) ≠ 0. (2.6)

K toqkam (λ, μ^0_{12}) ∈ σ^0_{12} [W ] otnesem toqki σ [W ], kotorye udovletvorØ¸t usloviØm

W_1(λ, μ^0_{12}) y_1(λ, μ^0_{12}) = 0;

W_0(λ, μ^0_{12}) y_2(λ, μ^0_{12}) = 0; (2.7)

y_1(λ, μ^0_{12}) ± 0; y_2(λ, μ^0_{12}) ≠ 0.

Lemma 2.1. V toqkah mnoßestva {φ12(μ) = 0} pereseqenie pod-

prostranstv span W_1(λ, μ) i span W_0(λ, μ) est~ nepustoe mnoßestvo.

Spravedlivost~ lemmy sleduet iz opredeleniæ toqek mnoßestv σ^1_2[W ] i σ^0_{12}[W ]. V dal~neæxem k toqkam (λ, μ_{12}) ∈ σ [W ], udovletvorØ¸wim usloviØm (2.6), budem ssylat~sØ kak k toqkam spektra σ^1_2[W ]. K toqkam (λ, μ_{12}) ∈ σ [W ], udovletvorØ¸wim usloviØm (2.7), budem ssylat~sØ kak k toqkam spektra σ^0_{12}[W ], toqkam pereseqeniØ spektrov σ [W_1] i σ [W_0].

124 V. N. KUBLANOVSKA˚

Teorema 2.2. 1. DlØ togo, qtoby (λ, μ_{12}) byla toqkoæ spektra

σ^1_2[W ] neobhodimo i dostatoqno, qtoby vypolnØlos~ uslovie: { span W_1(λ, μ_{12}) ∩ span W_0(λ, μ_{12}) } (2.8)

est~ nepustoe, netrivial~noe mnoßestvo.

2. DlØ togo, qtoby toqka (λ, μ^0_{12}) prinadleßala toqkam spektra σ^0_{12} [W ] neobhodimo i dostatoqno, qtoby mnoßestvo { span W_1(λ, μ^0_{12}) ∩ span W_0(λ, μ^0_{12}) } (2.9)

sostoØlo iz nulevogo vektora.

Spravedlivost~ sleduet iz opredeleniæ mnoßestv σ^1_2[W ] i σ^0_{12}[W ].

S uqetom svoæstva 4^∘ matricy W (λ, μ) moßno utverßdat~, qto k toqkam σ^0_{12}[W ] spektra matricy W (λ, μ) otnosØtsØ toqki, udovletvorØ¸wie l¸bomu iz sledu¸wih usloviæ:

1) (λ, μ^0_{12}) ∈ {σ_r [W_1] ∩ σ_r[W_0]}, t.e. (λ, μ^0_{12}) est~ toqka pereseqeniØ (q−1)-mernyh rexeniæ sistem Z[W_1] = 0 i Z[W_0] = 0.

2) (λ, μ^0_{12}) ∈ {σ_r [W_1] ∩ σ^−_s [W_0]}, t.e. (λ, μ^0_{12}) est~ toqka pereseqeniØ (q −1)-mernogo rexeniØ SNAU Z[W_1] = 0 s (q −k)-mernym rexeniem SNAU Z[W_1] = 0.

3) (λ, μ^0_{12}) ∈ {σ^−_s [W_1] ∩ σ_r[W_0]}, t.e. (λ, μ^0_{12}) est~ toqka pereseqeniØ (q −1)-mernogo rexeniØ SNAU Z[W_0] = 0 s (q −k)-mernym rexeniem SNAU Z[W_1] = 0.

4) (λ, μ^0_{12}) ∈ { σ^−_s [W_1] ∩ σ^−_s [W_0] } , t.e. (λ, μ^0_{12}) est~ toqka pereseqeniØ (q − k)-mernyh rexeniæ sistem Z[W_1] = 0 i Z[W_0] = 0.

§3. Spektal~nye harakteristiki matric, spektr kotoryh ne zavisit ot λ

Koneqnyæ spektr σ [F ] matricy F (λ, μ ) v obwem sluqae moßno predstavit~ v vide: σ [F ] = ^σ [F ] ∪ ~σ [F ]. Zdes~ ^σ [F ] – mnoßestvo toqek spektra σ [F ], ne zavisØwih ot veduwego parametra λ; ~σ [F ] – mnoßestvo toqek σ [F ], zavisØwie ot parametra λ.

PRIMENENIE METODA RANGOVO` FAKTORIZACII 125 Svoæstva spektral~nyh harakteristik toqek mnoßestva ~σ [F ] issledovany v rabote [3]. Nas budut interesovat~ svoæstva spektral~nyh harakteristik, sootvetstvu¸wih toqkam iz ^σ [F ].

Budem rassmatrivat~ pravye skalØrnye i vektornye harakteristiki. Svoæstva levyh harakteristik matricy F (λ, μ ) sovpada¸t so svoæstvami pravyh dlØ matricy F^T (λ, μ), esli {σ^+_s [F ] ∩ σ^−_s [F ]} est~ pustoe mnoßestvo.

DlØ opredelennosti^{∗)} v §3 budem predpolagat~, qto matrica F (λ, μ ) imeet polnyæ stroqnyæ rang i eœ koneqnyæ spektr ne zavisit ot veduwego parametra λ.

3.1. KlassifikaciØ toqek spektra F (λ, μ ).

Pust~ F (λ, μ ) = s∑ k=0 C_k( μ )λ^k ∈ M^{m×n}_m i σ [F ] = ^σ [F ], t.e. koneqnyæ spektr F (λ, μ ) sostoit iz toqek (λ, μ^∗), ne zavisØwih ot parametra λ.

Po opredeleni¸ koneqnogo spektra v toqkah spektra matrica F (λ, μ ) imeet rang men~xe m, tak qto dlØ kaßdoæ toqki (λ, μ^∗) ∈ ^σ [F ] suwestvuet vektor x(λ, μ^∗), udovletvorØ¸wiæ uravneni¸

F (λ, μ^∗)x(λ, μ^∗) = 0. (3.1)

Stolbcovo-normirovannyæ vektor x(λ, μ), udovletvorØ¸wiæ sisteme F (λ, μ ) x(λ, μ) = 0 v toqkah (λ, μ^∗) ∈ ^σ [F ], nazovem obobwennym sobstvennym vektorom.

V sluqae F (λ, μ ) ∈ M^{m×m}_m , t.e. v sluqae regulØrnoæ matricy F (λ, μ ), pravyæ nenulevoæ obobwennyæ sobstvennyæ vektor sovpadaet s pravym sobstvennym vektorom, sootvetstvu¸wim toqke (λ, μ^∗) ∈ ^σ [F ].

Toqku (λ, μ^∗), udovletvorØ¸wu¸ SNAU (3.1), moßno rassmatrivat~ kak rexenie sistemy vida

Z[F x] := F (λ, μ ) x(λ, μ) = 0 (3.2)

�)Vse rezul~taty legko rasprostranenit~ na sluqaæ matric, spektr kotoryh soderßit kak toqki, ne zavisØwie ot parametra λ, tak i toqki, zavisØwie ot parametra λ.

126 V. N. KUBLANOVSKA˚ iz n nelineænyh algebraiqeskih uravneniæ z_i(λ, μ) = 0, i = 1, . . . , n, gde z_i(λ, μ), i = 1, . . . , n – sut~ komponenty vektora Z[F x].

SNAU (3.2) budem zapisyvat~ v ffkvivalentnom vide:

δ [F x] = 0, (3.3) ^Z [F x] = 0. (3.4)

Zdes~ δ [F x] := δ(λ, μ) est~ skalØrnyæ polinom, ØvlØ¸wiæsØ obwim naibol~xim delitelem polinomov {z_i(λ, μ)}, i = 1, . . . , n; ^Z [F x] est~ vektor iz komponentov ^z_i(λ, μ) := 1 δ(λ, μ) z_i(λ, μ), i = 1, . . . , n, tak qto {^z_i(λ, μ)}, i = 1, . . . , n, est~ posledovatel~nost~ vzaimno prostyh polinomov ot q-peremennyh.

RexeniØ sistemy (3.2) sostoØt iz treh grupp: iz rexeniæ sistemy vida { F x = 0, Z[x] = 0;

(3.5)

iz (q−1)-mernyh rexeniæ SNAU (3.3), ne prinadleßawih rexeniØm SNAU (3.5), i iz (q −k)-mernyh rexeniæ SNAU (3.4), ne prinadleßawih rexeniØm SNAU (3.5).

3.2. Vektornye harakteristiki matricy F (λ, μ ).

Opredelenie vektornyh spektral~nyh harakteristik matricy F (λ, μ ), sootvetstvu¸wih rexeniØm SNAU (3.2), dadim v terminah matricy W (λ, μ), realizu¸weæ ΔW -q-razloßenie (2.1) matricy F (λ, μ ) = ∑ C_k(μ)λ^k ∈ M^{m×n}_m , spektr kotoroæ ne zavisit ot λ. Zdes~ my ispol~zuem sledu¸wie svoæstva matricy W (λ, μ).

1^∘. Toqki spektrov W (λ, μ), W_1(λ, μ) i W_0(λ, μ) ne zavisØt ot parametra λ.

2^∘. Stolbcy matricy W (λ, μ) obrazu¸t bazis prostranstva C^n [ λ, μ ], v kotorom deæstvuet operator F (λ, μ ).

PRIMENENIE METODA RANGOVO` FAKTORIZACII 127 3^∘. Stolbcy matricy W_0(λ, μ) obrazu¸t bazis N_c[F ], nul~ prostranstva iz pravyh polinomial~nyh rexeniæ matricy F (λ, μ ). Pri fftom σ^+_s [F ] = σ^−_s [W_0].

Iz svoæstv 1^∘–2^∘ sleduet, qto l¸boæ vektor x(λ, μ) ∈ C^n[λ, μ] moßet byt~ predstavlen v vide x(λ, μ) = x^1(λ, μ) + x^0(λ, μ). (3.6) Zdes~

x^1(λ, μ) = W_1(λ, μ) y_1(λ, μ); x^0(λ, μ) = W_0(λ, μ) y_2(λ, μ) sut~ proekcii x(λ, μ) sootvetstvenno na span W_1(λ, μ) i span W_0(λ, μ).

Predstavlenie (3.6) dlØ obobwennogo sobstvennogo vektora imeet vid

x(λ, μ^∗) = x^1(λ, μ^∗) + x^0(λ, μ^∗), (λ, μ^∗) ∈ ^σ [F ] x^1(λ, μ^∗) = W_1(λ, μ^∗) y_1(λ, μ^∗); (3.7) x^0(λ, μ^∗) = W_0(λ, μ^∗) y_2(λ, μ^∗).

Obobwennyæ sobstvennyæ vektor x(λ, μ^∗), udovletvorØ¸wiæ usloviØm: F (λ, μ_∗)) x(λ, μ_∗) = 0, (λ, μ^∗) ≡ (λ, μ_∗) ∈ ^σ_r[F ], x^1(λ, μ_∗) ≠ 0, x^0(λ, μ_∗) = 0

(3.8)

nazyvaetsØ regulØrnym sobstvennym vektorom, sootvetstvu¸- wim toqke (λ, μ_∗) regulØrnogo spektra matricy F (λ, μ ). Toqka (λ, μ_∗) ∈ ^σ_r[F ] nazyvaetsØ toqkoæ regulØrnogo sobstvennogo znaqeniØ matricy F (λ, μ ). Pri fftom ravenstvo x^0(λ, μ_∗) = W_0(λ, μ_∗) y_2(λ, μ_∗) = 0 (3.9) oznaqaet, qto (λ, μ_∗) est~ rexenie sistemy: Z [W_0] = 0. (3.10) Obobwennyæ sobstvennyæ vektor x(λ, μ^∗), udovletvorØ¸wiæ usloviØm F (λ, ν_∗) x(λ, ν_∗) = 0, (λ, μ_∗) = (λ, ν_∗) ∈ ^σ_s[F ], x^1(λ, ν_∗) = 0, x^0(λ, ν_∗) ≠ 0,

(3.11)

128 V. N. KUBLANOVSKA˚ nazyvaetsØ singulØrnym sobstvennym vektorom, sootvetstvu¸- wim toqke (λ, ν_∗) singulØrnogo spektra matricy F (λ, μ ). Toqka (λ, ν_∗) ∈ ^σ_s[F ] nazyvaetsØ toqkoæ singulØrnogo sobstvennogo znaqeniØ matricy F (λ, μ ). Pri fftom ravenstvo

x^1(λ, ν_∗) ≡ W_1(λ, ν_∗) y_1(λ, ν_∗) = 0 (3.12)

oznaqaet, qto (λ, ν_∗) est~ rexenie sistemy

Z [W_1] = 0. (3.13)

Iz opredeleniæ regulØrnogo i singulØrnogo sobstvennyh znaqeniæ sleduet spravedlivost~ utverßdeniØ.

Teorema 3.1. DlØ togo, qtoby toqka (λ, μ^∗) ∈ ^σ [F ] byla toqkoæ

regulØrnogo sobstvennogo znaqeniØ matricy F (λ, μ ) neobhodimo, qtoby (λ, μ^∗) ∈ σ [W_0].

DlØ togo, qtoby toqka (λ, μ^∗) ∈ ^σ [F ] byla toqkoæ singulØrnogo sobstvennogo znaqeniØ matricy F (λ, μ ) neobhodimo, qtoby (λ, μ^∗) ∈ σ [W_1].

Sredi toqek, udovletvorØwih uravneni¸ (3.2), rassmotrim toqki (λ, μ_{rs}), kotorye ØvlØ¸tsØ rexeniØmi SNAU, sostavlennoæ iz komponent obobwennogo sobstvennogo vektora, t.e. SNAU vida x(λ, μ) = 0. (3.14)

Ravenstvo x(λ, μ_{rs}) = 0 imeet mesto pri vypolnenii, po kraæneæ mere, odnogo iz usloviæ

x^1(λ, μ^0_{rs}) ≡ W_1(λ, μ^0_{rs}) y_1(λ, μ^0_{rs}) = 0,

x^0(λ, μ^0_{rs}) ≡ W_0(λ, μ^0_{rs}) y_2(λ, μ^0_{rs}) = 0;

(3.15) ili x^1(λ, μ_{rs}) ≡ W_1(λ, μ_{rs}) y_1(λ, μ_{rs}) = −W_0(λ, μ_{rs}) y_2(λ, μ_{rs}) ≠ 0 (3.16)

Vypolnenie (3.15) oznaqaet, qto toqka (λ, μ^0_{rs}) prinadleßit rexeni¸ sistemy { Z [W_0] = 0 Z [W_1] = 0.

(3.17)

Vypolnenie ravenstva (3.16) oznaqaet, qto toqka (λ, μ_{rs}) ne prinadleßit ni regulØrnomu, ni singulØrnomu sobstvennym

PRIMENENIE METODA RANGOVO` FAKTORIZACII 129 znaqeniØm matricy F (λ, μ ). K takim toqkam budem ssylat~sØ kak k toqkam regulØrno-singulØrnogo sobstvennogo znaqeniØ matricy F (λ, μ). Vektor

W_1(λ, μ_{rs}) y_1(λ, μ_{rs}) = −W_0(λ, μ_{rs}) y_2(λ, μ_{rs}) (3.18)

nazovem regulØrno-singulØrnym sobstvennym vektorom, sootvetstvu¸wim toqke (λ, μ_{rs}) regulØrno-singulØrnogo sobstvennogo znaqeniØ matricy F (λ, μ ).

Privodim opredelenie regulØrno-singulØrnogo sobstvennogo vektora v terminah obobwennogo sobstvennogo vektora.

Obobwennyæ sobstvennyæ vektor x(λ, μ^∗), udovletvorØ¸wiæ usloviØm

(λ, μ^∗) = (λ, μ_{rs}) ∈ ^δ^1_{rs}[F ]; x^1(λ, μ_{rs}) = −x^0(λ, μ_{rs}) ≠ 0

F (λ, μ_{rs}) W_1(λ, μ_{rs}) y_1(λ, μ_{rs}) = 0, F (λ, μ_{rs}) W_0(λ, μ_{rs}) y_2(λ, μ_{rs}) = 0

nazyvaetsØ regulØrno-singulØrnym sobstvennym vektorom, sootvetstvu¸wim toqke (λ, μ_{rs}) regulØrno-singulØrnogo sobstvennogo znaqeniØ matricy F (λ, μ ).

Mnoßestvo toqek iz (3.16) oboznaqim ^σ^′_{rs}[F ]; mnoßestvo toqek iz (3.15) oboznaqim ^σ^0_{rs}[F ], ^σ_{rs}[F ] := ^σ^0_{rs}[F ] ∪ ^σ^1_{rs}[F ] est~ mnoßestvo toqek smexannogo spektra matricy F (λ, μ ).

Teorema 3.2. 1. DlØ togo, qtoby toqka (λ, μ^∗) spektra matricy

F (λ, μ ) byla toqkoæ pereseqeniØ regulØrnogo i singulØrnogo sobstvennyh znaqeniæ matricy F (λ, μ ), neobhodimo, qtoby ona byla toqkoæ pereseqeniØ spektrov σ [W_1] i σ [W_0].

2. V toqkah (λ, μ^0_{rs}) pereseqeniØ regulØrnogo i singulØrnogo sobstvennyh znaqeniæ matricy F (λ, μ ) pereseqenie podprostranstv span W_1(λ, μ^0_{rs}) i span W_0(λ, μ^0_{rs}) est~ nulevoæ vektor.

Teorema 3.3. 1. DlØ togo, qtoby toqka (λ, μ^∗) spektra matri-

cy F (λ, μ ) byla toqkoæ regulØrno-singulØrnogo sobstvennogo znaqeniØ matricy F (λ.μ), neobhodimo i dostatoqno, qtoby ona byla toqkoæ mnoßestva σ^′_{12}[W ] ⊂ σ[W ]: (λ, μ^∗) = (λ, μ_{rs}) = (λ, μ_{12}) ∈ σ^′_{12}[W ].

2. V toqkah (λ, μ_{rs}) regulØrno-singulØrnogo sobstvennogo znaqeniØ matricy F (λ, μ ) pereseqenie span W_1(λ, μ_{rs}) i span W_0(λ, μ_{rs}) est~ nenulevoæ vektor.

130 V. N. KUBLANOVSKA˚

Spravedlivost~ utverßdenie (3.2), (3.3) sleduet iz opredeleniØ toqek pereseqeniØ regulØrnyh i singulØrnyh sobstvennyh znaqeniæ i opredeleniØ regulØrno-singulØrnyh sobstvennyh znaqeniæ matricy F (λ, μ ).

Dadim formulirovku teorem 3.2 i 3.3 v terminah obobwennyh sobstvennyh vektorov.

Pust~ X (λ, μ) – prostranstvo obobwennyh sobstvennyh vektorov matricy F (λ, μ ). Oboznaqim X_r, X_s i X_{rs} lineænye oboloqki iz sobstvennyh vektorov, otveqa¸wih regulØrnym, singulØrnym i regulØrno-singulØrnym sobstvennym znaqeniØm matricy F (λ, μ ) sootvetstvenno. Iz skazannogo vyxe sleduet spravedlivost~ utverßdeniæ

Teorema 3.4. 1. DlØ togo, qtoby toqka (λ, μ^0_{rs}) byla toqkoæ pe-

reseqeniØ regulØrnogo i singulØrnogo sobstvennyh znaqeniæ matricy F (λ, μ ), dostatoqno, qtoby pereseqenie podprostranstv X_r(λ, μ^0_{12}) i X_s(λ, μ^0_{12}) bylo nulevym vektorom.

2. DlØ togo, qtoby (λ, μ_{rs}) byla toqkoæ regulØrno-singulØrnogo sobstvennogo znaqeniØ matricy F (λ, μ ), neobhodimo i dostatoqno, qtoby pereseqenie podprostranstv X_r(λ, μ_{rs}) i X_s(λ, μ_{rs}) bylo nenulevym vektorom.

Zameqanie. Toqki (λ, μ_{rs}) spektra matricy W (λ, μ) ØvlØ¸tsØ tak

ße toqkami spektra matricy W^T (λ, μ), t.e. spravedlivy ravenstva W^T_1 (λ, μ_{12})z(λ, μ_{12}) = 0

W^T_0 (λ, μ_{12})z(λ, μ_{12}) = 0,

tak qto (λ, μ_{12}) ∈ { σ[W^T_1 ] ∩ σ[W^T_0 ] } . Sledu¸wie varianty mogut imet~ mesto:

(λ, μ_{12}) ∈ { σ_r[W_1] ∩ σ_r[W_0] } ; (λ, μ_{12}) ∈ { σ_r[W_1] ∩ σ^+_s [W^T_0 ] } ; (λ, μ_{12}) ∈ { σ^+_s [W^T_1 ] ∩ σ_r[W^T_0 ] } ; (λ, μ_{12}) ∈ { σ^+_s [W^T_1 ] ∩ σ^+_s [W^T_0 ] } ; (λ, μ_{12}) ∈ { σ_{rs}[W^T_1 ] ∩ σ_{rs}[W^T_0 ] } . Posledniæ variant imeet mesto, kogda z(λ, μ_{12}) = 0.

Iz skazannogo sleduet spravedlivost~ utverßdeniØ

PRIMENENIE METODA RANGOVO` FAKTORIZACII 131

Teorema 3.5. Obwie toqki smexannyh spektrov kaßdoæ iz ma-

tric W^T_0 (λ, μ) i W^T_1 (λ, μ), t.e. toqki, prinadleßawie obwim rexeniØm sistem { W^T_0 (λ, μ)z(λ, μ) = 0 z(λ, μ) = 0 i { W^T_1 (λ, μ)z(λ, μ) = 0 z(λ, μ) = 0b prinadleßat mnoßestvu {σ_{12}[W^T ] = {φ_{12}(μ) = 0}.

Teorema 3.6. 1. DlØ togo, qtoby toqka (λ, μ_{rs}) smexannogo spek-

tra matricy F (λ, μ ) ∈ M^{m×n}_m , σ[F ] = ^σ [F ] byla toqkoæ regulØrnogo spektra matricy F (λ, μ ) dostatoqno vypolnenie usloviØ: (λ, μ_{rs}) ∈ { ^σ_{rs}[F ] ∩ ^σ^+_s [F ] } , ili (qto to ße) usloviØ: (λ, μ_{rs}) ∈ { σ_{12}[W ] ∩ σ^−_s [W_0] } . 2. DlØ togo, qtoby toqka (λ, μ_{rs}) smexannogo spektra matricy F (λ, μ ) ∈ M^{m×n}_m , σ[F ] = ^σ [F ] byla toqkoæ singulØrnogo spektra matricy F (λ, μ ) dostatoqno vypolnenie usloviØ: (λ, μ_{rs}) ∈ { ^σ_{rs}[F ] ∩ σ^−_s [W_1] } , ili (qto to ße) usloviØ: (λ, μ_{rs}) ∈ { σ_{12}[W ] ∩ σ^−_s [W_1] } . Spravedlivost~ utverßdeniæ 1 i 2 s uqetom teorem 3.3 i 3.4 sleduet iz opredeleniæ toqek regulØrnogo, singulØrnogo i regulØrno-singulØrnogo sobstvennyh znaqeniæ matricy F (λ, μ ).

3.3. Prostye i dvoæstvennye toqki spektra matricy F (λ, μ ).

Toqka (λ, μ^∗) spektra matricy F (λ, μ ) nazyvaetsØ prostoæ toqkoæ regulØrnogo, singulØrnogo i regulØrno-singulØrnogo spektrov matricy F (λ, μ ) sootvetstvenno, esli vypolØn¸tsØ sledu¸wie usloviØ • { ^σ_r [F ] ∩ σ [W_0] } = ⊥ dlØ toqek (λ, μ_∗) ∈ ^σ_r [F ]; • { ^σ^+_s [F ] ∩ σ [W_1] } = ⊥ dlØ toqek (λ, ν_∗) ∈ ^σ^+_s [F ];

132 V. N. KUBLANOVSKA˚ • { ^σ_{rs}[F ] ∩ σ [W_0] } = ⊥ i { ^σ_{rs}[F ] ∩ σ [W_1] } = ⊥ dlØ toqek (λ, μ_{rs}) ∈ ^σ_{rs}[F ].

Toqka (λ, μ^∗) spektra matricy F (λ, μ ) nazyvaetsØ dvoæstvennoæ toqkoæ regulØrnogo, singulØrnogo i regulØrno-singulØrno-go spektrov F (λ, μ ) sootvetstvenno, esli vypolneny sledu¸wie usloviØ: • { ^σ_r [F ] ∩ σ [W_0] } ≠ ⊥ dlØ toqek (λ, μ_∗) ∈ ^σ_r [F ]; • { ^σ^+_s [F ] ∩ σ [W_1] } ≠ ⊥ dlØ toqek (λ, ν_∗) ∈ ^σ^+_s [F ]; • { ^σ_{rs}[F ] ∩ σ [W_0] } ≠ ⊥ i { ^σ_{rs}[F ] ∩ σ [W_1] } ≠ ⊥ dlØ toqek (λ, μ_{rs}) ∈ ^σ_{rs}[F ].

Teorema 3.7. DlØ togo, qtoby (λ, μ^∗) byla prostoæ toqkoæ spek-

tra matricy F (λ, μ ), dostatoqno vypolnenie usloviæ: • { ^σ_r [F ]∩σ_r[W_0] } = ⊥, { ^σ_r[F ]∩σ^−_s [W_0] } = ⊥, { ^σ_r[F ]∩σ_{rs}[W^T_0 ] } = ⊥ dlØ toqek (λ, μ^∗) = (λ, μ_∗) ∈ ^σ_r[F ]; • { ^σ^+_s [F ]∩σ_r[W_1] } = ⊥, { ^σ^+_s [F ]∩σ^−_s [W_1] } = ⊥, { ^σ^+_s [F ]∩σ^i_{rs}[W^T_1 ]= ⊥

dlØ toqek (λ, μ^∗) = (λ, ν_∗) ∈ ^σ^+_s [F ]; • { ^σ_{rs}[F ] ∩ σ_r[W_0] } = ⊥, { ^σ_{rs}[F ] ∩ σ_r[W_1] } = ⊥, { ^σ_{rs}[F ] ∩ σ^−_s [W_0] = ⊥, { ^σ_{rs}[F ] ∩ σ^−_s [W_1] = ⊥, { ^σ_{rs}[F ] ∩ σ_{rs}[W^T_0 ] } = ⊥, { ^σ_{rs}[F ] ∩ σ_{rs}[W^T_1 ] } = ⊥, dlØ toqek (λ, μ^∗) = (λ, μ_{rs}) ∈ ^σ_{rs}[F ];

Spravedlivost~ sleduet iz opredeleniØ prostyh toqek i stuktury spektrov σ [W_0] i σ[W_1], t.e. iz sootnoxeniæ vida:

σ [W_i] = σ_r[W_i] ∪ σ^−_s [W_i] ∪ σ_{rs}[W^T_i ], i = 0, 1.

Sledstvie 3.8. 1) DlØ togo, qtoby (λ, μ_∗) byla prostoæ toqkoæ

regulØrnogo spektra matricy F (λ, μ ) neobhodimo, qtoby v fftoæ toqke { ^σ_r[F ] ∩ ^σ^+_s [F ] } = ⊥.

PRIMENENIE METODA RANGOVO` FAKTORIZACII 133 2) DlØ togo, qtoby (λ, μ_{rs}) byli prostoæ toqkoæ regulØrnogo spektra matricy F (λ, μ ) neobhodimo, qtoby v fftoæ toqke { ^σ_{rs}[F ] ∩ ^σ^+_s [F ] } = ⊥.

Spravedlivost~ sleduet iz teoremy 3.7.

Teorema 3.9. DlØ suwestvovaniØ dvoæstvennyh toqek v spektre

matricy F (λ, μ ), neobhodimo i dostatoqno vypolnenie, po kraæneæ mere, odnogo iz sledu¸wih usloviæ: • { ^σ_r [F ]∩σ_r[W_0] } ≠ ⊥, { ^σ_r[F ]∩σ^−_s [W_0] } ≠ ⊥, { ^σ_r[F ]∩σ_{rs}[W^T_0 ] } ≠ ⊥ dlØ toqek (λ, μ^∗) ∈ ^σ_r[F ]; • { ^σ^+_s [F ]∩σ_r[W_1] } ≠ ⊥, { ^σ^+_s [F ]∩σ^−_s [W_1] } ≠ ⊥, { ^σ^+_s [F ]∩σ_{rs}[W^T_1 ] } ≠ ⊥ dlØ toqek (λ, ν_∗) ∈ ^σ^+_s [F ]; • { σ_{rs}[F ] ∩ σ_r[W_i] } ≠ ⊥, { σ_{rs}[F ] ∩ σ^−_s [W_i] } ≠ ⊥, { ^σ_{rs}[F ] ∩ σ_{rs}[W^T_i ] } ≠ ⊥, i = 0, 1, dlØ toqek (λ, μ_{rs}) ∈ ^σ_{rs}[F ].

Spravedlivost~ sleduet iz opredeleniØ dvoæstvennyh toqek spektra matricy F (λ, μ ) i struktury spektrov σ [W_0] i σ[W_1].

SledstviØ 3.10. 1. DlØ togo, qtoby (λ, μ_k) byla dvoæstvennoæ

toqkoæ regulØrnogo spektra matricy F (λ, μ ) dostatoqno vypolnenie v fftoæ toqke sledu¸wego usloviØ: ^σ_r [F ] ∩ ^σ^+_s [F ] ≠ ⊥. 2. DlØ togo, qtoby toqka (λ, μ_{rs}) byla dvoæstvennoæ toqkoæ regulØrnogo spektra matricy F (λ, μ ) dostatoqno vypolnenie v fftoæ toqke sledu¸wego usloviØ: ^σ_{rs} [F ] ∩ ^σ^+_s [F ] ≠ ⊥. 3. DlØ togo, qtoby toqka (λ, ν_{rs}) byla dvoæstvennoæ toqkoæ singulØrnogo spektra matricy F (λ, μ ) dostatoqno vypolnenie v fftoæ toqke sledu¸wego usloviØ: { ^σ_{rs} [F ] ∩ ^σ^−_s [W_1] ≠ ⊥. Spravedlivost~ sleduet iz teoremy 3.9 i ravenstva

σ^+_s [F ] = ^σ^−_s [W_0].

134 V. N. KUBLANOVSKA˚ Urovnem dvoæstvennosti toqki (λ, μ_∗) regulØrnogo spektra matricy F (λ, μ ), prinadleßaweæ mnoßestvu σ_r[W_0], nazyvaetsØ qislo l, udovletvorØ¸wee sootnoxeniØm (λ, μ_∗) ∈ {{ ^σ_r [F ] ∩ σ_r[W_0] } ∩ { σ_r[W_0] ∩ σ_r[W^{(1)}_0 ] } ∩ . . . . . . { σ_r [ W^{(l−2)} 0 ] ∩ σ_r [ W^{(l−1)} 0 ]}} ; (3.19) (λ, μ_∗) /∈ { σ_r [ W^{(l−1)} 0 ] ∩ σ_r [ W^{(l)}_0 ]}} . Zdes~ i niße W^{(k)}(λ, μ) := [ W^{(k)}_1 (λ, μ), W^{(k)}_0 (λ, μ) ] est~ matrica, realizu¸waØ ΔW -q razloßenie matricy [W^{(k−1)}_0 (λ, μ)]^T , k = 1, . . . , l; W^{(0)}_0 (λ, μ) = W_0(λ, μ) = N_c[F ].

Urovnem dvoæstvennosti toqki (λ, μ_∗) ∈ σ[F ] regulØrnogo spektra matricy F (λ, μ ), prinadleßaweæ mnoßestvu σ^−[W_0], nazyvaetsØ qislo l, udovletvorØ¸wee sootnoxeniØm: (λ, μ_∗) ∈ {{ ^σ_r[F ] ∩ σ^−_s [W_0] } ∩ { σ_r[W_0] ∩ σ^−_s [W^{(1)}_0 ] } ∩ . . . . . . { σ_r [ W^{(l−2)} 0 ] ∩ σ^−_s [ W^{(l−1)} 0 ]}} ; (3.20) (λ, μ_∗) /∈ { σ_r [ W^{(l−1)} 0 ] ∩ σ^−_s [ W^{(l)}_0 ]}} . Urovnem dvoæstvennosti toqki (λ, μ_∗) regulØrnogo spektra matricy F (λ, μ ), prinadleßaweæ mnoßestvu σ_{rs}[W^T_0 ], nazyvaetsØ qislo l, udovletvorØ¸wee sootnoxeniØm (λ, μ_∗) ∈ {{ ^σ^−_r [F ] ∩ σ_{rs}[W^T_0 ] } ∩ { σ_r[W^{(1)}_0 ] ∩ σ_{rs}[(W^{(1)}_0 )^T ] } ∩ . . . . . . ∩ { σ_r [ W^{(l−2)} 0 ] ∩ σ_{rs} [ (W^{(l−1)}_0 )^T ]}} ; (3.21) (λ, μ_∗) /∈ { σ_r [ W^{(l−1)} 0 ] ∩ σ_{rs} [ (W^{(l)}_0 )^T ]}} . Urovnem dvoæstvennosti toqki (λ, μ_{rs}) regulØrnogo spektra matricy F (λ, μ ), dlØ kotoroæ vypolnØetsØ uslovie (λ, μ_{rs}) ∈ { ^σ_{rs}[F ] ∩ σ^+_s [F ] } , (3.22)

nazyvaetsØ qislo l, udovletvorØ¸wee sootnoxeniØm (λ, μ_{rs}) ∈ {{ σ^−_s [W_0] ∩ σ_{12}[W ] } ∩ { σ^−_s [W^{(1)}_0 ] ∩ σ_{12}[W^{(1)}] } ∩ . . .

PRIMENENIE METODA RANGOVO` FAKTORIZACII 135 . . . ∩ { σ^−_s [ W^{(l−1)} 0 ] ∩ σ_{12} [ W^{(l−1)} 0 ]}} ; (3.23) (λ, μ_{rs}) /∈ { σ^−_s [ W^{(l)}_0 ] ∩ σ_{12} [ W^{(l)} ]}} . Analogiqno opredelØetsØ uroven~ dvoæstvennosti toqek singulØrnogo i smexannogo spektrov matricy F (λ, μ ). Tak, naprimer, urovnem dvoæstvennosti toqki (λ, ν_{rs}) singulØrnogo spektra matricy F (λ, μ ), dlØ kotoroæ vypolnØetsØ uslovie (λ, ν_{rs}) ∈ { ^σ_{rs}[F ] ∩ σ^−_s [W_1] } , (3.24)

nazyvaetsØ qislo l, udovletvorØ¸wee sootnoxeniØm (λ, ν_{rs}) ∈ {{ σ^−_s [W_1] ∩ σ_{12}[W ] } ∩ { σ^−_s [W^{(1)}_1 ] ∩ σ_{12}[W^{(1)}] } ∩ . . . . . . ∩ { σ^−_s [ W^{(l−1)} 1 ] ∩ σ_{12} [ W^{(l−1)} ]}} ; (3.25) (λ, ν_{rs}) /∈ { σ_s [ W^{(l)}_1 ] ∩ σ_{12} [ W^{(l)} ]}} . ZameqaniØ. 1. Esli l[F ], uroven~ dvoæstvennosti toqki (λ, μ_{rs})

regulØrnogo spektra matricy F (λ, μ ) otnositel~no spektra matricy W_0(λ, μ), bol~xe edinicy, to uroven~ dvoæstvennosti toæ ße toqki regulØrnogo spektra matricy W_0(λ, μ) otnositel~no spektra W^{(1)}_0 (λ, μ) na edinicu men~xe

l_r [W_0] = l_r [F ] − 1.

V qastnosti, esli uroven~ dvoæstvennosti l[F ] toqki regulØrnogo spektra matricy F (λ, μ ) raven edinice, to ffta toqka ØvlØetsØ prostoæ toqkoæ regulØrnogo spektra matricy W_0(λ, μ) ili (drugimi slovami) imeet nulevoæ uroven~ dvoæstvennosti (l[W_0] = 0). Analogiqnye utverßdeniØ spravedlivy dlØ dvoæstvennyh toqek kak singulØrnogo, tak i smexannogo spektrov matricy F (λ, μ ).

2. V situacii, kogda F (λ, μ ) imeet polnyæ stolbcovyæ rang i σ[F ] = ^σ[F ], k dvoæstvennym toqkam regulØrnogo, singulØrnogo i smexannogo spektrov matricy F (λ, μ ) otnosØtsØ dvoæstvennye toqki sootvetstvenno regulØrnogo, singulØrnogo i smexannogo spektrov matricy F^T (λ, μ). V fftom sluqae v ravenstvah (3.19)–(3.25) sleduet zamenit~ F (λ, μ ) na F^T (λ, μ); v kaqestve matricy W (λ, μ) = [W_1(λ, μ), W_0(λ, μ)] ispol~zovat~ matricu, realizu¸wu¸ ΔW -q razloßenie matricy F^T (λ, μ) tak, qto W_0(λ, μ) = N_c[F^T ].

136 V. N. KUBLANOVSKA˚

3.4. Struktura spektra matricy F (λ, μ ).

3.4.1. Iz skazannogo vyxe moßno sdelat~ sledu¸wie vyvody ot-

nositel~no struktury koneqnogo spektra matricy F (λ, μ ).

1. Esli matrica F (λ, μ ) ∈ M^{m×n}_m imeet koneqnyæ spektr σ[F ], ne zavisØwiæ ot spektral~nogo parametra λ (t.e. σ[F ] = ^σ[F ]), to ^σ [F ] = ^σ_r[F ] ∪ ^σ^+_s [F ] ∪ ^σ_{mix}[F ].

Zdes~ oboznaqeny • ^σ_r[F ] = ^σ_{r1}[F ] ∪ ^σ_{r2}[F ]: ^σ_{r1}[F ] := { ^σ[F ] ∩ σ[W_0] } = ⊥ – mnoßestvo prostyh toqek koneqnogo regulØrnogo spektra matricy F (λ, μ ), ^σ_{r2}[F ] := { ^σ[F ]∩σ[W_0] } ≠ ⊥ – mnoßestvo dvoæstvennyh toqek koneqnogo regulØrnogo spektra matricy F (λ, μ );

• ^σ^+_{s1}[F ] = ^σ^+_{s1}[F ] ∪ ^σ^+_{s2}[F ]: ^σ^+_{s1}[F ] := { ^σ[F ] ∩ σ[W_1] = ⊥ – mnoßestvo prostyh toqek koneqnogo singulØrnogo spektra matricy F (λ, μ ), ^σ^+_{s2}[F ] := { ^σ[F ] ∩ σ[W_1] ≠ ⊥ – mnoßestvo dvoæstvennyh toqek koneqnogo singulØrnogo spektra matricy F (λ, μ );

• ^σ_{mix}[F ] = ^σ_{mix1}[F ]∪^σ_{mix2}[F ]: ^σ_{mix1}[F ] := { ^σ[F ]∩σ[W_0]∩σ[W_1] } = ⊥ – mnoßestvo prostyh toqek koneqnogo ^σ_{mix}[F ] spektra matricy F (λ, μ ), ^σ_{mix2}[F ] := { ^σ[F ] ∩ σ[W_0] ∩ σ[W_1] } ≠ ⊥ – mnoßestvo dvoæstvennyh toqek koneqnogo ^σ_{mix}[F ] spektra matricy F (λ, μ ).

2. Esli spektr matricy F (λ, μ ) ∈ M^{m×n}_m sostoit iz toqek kak zavisØwih, tak i ne zavisØwih ot parametra λ, to σ[F ] = ^σ [F ] ∪ ~σ[F ]. Zdes~ ~σ[F ] oboznaqena qast~ spektra, toqki kotorogo zavisØt ot λ, tak qto σ[F ] = ^σ [F ] ∪ ~σ_r[F ] ∪ σ^2_{rs}[F ]. σ^2_{rs}[F ] – mnoßestvo toqek spektra σ_{mix}[F ] matricy F (λ, μ ), ~σ_r [F ] – regulØrnaØ qast~ spektra matricy F (λ, μ ), sosto- ØwaØ iz toqek, zavisØwih ot vseh q-parametrov λ_1 = μ, μ_2, . . . , μ_q. 3. Esli F (λ, μ ) ∈ M^{m×n}_ρ , ρ < min(m, n), σ^+_s [F ] ∩ σ^−_s [F ] = ⊥, to

σ[F ] = { ^σ[F ] ∪ ~σ[F ] ∪ ^σ^−_s [F ] ∪ σ^−_{rs}[F ] ∪ σ^2_{rs}[F ] } , gde ^σ^−_s [F ] – toqki singulØrnogo spektra matricy F^T (λ, μ); σ^−_{rs}[F ] – toqki smexannogo spektra matricy F (λ, μ ).

PRIMENENIE METODA RANGOVO` FAKTORIZACII 137 4. Esli F (λ, μ ) ∈ M^{m×n}_ρ , ρ < min(m, n), mnoßestvo {σ^+_s [F ] ∩ σ^−_s [F ]} ne ØvlØetsØ pustym, to dlØ opredeleniØ struktury spektra matricy F (λ, μ ) trebu¸tsØ dopolnitel~nye issledovaniØ s uqetom toqek pereseqeniØ spektrov σ^+_s [F ] i σ^−_s [F ].

DlØ bolee detal~nogo issledovaniØ struktury spektra matricy F (λ, μ ) ∈ M^{m×n}_m , σ[F ] = ^σ[F ], rassmotrim uravnenie

F (λ, μ )x(λ, μ) = 0, (3.26)

gde x(λ, μ) est~ stolbcova normirovannyæ k 6 q – parametriqeskiæ polinomial~nyæ vektor.

Toqki (λ, μ^∗), prinadleßawie rexeniØm uravneniØ (3.26) mogut udovletvorØt~ sledu¸wim usloviØm: 1) (λ, μ^∗) ∈ δ[F x], (λ, μ^∗) /∈ σ^−_s [x]; 2) (λ, μ^∗) ∈ σ^−_s [F x], (λ, μ^∗) /∈ σ^−_s [x]; 3) (λ, μ^α) ∈ δ[F x], (λ, μ^∗) ∈ σ^−_s [x]; 4) (λ, μ^α) ∈ σ^−_s [F x], (λ, μ^∗) ∈ σ^−_s [x]; 5) (λ, μ^∗) ∈ { δ[F x] ∩ σ^−_s [F x] } , (λ, μ^∗) /∈ σ^−_s [x];

6) (λ, μ^∗) ∈ { δ[F x] ∩ σ^−_s [F x] } , (λ, μ^∗) ∈ σ^−_s [x].

Zdes~ i niße qerez δ[Z] i σ^−_s [Z] oboznaqeny sootvetstvenno (q − 1)-mernye i (q − k)-mernye (k ≠ 1) rexeniØ SNAU vida z(λ, μ) = 0, gde z(λ, μ) est~ q-parametriqeskiæ polinomial~nyæ vektor.

V situacii 1) toqka (λ, μ^∗) = (λ, μ_∗) ∈ ^σ_{r1}[F ] ØvlØetsØ toqkoæ regulØrnogo sobstvennogo znaqeniØ matricy F (λ, μ ); nenulevoæ obobwennyæ sobstvennyæ vektor, sootvetstvu¸wiæ toqke (λ, μ_x).

V situacii 2) toqka (λ, μ^∗) = (λ, ν_∗) ∈ ^σ_{s1}[F ] ØvlØetsØ toqkoæ singulØrnogo sobstvennogo znaqeniØ matricy F (λ, μ ); nenulevoæ obobwennyæ sobstvennyæ vektor x(λ, ν_x) est~ singulØrnyæ sobstvennyæ vektor, sootvetstvu¸wiæ toqke (λ, ν_∗).

V situacii 5) toqka (λ, μ^∗) = (λ, μ_{rs}) ∈ ^σ_{mix1}[F ] ØvlØetsØ toqkoæ regulØrno-singulØrnogo sobstvennogo znaqeniØ matricy F (λ, μ ); nenulevoæ obobwennyæ sobstvennyæ vektor x(λ, μ_{rs}) est~ regulØrno-singulØrnyæ sobstvennyæ vektor, sootvetstvu¸wiæ toqke (λ, μ_{rs}).

V situaciØh 3), 4) i 6) toqki (λ, μ^∗) = (λ, μ_∗), (λ, μ^∗) = (λ, ν_∗) i (λ, μ^∗) = (λ, μ_{rs}) prinadleßat sootvetstvenno smexannym spektram ^σ_r[F ], ^σ_s[F ] i ^σ_{mix}[F ]. Kaßdoæ iz fftih toqek sootvetstvuet nulevoæ obobwennyæ sobstvennyæ vektor x(λ, μ_x), x(λ, ν_x) i x(λ, μ_{rs}).

138 V. N. KUBLANOVSKA˚

3.4.2. Toqku pereseqeniØ (v tom qisle poparnogo pereseqe-

niØ) regulØrnogo, singulØrnogo i smexannogo spektrov matricy F (λ, μ ) budem otnosit~ sootvetstvenno.

• k kratnym toqkam spektra matricy F (λ, μ ), esli sootvetstvu¸wie sobstvennye vektory (nenulevye obobwennye sobstvennye vektory) v fftoæ toqke sovpada¸t;

• k osobym toqkam spektra matricy F (λ, μ ), esli sootvetstvu- ¸wie obobwennye vektory v fftoæ toqke ØvlØ¸tsØ nulevymi.

Tak, naprimer, dvoæstvennaØ toqka (λ, μ_{rs}) spektra matricy F (λ, μ ) est~ osobennaØ toqka regulØrnogo spektra F (λ, μ ), esli vypolneny usloviØ: (a) (λ, μ_{rs}) ∈ { ^σ_{rs}[F ] ∩ ^σ^+_s [F ] } ; (b) Obobwennyæ sobstvennyæ vektor, sootvetstvu¸wiæ (λ, μ_{rs}), kak toqke spektra ^σ_{rs}[F ] i obobwennyæ sobstvennyæ vektor, sootvetstvu¸wiæ (λ, μ_{rs}) kak toqke spektra ^σ^+_s [F ], ØvlØ¸tsØ nulevymi.

Analogiqno, dvoæstvennaØ toqka λ, ν_{rs}) spektra matricy F (λ, μ ) est~ osobennaØ toqka singulØrnogo spektra F (λ, μ ), esli vypolneny usloviØ: (a) (λ, ν_{rs}) ∈ { ^σ_{rs}[F ] ∩ σ^−_s [W_1] } ; (b) Obobwennyæ sobstvennyæ vektor, sootvetstvu¸wiæ (λ, ν_{rs}), kak toqke spektra ^σ_{rs}[F ] i obobwennyæ sobstvennyæ vektor, sootvetstvu¸wiæ (λ, ν_{rs}) kak toqke spektra ^σ^−_s [F ], ØvlØ¸tsØ nulevymi.

§4. Vyqislenie spektral~nyh harakteristik matricy F (λ, μ ) 4.1. Vyqislenie toqek singulØrnogo spektra matricy F (λ, μ ). Pust~ F (λ, μ ) = ∑ C_k( μ )λ^k, F (λ, μ ) ∈ M^{m×n}_m i σ [F ] = ^σ [F ]. Pust~ F (λ, μ ) W (λ, μ) = [ Δ(λ, μ), O ] est~ ΔW -q-razloßenie matricy F (λ, μ ). Zdes~ W (λ, μ) = = [ W_1(λ, μ), W_0(λ, μ) ] , W_1(λ, μ) ∈ M^{n×ρ}_ρ , W_0(λ, μ) ∈ M^{n×(n−ρ)}_{n−ρ} .

PRIMENENIE METODA RANGOVO` FAKTORIZACII 139 Stolbcy W_0(λ, μ) obrazu¸t bazis N_c[F ], spektr kotorogo ne zavisit ot parametra λ; σ^+_s [F ] = σ^−_s [W_0]. Pust~

det W (λ, μ) = φ_1( μ )φ_2( μ ) φ_{12}( μ ), gde { φ_1( μ ) = 0 } = σ[W_1], { φ_2( μ ) = 0 } = σ[W_0],

^φ_i(μ) := σ_r[W_i], i = 0, 1, { φ_{12}( μ ) = 0 } = σ^1_{rs}[W_] ∪ σ^0_{rs}[W ] :

σ^1_{rs}[W ] – mnoßestvo toqek (λ, μ_{12}) spektra matricy F (λ, μ), udovletvorØ¸wih usloviØm (3.16);

σ^0_{rs}[W ] – mnoßestvo toqek pereseqeniØ korneæ uravneniæ φ_1( μ ) = 0 i φ_2( μ ) = 0.

Niße privodØtsØ algoritmy vyqisleniØ nekotoryh spektral~nyh harakteristik matricy F (λ, μ ) v predpoloßenii, qto uroven~ dvoæstvennosti toqek spektra F (λ, μ ) ne prevoshodit edinicy.

4.1.1. Algoritm vyqisleniØ polinomov^{∗)} ^φ1( μ ) i ^φ2( μ ).

Vyqislenie ^φ_1( μ ) i ^φ_2( μ ) provoditsØ po odnomu i tomu ße algoritmu. DlØ opredelennosti rassmotrim vyqislenie ^φ_1( μ ), vypolnØØ sledu¸wie operacii:

(1) VyqislØetsØ l¸boæ iz minorov porØdka ρ matricy W_1(λ, μ), naprimer, nahoditsØ skalØrnyæ polinom

ψ( μ ) = W_1 ( 1 . . . ρ 1 . . . ρ ) = α_t( μ )λ^t + · · · + α_0( μ ).

(2) NahoditsØ δ( μ ), t.e. OND polinomov {α_i( μ )}, i = 0, 1, . . . , t i razloßeniØ vida

α_k( μ ) = δ( μ )^α_k( μ ),

gde {^α_k( μ )} – posledovatel~nost~ vzaimno-prostyh polinomov.

(3) VyqislØetsØ polinom φ( μ ) = det W (λ, μ).

�)Zdes~ i niße_{^φi(μ)} oboznaqen polinom_{ρ[Wi]},_{i = 1, 0}.

140 V. N. KUBLANOVSKA˚ (4) NahoditsØ OND polinoma φ( μ ) i δ( μ ). V rezul~tate vypolneniØ operaciæ (1)–(4) budet naæden polinom

^φ_1( μ ) = OND{φ( μ ), δ( μ )}.

Raskrytie funkcional~nogo opredelitelØ, t.e. operacii (1) i (3) mogut byt~ realizovany primeneniem metoda sledov D. K. Faddeeva [1, 2]. Vyqislenie OND polinomov ot mnogih peremennyh moßno realizovat~ algoritmom, opisannom v [1, 2].

4.1.2. Algoritm vyqisleniØ uzlovyh toqek polinoma ot q ¿ 2

peremennyh. DlØ opredelennosti rassmotrim vyqislenie uzlovyh toqek polinoma ^φ_1( μ ), vypolnØØ sledu¸wie operacii. (1) NahoditsØ otnositel~naØ faktorizaciØ polinoma ^φ_1( μ ), ispol~zuØ algoritm, opisannyæ v [5].

Pust~

^φ_1( μ ) = q∏ k=2 ∏ 16i2<...<ik6q^{= Ψ} (k) i2...ik ( μ_{i2} , . . . , μ_{ik} ) =

= q∏ k=1 Φ^{(q−k)} ( μ_{k+1}, . . . , μ_q ) (4.3)

est~ otnositel~naØ faktorizaciØ polinoma ^φ_1( μ ), tak qto polinom Ψ^{(k)}_{i2...ik} ( μ_{i2} , . . . , μ_{ik} ) ot (k − 1)-peremennoæ ne imeet svoimi delitelØmi polinomov ot l¸bogo i qisla peremennyh (i < (k−1)) iz mnoßestva {μ_2, . . . , μ_q}. Φ^{(q−k)} ( μ_{k+1}, . . . , μ_q ) ≡ Φ^{(q−k)}(μ_{q−k}) oboznaqen sobstvennyæ polinom (t.e. delitel~ ^φ_1( μ )) urovnØ (q − k):

Φ^{(q−k)}(μ_{q−k}) :=

=Ψ_{k+1} ( μ_{k+1} ) Ψ_{k+1,k+2} ( μ_{k+1}, μ_{k+2} ) . . . Ψ_{k+1,... ,q} ( μ_{k+1}, . . . , μ_q ) . (2) NahodØtsØ rexeniØ μ^∗_{q−k} = (μ^∗_{k+1}, . . . , μ^∗_q ) sistemy vida Ψ_{k+1} ( μ_{k+1} ) = 0,

Ψ_{k+1,k+2} ( μ_{k+1}, μ_{k+2} ) = 0, . . . , Ψ_{k+1,... ,q} ( μ_{k+1}, . . . , μ_q ) = 0. } (4.4)

Tak naædennye μ^∗_{q−k} ØvlØ¸tsØ uzlovymi toqkami polinoma ^φ_1( μ ). Zametim, qto uzlovye toqki odnoznaqno opredelØ¸tsØ kornØmi SNAU (4.4). Pri fftom iz svoæstv otnositel~noæ faktorizacii sleduet, qto nabor μ^∗_{q−k}-uzlovyh toqek (q−k)-go urovnØ ne imeet obwih toqek s naborom μ^∗_{q−l} pri k > l.

PRIMENENIE METODA RANGOVO` FAKTORIZACII 141

4.1.3. Vyqislenie toqek (λ∗, μ^∗_{q−k}), prinadleßawih σ^+_s [F ] ≡

σ^−_s [W_0].

DlØ vyqisleniØ toqek (λ_∗, μ^∗_{q−k}), prinadleßawih singulØrnomu spektru σ^+_s [F ], vypolnØ¸tsØ sledu¸wie operacii. (1) VyqislØetsØ polinom ^φ_1( μ ).

(2) NahodØtsØ uzlovye toqki μ^∗_{q−k}, k = q, . . . , 1 polinoma ^φ_1( μ ). (3) DlØ kaßdoæ uzlovoæ toqki μ^∗_{q−k} polinoma ^φ_1( μ ) vyqislØetsØ polinom ω( λ ), korni kotorogo sovpada¸t s toqkami regulØrnogo spektra matricy W_0(λ, μ^∗_{q−k}). UqityvaØ, qto W_0(λ, μ^∗_{q−k}) est~ matrica polnogo stolbcovogo ranga, vyqislenie ω( λ ) moßno realizovat~ tem ße algoritmom, qto i vyqislenie ^φ_1( μ ).

V rezul~tate vypolneniØ (1)–(3) budet postroena SNAU Ψ_{k+1}(μ_{k+1}) = 0 Ψ_{k+1,k+2}(μ_{k+1}, μ_{k+2}) = 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Ψ_{k+1,... ,q}(μ_{k+1}, . . . , μ_q) = 0 W_0(λ, μ^∗_{q−k}) = 0,

(4.5)

rexeniØ kotoroæ sut~ toqki singulØrnogo spektra matricy F (λ, μ ). 4.2. Vyqislenie sobstvennyh vektorov.

Vyqislenie sobstvennyh vektorov matricy F (λ, μ ) moßno realizovat~, primeniv sledu¸wiæ algoritm.

4.2.1. DlØ postroeniØ regulØrnyh sobstvennyh vektorov, soot-

vetstvu¸wih toqkam (λ, μ_∗) ∈ ^σ_r[F ] sleduet vypolnit~ operacii. (1) Vyqislit~ polinom ^φ_2( μ ), t.e. polinom, korni μ = μ^∗_2 kotorogo obrazu¸t toqki (λ, μ^∗_2) ≡ (λ, μ_∗) ∈ σ_r[W_0].

(2) Vyqislit~ balansnoe sootnoxenie vida F (λ, μ )T (λ, μ) = ^φ_2( μ ) S(λ, μ). Zdes~ [ −S(λ, μ) T (λ, μ) ] est~ svobodnyæ^{∗)} bazis pravogo nul~-pro-

stranstva iz polinomial~nyh rexeniæ matricy Φ(λ, μ) := [ ^φ_2( μ )I, F^T ], I – ediniqnaØ matrica.

�)Svobodnym nazyvaetsØ bazis, spektr matricy iz stolbcov kotorogo ne soderßit koneqnogo regulØrnogo spektra.

142 V. N. KUBLANOVSKA˚

Algoritm postroeniØ svobodnogo bazisa nul~-prostranstva iz polinomial~nyh rexeniæ q-parametriqeskoæ polinomial~- noæ matricy dlØ q 6 2 sm. v [2]; dlØ q > 2 – poØvitsØ v peqati.

Stolbcy matricy T (λ, μ) pri (λ, μ) = (λ, μ^∗_2), μ^∗_2 ∈ { ^φ_2( μ ) = 0} obrazu¸t obobwennye sobstvennye vektory F (λ, μ ), sootvetstvu¸wie toqkam (λ, μ^∗_2) ∈ ^σ_r [F ].

DlØ postroeniØ regulØrnyh sobstvennyh vektorov F (λ, μ ), sootvetstvu¸wih (λ, μ_∗) ∈ ^σ_r [F ], sleduet (1) Zapisat~ T (λ, μ^∗_2) v vide

T (λ, μ^∗_2) = W_1(λ, μ^∗_2)Y_1(λ, μ^∗_2) + W_0(λ, μ^∗_2)Y_2(λ, μ^∗_2), gde Y (λ, μ^∗_2) = ( Y_1(λ, μ^∗_2) Y_2(λ, μ^∗_2) ) = W^{−1}(λ, μ^∗_2)T (λ, μ^∗_2).

Zdes~ W (λ, μ^∗_2) est~ unimodulØrnaØ matrica. (2) Lineæno nezavisimye stolbcy matricy

X(λ, μ^∗_2) := W_1(λ, μ^∗_2)Y_1(λ, μ^∗_2)

dadut regulØrnye sobstvennye vektory matricy F (λ, μ ), sootvetstvu¸wie sobstvennomu znaqeni¸ (λ, μ^∗_2).

DlØ otbora lineæno nezavisimyh sobstvennyh vektorov sleduet k matrice X^T (λ, μ^∗_2) primerit~ algoritm ΔW -1 faktorizacii [2]

X^T (λ, μ^∗_2)^W (λ) = [ ^ Δ(λ), 0 ] ^ W = [ ^W_1(λ), ^W_0(λ)].

Stolbcy matricy ^W_0(λ) dadut iskomye regulØrnye sobstvennye vektory, sootvetstvu¸wie (λ, μ_∗) ∈ ^σ_r[F ].

4.2.2. Vyqislenie singulØrnyh sostvennyh vektorov matricy

F (λ, μ ), sootvetstvu¸wih sobstvennym znaqeniØm (λ, ν_∗) ∈ ^σ^+_s [F ], provoditsØ analogiqno s zamenoæ ^φ_2( μ ) na ^φ_1( μ ). Ili drugimi slovami, vmesto W_0(λ, μ) v operaciØh (1), (2) sleduet vzØt~ W_1(λ, μ).

4.2.3. DlØ vyqisleniØ toqek (λ, μ^∗_{12}) regulØrno-singulØrnogo

spektra matricy F (λ, μ ) i im sootvetstvu¸wih spektral~nyh harakteristik W_0(λ, μ^∗_{12})Y_2(λ, μ^∗_{12}) i W_1(λ, μ^∗_{12})Y_1(λ, μ^∗_{12}) sleduet vypolnit~ sledu¸wie operacii.

PRIMENENIE METODA RANGOVO` FAKTORIZACII 143 (1) Naæti nepolnu¸ otnositel~nu¸ faktorizaci¸ [1] matricy F (λ, μ ), t.e. razloßenie

F (λ, μ ) = ∇_1( μ )G_1(λ, μ),

gde ∇(μ) sut~ regulØrnaØ m×m matrica, polinomil~ano zavisØwaØ ot (q − 1) parametrov μ_2, . . . , μ_q; G_1(λ, μ) ∈ M^{m×n}_m , polinomial~naØ q-parametriqeskaØ matrica, spektr kotoroæ ne zavisit ot λ.

(2) Naæti ΔW -q-faktorizaci¸ [1] matricy G_1(λ, μ) G(λ, μ)W^{(1)}(λ, μ) = [ Δ^{(1)}(λ, μ), 0 ] . (3) Vyqislit~ det Δ^{(1)}(λ, μ) = a_t( μ )λ^t + · · · + a_0( μ ). (4) Naæti OND ^δ(μ) polinomov {a_k( μ )} i razloßeniØ a_k( μ ) = ^δ(μ)^a_k( μ ), gde {^a_k( μ )} – vzaimno prostye polinomy nad kol~com C( μ ). Togda poluqennyæ polinom t∑ k=0 λ^k^a_k(μ) sovpadaet s toqnost~¸ do konstanty s polinomom φ_{12}( μ ), tak qto nuli φ_{12}(λ, μ ) = 0 obrazu¸t iskomoe mnoßestvo (λ, μ^∗_{12}) toqek ^σ_{rs}[F ].

Vyqislenie regulØrno-singulØrnyh sobstvennyh vektorov, sootvetstvu¸wih toqkam (λ, μ_{12}) ∈ ^σ_{rs}[F ], realizuetsØ analogiqno vyqisleni¸ regulØrnyh sobstvennyh vektorov (sm. p. 4.2.1) s zamenoæ polinoma ^φ_2( μ ) na polinom φ_{12}( μ ) pri vyqislenii balansnogo sootnoxeniØ (sm. operaci¸ (2) algoritma p. 4.2.1).

Literatura

1. V. N. KublanovskaØ, Nekotoryæ podhod k rexeni¸ mnogoparametriqeskih zadaq. — Zap. nauqn. semin. POMI 229 (1995), 191–246.

2. V. N. KublanovskaØ, Metody i algority rexeniØ spektral~nyh zadaq dlØ polinomial~nyh i racional~nyh matric. — Zap. nauqn. semin. PO- MI 238 (1997), 7–329.

3. V. B. Hazanov, O spektral~nyh svoæstvah mnogoparametriqeskih polinomial~nyh matric. — Zap. nauqn. semin. POMI 229 (1995), 284–321.

4. I. R. Xafareviq, Osnovy algebraiqeskoæ geometrii. T. 1, Nauka, M.

(1988).

5. V. N. KublanovskaØ, V. B. Hazanov, Otnositel~naØ faktorizaciØ mnogoqlenov ot neskol~kih peremennyh. — ȷ. Vyqisl. Matem. i Matem. fiziki 36, No. 8 (1996), 6–11.

144 V. N. KUBLANOVSKA˚ 6. V. N. KublanovskaØ, O nekotorom podhode k rexeni¸ obratnyh zadaq na sobstvennye znaqeniØ matricy. — Zap. nauqn. semin. POMI 268 (2000).

Kublanovskaya V. N. The application of the rank-factorization method to the analysis of spectral characteristics of a polynomial multiparameter matrix.

The method of rank-factorization (the ΔW -q method), previously suggested by the author as a method for solvving multiparameter algebraic problems for matrix F polynomially dependent on parameters, is applied to analyze the finite spectrum of the matrix F . Special attention is paid to the part of the spectrum σ[F ] of the q-parameter matrix F whose points are independent of at least one of the spectral parameters.

Postupilo 27 fevralØ 2000 g.

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im.V. A. Steklova RAN