Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 268, 2000 g.

V. B. Mihaælov ANALITIQESKOE (SPEKTRAL^NOE) PREDSTAVLENIE REXENI` DIFFERENCIAL^NO-ALGEBRAIQESKIH SISTEM URAVNENI` S ZAPAZDYVAıWIM ARGUMENTOM

Vvedenie

Vo mnogih priloßeniØh matematiqeskaØ postanovka zadaqi privodit k differencial~no-algebraiqeskim sistemam uravneniæ s argumentom s vremennym sdvigom (v tehnike prinØt termin “zapazdyva¸wiæ argument”).

Esli my budem rassmatrivat~ klass lineænyh sistem i primenim metody operacionnogo isqisleniØ (preobrazovaniæ Laplasa) s nelineænym operatorom vida e�^{pτ} (τ – parametr vremennogo sdviga ili zaderßka, p – operator Laplasa), to v operatornoæ forme zapisi uravneniæ my budem imet~ delo s parametriqeskoæ matriceæ D(p), v kotoroæ parametr p vhodit v vide ukazannoæ nelineænoæ zavisimosti.

V nastoØwiæ moment praktika matematiqeskogo modelirovaniØ sloßnyh fiziqeskih ob¨ektov i Øvleniæ nastoØtel~no trebuet rexeniØ fftoæ zadaqi v analitiqeskom vide, prigodnom dlØ vyqisleniæ, dlØ samyh raznoobraznyh priloßeniæ.

Polinomial~nye matricy i ih primenenie k rexeni¸ differencial~no-algebraiqeskih sistem m-go porØdka

Izvestno [1], qto teoriØ polinomial~nyh matric tesno svØzana s rexeniem sistem iz n lineænyh differencial~nyh uravneniæ vysokogo porØdka A_m d^m dt^m x(t) + . . . + A_1 d dt x(t) + A_0x(t) = f(t),

x(t_0) = x_{t0}; . . . ; x^{(m}�^{1)}(t_0) = x^{(m}�^{1)}_{t0} , (1) s m vektorami naqal~nyh usloviæ (vplot~ do proizvodnyh 145

146 V. B. MIHA`LOV m − 1-go porØdka), gde verhniæ indeks v skobkah oznaqaet porØdok proizvodnoæ.

Qtoby ne putat~ termin porØdok differencial~nyh uravneniæ s terminom porØdok matricy, v dal~neæxem primenitel~no k matricam budem ispol~zovat~ termin razmer.

Sleduet otmetit~, qto qislenno-analitiqeskie metody rexeniØ zadaqi (1) ishodnogo razmera n do nastoØwego momenta nedostatoqno razrabotany, hotØ ishodnu¸ zadaqu moßno svesti k sisteme differencial~nyh uravneniæ pervogo porØdka razmera mn, dlØ kotoryh teoriØ analitiqeskih rexeniæ polnost~¸ razrabotana v rabote [2].

Qtoby ot sistemy differencial~nyh uravneniæ m-go porØdka (1) pereæti k sisteme pervogo porØdka vospol~zuemsØ bloqnoæ formoæ Frobeniusa [3], priqem srazu ße pereædem v terminy spektral~noæ problemy, a imenno I I . . . I I A_m A_m�_1 . . . A_3 A_2 A_1 λ x_m�_1 x_m�_2 . . . x_2 x_1 x_0 =

I I . . . I I −A_0 x_m�_1 x_m�_2 . . . x_2 x_1 x_0 ,

(2)

gde A_m, . . . , A_1, A_0 – kvadratnye bloki porØdka n (qislo uravneniæ v ishodnoæ sisteme (1)); I – ediniqnaØ matrica porØdka n; x_0, . . . , x_m�_1 – vektory porØdka n.

Iz [3] izvestno, qto dlØ pravyh i levyh sobstvennyh vektorov ime¸t mesto sootnoxeniØ

x_1 = λx_0; . . . ; x_m�_1 = λ^m�^1x_0. (3)

a dlØ analogiqnoæ struktury levogo sobstvennogo vektora bloq-

ANALITIQESKOE (SPEKTRAL^NOE) PREDSTAVLENIE 147

noæ formy imeem

y_1 = [A^T_mλ^m�^1 + . . . + A^T_2 λ]y_0;

y_2 = [A^T_mλ^m�^2 + . . . + A^T_3 λ]y_0;

y_m�_1 = A^T_mλy_0. (4)

Iz sootnoxeniæ (3) sleduet, qto my imeem delo s obobwennoæ problemoæ sobstvennyh znaqeniæ v bloqnom vide Frobeniusa

B_F λx_F = A_F x_F , (5)

gde matrica v levoæ qasti (2) sut~ bloqnaØ forma matricy B_F ; matrica v pravoæ qasti (2) sut~ bloqnaØ forma matricy A_F ; a sootvetstvu¸wiæ vektor v (2) sut~ bloqnoe predstavlenie pravogo sobstvennogo vektora x_F zadaqi razmera mn.

Vektor x_0 iz (2) s uqetom sootnoxeniæ (3) ØvlØetsØ pravym sobstvennym vektorom polinomial~noæ matricy m-go porØdka

[λ^mA_m + . . . + λA_1 + A_0]x_0 = O_n. (6)

Takim obrazom, problema sobstvennyh znaqeniæ dlØ polinomial~noæ matricy iz (6) moßet byt~ svedena k obobwennoæ probleme sobstvennyh znaqeniæ (5) putem ispol~zovaniØ bloqnoæ formy Frobeniusa (2).

V rabote [2] nami byl rassmotren vid analitiqeskogo rexeniØ lineænyh differencial~no-algebraiqeskih sistem uravneniæ proizvol~nogo indeksa s l¸bym tipom spektra sobstvennyh znaqeniæ (v tom qisle s kratnymi pri naliqii odnogo ili neskol~kih ßordanovyh blokov) dlØ regulØrnogo puqka matric D(λ) = λB − A. Rassmotrim vid analitiqeskogo rexeniØ differencial~noalgebraiqeskoæ sistemy uravneniæ, ne razrexennoæ otnositel~- no vektora proizvodnyh, s bloqnymi matricami B_F i A_F v forme Fromeniusa (2)

B_F x_F (t) = A_F x_F (t) + f_F (t); x_F (t_0) = x_{F 0};

f_F (t) = O_n O_n . . . O_n f(t) ; x_{F 0} = x^m�^1(t_0) x^m�^2(t_0) . . . x^{(1)}(t_0) x(t_0)

, (7)

148 V. B. MIHA`LOV

gde f(t) – vektor pravyh qasteæ (vozdeæstviæ) v ishodnoæ sisteme (1); x_{F 0} – vektor naqal~nyh usloviæ, sostavlennyæ iz m vektorov naqal~nyh usloviæ ishodnoæ sistemy (1).

Kak pokazano v rabote [2], rezol~venta regulØrnogo puqka matric D(λ) = Bλ − A predstavlØetsØ odnorangovymi matricami v vide skeletnyh proizvedeniæ vektorov iz pravyh i levyh ßordanovyh cepoqek, i v naibolee obwem sluqae imeet vid R(λ) = s∑ k=1 mk∑ j=1 1 (λ − λ_k)^j [_{mk+1}�_j ∑ i=1 u_{k(i)}v^T_{k(mk+2}�_i�_{j)} ] + + Q_0 + Q_1λ + . . . + Q_r�_1λ^r�^1,

gde s – obwee qislo ßordanovyh Øwikov i lineænyh deliteleæ; m_k – razmer k-go ßordanova Øwika (raven edinice dlØ lineænyh deliteleæ) dlØ k-go sobstvennogo znaqeniØ λ_k; u_{k(i)} – vektor iz k-æ pravoæ ßordanovoæ cepoqki vektorov s nomerom i; v_{k(i)} – vektor iz k-æ levoæ ßordanovoæ cepoqki vektorov s nomerom i, r – indeks dlØ sootvetstvu¸weæ differencial~no-algebraiqeskoæ sistemy; Q_0, Q_1, . . . , Q_r�_1 – postoØnnye vewestvennye matricy kofffficientov.

Pri fftom dlØ pravyh ßordanovyh cepoqek vektorov ime¸t mesto sootnoxeniØ

(λ_kB − A)u_{k(1)} = O_n;

(λ_kB − A)u_{k(m)} + Bu_{k(m}�_{1)} = O_n; m = (2, . . . , m_k).

DlØ levyh ßordanovyh cepoqek vektorov analogiqno imeem

v^T_{k(1)}(λ_kB − A) = O^T_n ;

v^T_{k(m)}(λ_kB − A) + v^T_{k(m}�_{1)}B = O^T_n ; m = (2, . . . , m_k).

Rexenie lineænoæ differencial~no-algebraiqeskoæ sistemy s postoØnnymi kofffficientami indeksa r v obwem sluqae teper~ moßno predstavit~ v vide x(t) = s∑ k=1 mk∑ j=1 [_{mk +1}�_j ∑ i=1 u_{k(i)}v^T_{k(mk+2}�_i�_{j)} ] t^j�^1 (j − 1)!

e^{λkt} Bx_0+

s∑ k=1 mk∑ j=1 [_{mk +1}�_j ∑ i=1 u_{k(i)}v^T_{k(mk+2}�_i�_{j)} ]_t∫ 0 (t − τ )^j�^1 (j − 1)!

e^{λk(t}�^{τ )} f(τ )dτ +

ANALITIQESKOE (SPEKTRAL^NOE) PREDSTAVLENIE 149

+Q_0f(t) + Q_1 d dt f(t) + . . . + Q_r�_1 d^r�^1 dt^r�^1 f(t), gde r – indeks differencial~no-algebraiqeskoæ sistemy; Q_0, Q_1, . . . , Q_r�_1 – matricy kofffficientov pri f(t) i ee proizvodnyh vplot~ do r − 1-go porØdka.

DlØ vyqisleniØ matric Q_0, Q_1, . . . , Q_r�_1 vyberem seri¸ konstant α_0, α_1, . . . , α_r, ne ravnyh ni odnomu iz sobstvennyh znaqeniæ puqka matric. DlØ l¸boæ iz nih spravedlivo sledu¸wee sootnoxenie

Q(α) = (αB − A)�^1 − s∑ k=1 mk∑ j=1 1 (α − λ_k)^j [_{mk+1}�_j ∑ i=1 u_{k(i)}v^T_{k(mk+2}�_i�_{j)} ] =

= Q_0 + Q_1α + . . . + Q_r�_1α^r�^1.

Iz fftih konstant sostavim qislovu¸ matricu Vandermonda

W = 1 α_1 α^2_1 . . . α^r�^1_1 1 α_2 α^2 . . . α^r�^1_2 . . . . . . . . . . . . 1 α_r α^2_r λ α^r�^1_r

i pust~ Ω = W^1. Togda postoØnnye matricy dlØ algebraiqeskoæ qasti rexeniØ budut vyqislØt~sØ [2] iz sootnoxeniæ

Q_i�_1 = r∑ j=1 Ω_{ij}Q(α_j ). �tot sposob suwestvenno prost i dostatoqno legko algoritmizuem.

Qtoby ne usloßnØt~ vospriØtie posledu¸wih vykladok, poloßim dlØ prostoty rassußdeniæ, qto dlØ sistemy uravneniæ v bloqnoæ forme vse sobstvennye znaqeniØ ime¸t tol~ko lineænye deliteli i vse matricy A_m, . . . , A_1, A_0 ne vyroßdeny.

V fftom sluqae my budem imet~ polnyæ nabor iz mn sobstvennyh znaqeniæ.

V dal~neæxem nas budet interesovat~ konstanta v sootnoxenii RffleØ [3] vida y^T_F B_F x_F dlØ bloqnoæ formy Frobeniusa iz (7), vyraßennaØ qerez vektory y_0 i x_0.

150 V. B. MIHA`LOV

Ispol~zuØ sootnoxeniØ (3) i (4), nemedlenno poluqim

y^T_F B_F x_F = y^T_0 A_mλλ^m�^2x_0 + y^T_0 (A_mλ^2 + A_m�_1λ)λ^m�^3 x_0 + . . .

. . . + y^T_0 (A_mλ^m�^1 + . . . + A_2λ + A_1)x_0 =

= y^T_0 (mA_mλ^m�^1 + . . . + 2A_2λ + A_1)x_0. (8)

Netrudno zametit~, qto dlØ D(λ) = A_mλ^m + . . . + A_1λ + A_0 vyraßenie (8) moßno zapisat~ i v vide

y^T_F B_F x_F = y^T_0 d dλ D(λ)x_0. Esli dlØ nekotorogo sobstvennogo znaqeniØ λ_k polinomial~- noæ matricy my vyqislili sootvetstvu¸wie emu levyæ sobstvennyæ vektor v_k = y_0 i pravyæ sobstvennyæ vektor u_k = x_0, to ih moßno normirovat~ tak, qtoby imelo mesto uslovie normirovki

y^T_F B_F x_F = y^T_0 d dλ D(λ)x_0 = v^T_k d dλ D(λ_k)u_k = 1. (9)

Pri fftom norma pravogo sobstvennogo vektora kak pravilo vybiraetsØ ediniqnoæ.

HotØ sistemu iz mn differencial~nyh uravneniæ pervogo porØdka (7), ne razrexennu¸ otnositel~no vektora proizvodnyh x_F (t), i moßno privesti k forme Koxi, obrativ nevyroßdennu¸ matricu B_F v bloqnoæ forme Frobeniusa, my fftogo delat~ ne budem, tak kak v dal~neæxem nas budut interesovat~ imenno sistemy, ne razrexennye otnositel~no proizvodnyh.

Analitiqeskoe rexenie [2] sistemy (7) v sluqae mn razliqnyh sobstvennyh znaqeniæ imeet vid

x_F (t) = mn∑ k=1 u_{F k}v^T_{F k}{e^{λk(t}�^{t0)}B_F x_{F 0} + t∫ t0 e^{λk(t}�^{τ )}f_F (τ )dτ }. (10)

Pravye i levye sobstvennye vektora regulØrnogo puqka matric (2) v bloqnoæ forme Frobeniusa u_{F k} i v_{F k} svØzany s sootvetstvu¸wimi pravymi i levymi vektorami polinomial~noæ matricy u_k i v_k uße rassmotrennymi nami sootnoxeniØmi (3) i (4) sootvetstvenno.

ANALITIQESKOE (SPEKTRAL^NOE) PREDSTAVLENIE 151

V obwem sluqae vektor pravyh qasteæ v (1) predstavlØet soboæ summu razliqnyh vektor-funkciæ i predstavim v vide f(t) = s∑ j=1 f_j φ_j(t), gde f_j – postoØnnyæ vektor s vewestvennymi kofffficientami; φ_j (t) – skalØrnaØ funkciØ vremeni; s – qislo vektor-funkciæ v f(t). Vvedem oboznaqeniØ α_k = v^T_{F k}Bx_{F 0}. Teper~ formulu (10) my moßem preobrazovat~ k vidu

x_F (t) = mn∑ k=1 u_{F k}α_ke^{λk(t}�^{t0)} + mn∑ k=1 u_{F k} s∑ j=1 β_{kj} t∫ t0 e^{λk(t}�^{τ )}φ_j (τ )dτ, (11)

gde teper~ pod znakom integrala stoit j-Ø skalØrnaØ funkciØ φ_j (t), a rexenie x_F (t) vyraßeno qerez konstanty α_k i β_{kj} i pravye vektory bloqnoæ formy.

IshodØ iz struktury vektor-funkcii f_F (t), levogo sobstvennogo vektora bloqnoæ formy Frobeniusa v_{Fk} i ego svØzi (4) s levym sobstvennym vektorom v_k ishodnoæ polinomial~noæ matricy, nekotoraØ konstanta β_{kj} opredelØetsØ sledu¸wim obra- zom β_{kj} = v^T_{F k}f_{F j} = v^T_k f_j .

Nas budut interesovat~ sootnoxeniØ dlØ konstant α_k (k = 1, 2, . . . , mn), vyraßennye qerez bloqnu¸ formu matricy B_F v (2), vektory v_{F k} i vektor naqal~nyh usloviæ x_{F 0} iz (7). PonØtno, qto nax interes zakl¸qaetsØ v tom, budut li ffti konstanty vyraßeny tol~ko qerez levye sobstvennye vektory ishodnoæ polinomial~noæ matricy v_k i m vektorov naqal~nyh usloviæ ishodnoæ zadaqi (1)?

PolagaØ x_0 = u_k i y_0 = v_k, s uqetom sootnoxeniæ (3) i (4) i gruppiruØ sootvetstvu¸wie qleny, poluqim

α_k = v^T_{F k}B_F x_{F 0} =

= v^T_k A_m ( x^{(m}�^{1)}(t_0) + λ_kx^{(m}�^{2)}(t_0) + . . . + λ^m�^1_k (t_0) ) + +v^T_k A_m�_1 ( x^{(m}�^{2)}(t_0) + λ_kx^{(m}�^{2)}(t_0) + . . . + λ^{(m}�^{2)}_k x(t_0) ) + . . . + +v^T_k A_2 ( x^{(1)}(t_0) + λ_kx(t_0) ) + v^T_k A_1x(t_0). (12)

152 V. B. MIHA`LOV

Kak vidno iz formuly (12), v okonqatel~noe vyraßenie dlØ α_k voxli tol~ko levye sobstvennye vektory v_k ishodnoæ polinomial~noæ matricy i m vektorov naqal~nyh usloviæ ishodnoæ zadaqi (1).

Teper~ my okonqatel~no moßem zapisat~ analitiqeskiæ vid rexeniØ differencial~noæ sistemy (1) v terminah ishodnoæ zadaqi, a imenno x(t) = mn∑ k=1 u_kα_ke^{λk (t}�^{t0)} + mn∑ k=1 u_k s∑ j=1 β_{kj} t∫ t0 e^{λk(t}�^{τ )}φ_j (τ )dτ, (13)

gde sobstvennye vektory polinomial~noæ matricy normiru¸tsØ ishodØ iz uravneniØ normirovki (9), a vse konstanty v (12) poluqeny iz naqal~nyh usloviæ ishodnoæ zadaqi (1).

Oqevidno, qto formula (13) daet nam vozmoßnost~ vyqislit~ tol~ko odno iz naqal~nyh usloviæ, a imenno vektor x(t_0). No poskol~ku poluqennoe nami rexenie ØvlØetsØ analitiqeskim po t, to my moßem analitiqeski vypolnit~ differencirovanie rexeniØ v l¸boæ vremennoæ toqke i vyqislØt~ neobhodimye proizvodnye rexeniØ vplot~ do m − 1-go porØdka. PonØtno, qto v naqal~nyæ moment vremeni t_0 = 0 vse naqal~nye usloviØ zadany, no esli trebuetsØ prodolßat~ (peresqityvat~) rexenie dlØ l¸boæ toqki t_0 > 0, to my imeem dlØ fftogo vse usloviØ.

V tom sluqae, esli matricy A_m, A_m�_1, . . . , A_2 vyroßdeny, my imeem vozmoßnost~ sokratit~ razmernost~ ishodnoæ zadaqi, udalØØ iz bloqnoæ formy Frobeniusa (2) odnoimennye stroki i stolbcy, dlØ kotoryh stolbcy ukazannyh matric ØvlØ¸tsØ nulevymi. Pri fftom sokratitsØ i ne nußnaØ nam qast~ naqal~nyh usloviæ.

Esli, krome togo, vyroßdena i matrica A_1, to togda my imeem delo [2] s differencial~no-algebraiqeskoæ sistemoæ uravneniæ, v rexenie kotoroæ krome rexeniØ v smysle Koxi voædut, kak pokazano vyxe, dopolnitel~nye algebraiqeskie qleny. OpØt~ ße dlØ prostoty rassußdeniæ rassmotrim differencial~no-algebraiqesku¸ sistemu uravneniæ ediniqnogo indeksa. DlØ takoæ sistemy regulØrnyæ puqok matric D(λ) = B_F λ − A_F iz bloqnoæ formy Frobeniusa (2) moßno predstavit~ v vide [4] D(λ) = λ [ B_{11} 0 0 0 ] − [ A_{11} A_{12} A_{21} A_{22} ] ,

ANALITIQESKOE (SPEKTRAL^NOE) PREDSTAVLENIE 153

gde bloki B_{11} i A_{22} ne vyroßdeny (uslovie ediniqnosti indeksa); dlØ rangov sootvetstvu¸wih matric spravedlivo: rank B = rank B_{11} < mn i rank A_{22} < n.

Analitiqeskoe rexenie takoæ differencial~no-algebraiqes-koæ sistemy ediniqnogo indeksa imeet vid x(t) = rank B∑

k=1 u_kα_ke^{λk(t}�^{t0)}+

+ rank B∑

k=1 u_k s∑ j=1 β_{kj} t∫ t0 e^{λk (t}�^{τ )}φ_j(τ )dτ + Q_0f(t),

(14)

a dlØ matricy Q_0 spravedliva formula [4]

Q_0 = − [ 0 0 0 A�1_{22} ] . Rezul~taty raboty [2] nemedlenno obobwa¸tsØ na sluqai, esli ishodnaØ sistema (1) imeet indeks bol~xe ediniqnogo i v spektre sobstvennyh znaqeniæ ime¸tsØ gruppy kratnyh znaqeniæ (pri naliqii odnogo ili neskol~kih ßordanovyh Øwikov dlØ kaßdoæ gruppy).

Lineænye sistemy s zapazdyva¸wim argumentom

Pereædem teper~ k rassmotreni¸ lineænyh differencial~noalgebraiqeskih sistem s zapazdyva¸wim argumentom. Iz teorii operacionnogo isqisleniØ izvestno [5], qto zapazdyvanie argumenta osnovano na teoreme o sdvige. Esli funkciØ f(t) imeet izobraßenie po Laplasu F (p) (p – operator Laplasa), to L�1^(_eτp_{F (p)}^)_{= f(t − τ ),} gde L�^1 – obratnoe preobrazovanie Laplasa.

Osoboe mesto sredi obobwennyh funkciæ v teorii preobrazovaniæ Laplasa [5] zanimaet δ-funkciØ i ee obobwennye proizvodnye. Tak, naprimer, izobraßenie po Laplasu δ-funkcii po Laplasu ravno L[δ(t)] = 1, a dlØ ee obobwennyh proizvodnyh ime¸t mesto sootnoxeniØ

L[D^{(m)} δ(t)] = p^mL[δ(t)] = p^m.

154 V. B. MIHA`LOV

Otmetim, qto izobraßenie vida e�^{τp} sootvetstvuet δ-funkcii so sdvigom δ(t − τ ). Operator e�^{τp} razloßim v rØd po stepenØm p, t.e.

e�τp_{= 1 − τ p +}^1_{2 τ} 2_p2_−^1_{6 τ} 3_p3_{+ . . . + (−1)}m^{τ m}_{m! p}m_{. . . + . . . =}

= L[δ(t)] +

1_∑ m=1 (−1)^m τ^m m! p^mL[δ(t)]. (15)

Beskoneqnyæ rØd v (15) sut~ ffksponencial~naØ proizvodØwaØ funkciØ.

Soglasno obobwennoæ teoreme o svertke [5] dlØ nepreryvnoæ funkcii f(t), ime¸weæ izobraßenie F (p), imeem L�1^{_pm_{L[δ(t)]F (p)}^}_=^{dm}_{dtm f(t),} togda L�1_{{e}�τp_{F (p)} = f(t − τ ) =} = L�1^{_{L[δ(t)]F (p) +} 1^∑_{m=1(−1)}m^{τ m}_{m! p}m_{L[δ(t)]F (p)}^}_=

= f(t) +

1_∑ m=1 (−1)^m τ^m m! d^m dt^m f(t). (16)

Pri koneqnom qisle qlenov razloßeniØ v rØde (15) my budem imet~ delo s priblißennym predstavleniem funkcii s zapazdyva¸wim argumentom. OgraniqimsØ qislom qlenov rØda, ravnym m. V fftom sluqae, soglasno (16), my budem imet~ delo s differencial~nym uravneniem m-go porØdka.

Oboznaqim qerez R_m(τ, p) ograniqennyæ rØd (15) vida R_m(τ, p) = 1 − τ p + 1 2 τ^2p^2 − 1 6 τ^3 + . . . + (−1)^m τ^m m! p^m =

= L[δ(t)] + m∑ k=1 (−1)^k τ^k k! p^kL[δ(t)] ≈ e�^{τp}. Pust~ i-æ i j-æ fflementy iskomoæ vektor-funkcii x(t) svØzany sootnoxeniem x_i(t) = x_j(t − τ ),

ANALITIQESKOE (SPEKTRAL^NOE) PREDSTAVLENIE 155

togda v operatornom vide moßno zapisat~

x_{(i)}(p) = e�^{τp}x_{(j)}(p) ∼= R_m(τ, p)x_{(j)}(p). (17)

V fftom sluqae dlØ sistemy iz n uravneniæ s vektor-funkcieæ x(t), v kotoroæ meßdu i-æ i j-æ peremennymi imeet mesto sootnoxenie (17), my poluqim sistemu differencial~no-algebrai-qeskih uravneniæ m-go porØdka tipa (1).

Pereædem v terminy spektral~nyh zadaq dlØ polinomial~nyh matric. Qerez r_{m(ij)}(τ, λ) = R_m(τ, λ) oboznaqim fflement polinomial~noæ λ-matricy D(λ) m-æ stepeni, stoØwiæ na pereseqenii i-æ stroki i j-go stolbca.

Oqevidno, qto dlØ analitiqeskogo predstavleniØ rexeniØ podobnoæ sistemy uravneniæ my moßem nemedlenno vospol~zovat~- sØ rezul~tatami predyduwego razdela. Analitiqeskiæ vid rexeniØ opredelØetsØ formuloæ (14), esli ona imeet ediniqnyæ indeks.

Rassmotrim teper~ odin qrezvyqaæno rasprostranennyæ klass sistem uravneniæ, osobenno vaßnyæ dlØ priloßeniæ. Pust~ my imeem delo s sistemoæ uravneniæ, kotoraØ otliqaetsØ ot obyqnoæ differencial~no-algebraiqeskoæ sistemy pervogo porØdka odnim iz fflementov, ØvlØ¸wihsØ operatorom sdviga (zapazdyvaniØ) i pust~ on approksimirovan fflementom r_{m(ij)}(λ, τ ) = R_m(τ, λ). V fftom sluqae v operatornoæ forme sistema uravneniæ s sootvetstvu¸weæ matriceæ D(λ) = D(τ, λ) imeet vid

D(τ, p)x(p) = Bp − A +

0 . . . 0 . . . 0 . . . 0 . . . 0 . . . 1 . . . −r_{m(ij)}(τ, p) . . . 0 . . . . . . . . . 0 . . . 0 . . . 0 . . . 0

×

×

x_1(p) . . . x_i(p) . . . x_j(p) . . . x_n(p)

= F (p). (18)

156 V. B. MIHA`LOV

Teper~ otmetim, qto esli by fflement r_{m(ij)}(τ, λ) = R_m(τ, λ) imel by beskoneqno mnogo qlenov razloßeniØ m v rØde R_m(τ, λ), to pri l¸byh znaqeniØh λ ego znaqenie vs¸du na kompleksnoæ ploskosti sovpadalo by so znaqeniem operatora sdviga. Pri fftom i vse sobstvennye znaqeniØ i vse sobstvennye vektory takße by sovpadali. Oqevidno, qto qem bol~xe ispol~zuetsØ komponent v razloßenii, tem men~xe budet sdvig koneqnogo spektra sobstvennyh znaqeniæ.

DlØ vyqisleniØ konstant α_k, vhodØwih v vyraßenie (14) dlØ vseh x_i(t), krome x_j(t), nam dostatoqno znat~ tol~ko naqal~nye usloviØ x_i(t_0) v toqke t_0. DlØ peremennoæ x_j(t) nam nado znat~ vse naqal~nye usloviØ vplot~ do m−1-æ proizvodnoæ vkl¸qitel~no.

Oqevidno, dlØ operatora sdviga, t.e. ij-go fflementa polinomial~noæ matricy D(τ, λ), proizvodnaØ po parametru λ, vhodØwaØ v uravnenie normirovki sobstvennyh vektorov, imeet vid d dλ r_{m(ij)}(τ, λ) = m∑ k=1 (−1)^k τ^k (k − 1)!

λ^k�^1.

Rassmotrim teper~ formulu dlØ vyqisleniØ konstant α_k s uqetom vida operatora r_{m(ij)}(τ, p). IshodØ iz (12) dlØ α_k v fftom sluqae poluqim

α_k = v^T_k Bx(t_0)+

+v_{k(i)}(−1)^m τ^m m! ( x^{(m}�^{1)} j (t_0) + λ_kx^{(m}�^{2)}_j (t_0) + . . . + λ^m�^1_k x_j (t_0) ) + +v_{k(i)}(−1)^m�^1 τ^m�^1 (m − 1)! ( x^{(m}�^{2)} j (t_0) + . . . + λ^m�^2_k x_j(t_0) ) − −v_{k(i)}τ x_j (t_0). (19) Pod v_{k(i)} v (19) ponimaetsØ i-æ fflement levogo sobstvennogo vektora v_k.

PonØtno, qto ffti rezul~taty nemedlenno rasprostranØ¸tsØ na sluqaæ, kogda v sisteme uravneniæ imeet bolee qem odin fflement zaderßki.

Oqevidno, qto kaßdyæ takoæ fflement uveliqivaet spektr sobstvennyh znaqeniæ na m spektral~nyh komponent i qto vse sobstvennye znaqeniØ pri dannoæ approksimacii budut qut~ sdvinuty v kompleksnoæ ploskosti po sravneni¸ s Øvno zadannym operatorom sdviga (zaderßki).

ANALITIQESKOE (SPEKTRAL^NOE) PREDSTAVLENIE 157

Pust~ teper~ operator sdviga (zadeßki) zadan v Øvnom vide r_{ij}(τ, p) = e�^{τp} , t.e. bez primeneniØ approksimacii (16).

Oqevidno, qto spektr dlØ parametriqeskih matric iz podobnyh sistem uravneniæ budet imet~ beskoneqno mnogo spektral~- nyh komponent. S drugoæ storony, pri rasqete sobstvennyh znaqeniæ takih parametriqeskih matric ne proishodit ih sdviga v kompleksnoæ ploskosti, a toqnost~ ih vyqisleniØ opredelØetsØ v osnovnom primenØemymi vyqislitel~nymi metodami.

Nax opyt raboty s interpolØcionnymi metodami vyqisleniØ korneæ funkciæ pokazyvaet, qto pri ispol~zovanii 16-ti razrØdnoæ desØtiqnoæ arifmetiki korni moßno vyqislØt~ s toqnost~¸ 13–15 vernyh znakov.

DlØ vyqisleniØ sobstvennyh vektorov moßno primenØt~ razliqnye metody. Oqen~ ffffektivnym okazyvaetsØ metod obratnyh iteraciæ [1] s poqti vyroßdennoæ matriceæ. Kak otmeqaet Uilkinson [1], metod obratnyh iteraciæ okazalsØ samym ffffektivnym iz vseh im issledovannyh i aprobirovannyh, v tom qisle dlØ oqen~ blizkih sobstvennyh znaqeniæ. Otmetim tol~ko, qto dlØ naxih zadaq neobhodima obobwennaØ formulirovka metoda obratnyh iteraciæ dlØ parametriqeskih matric.

Vid analitiqeskogo rexeniØ differencial~no-algebraiqes-kih sistem uravneniæ s zapazdyva¸wim argumentom, naprimer ediniqnogo indeksa, moßno predstavit~ teper~ qerez beskoneqnyæ spektr parametriqeskoæ matricy x(t) = 1_∑ k=1 u_kα_ke^{λk(t}�^{t0)} +

1_∑ k=1 u_k s∑ j=1 β_{kj} t∫ t0 e^{λk(t}�^{τ )}φ_j (τ )dτ + Q_0f(t),

(20) a matrica Q_0 opredelena ranee.

Pereædem teper~ k processu vyqisleniØ konstant α_k v formule (20). DlØ sootvetstvu¸wih vyqisleniæ vospol~zuemsØ formuloæ (19), ustremiv m k beskoneqno bol~xoæ veliqine.

Na kakom-to fftape process vyqisleniæ konstanty α_k moßno prervat~, tak kak dal~neæxiæ process vyqisleniæ uße ne vnosit daße malogo vklada v ee predyduwee znaqenie. Krome togo, na opredelennom fftape obrazuetsØ zona neopredelennosti znaqeniæ, svØzannaØ s toqnost~¸ vyqisleniæ predyduwih men~xih po modul¸ sobstvennyh znaqeniæ i im sootvetstvu¸wih vektorov. Esli process vyqisleniØ sobstvennyh znaqeniæ, sobstven-

158 V. B. MIHA`LOV

nyh vektorov i ukazannyh konstant idet parallel~no, ffto moßet slußit~ kriteriem ostanovki vyqislitel~nogo processa i ograniqeniØ spektra parametriqeskoæ matricy.

DlØ qislenno-analitiqeskih rexeniæ lineænyh sistem s zapazdyva¸wim argumentom my moßem ispol~zovat~ kak koneqnomernu¸ sistemu uravneniæ (approksimaciØ operatora sdviga rØdom s koneqnym qislom qlenov v razloßenii), tak i sistemu s parametriqeskoæ matriceæ i beskoneqnym spektrom. Voprosy o toqnosti rexeniØ koneqnomernoæ sistemy, a takße o sposobah preryvaniØ vyqislitel~nogo processa dlØ beskoneqnogo spektra, v nastoØwee vremØ my ostavlØem na dol¸ vyqislitel~nogo ffksperimenta.

Literatura

1. Dß. H. Uilkinson, AlgebraiqeskaØ problema sobstvennyh znaqeniæ:. Per.

s angl. M.: Nauka (1970), 564.

2. V. B. Mihaælov, Novye spektral~nye predstavleniØ dlØ puqkov matric i ih svØz~ s rexeniem algebro-differencial~nyh sistem. “�lektronnoe modelirovanie”, vyp. 4 (1994), 18–29 (izdanie RAN i NAN Ukrainy.

3. F. R. Gantmaher, TeoriØ matric. M.: Nauka (1988), 552. 4. V. B. Mihaælov, Qislenno-analitiqeskie metody modelirovaniØ v lineænoæ i nelineænyh postanovkah. “Intellektual~nye integrirovannye SAPR R�A i BIS”. M.: Nauka (1990), 67–75 (In-t avtomatizacii i proektirovaniØ AN SSSR).

5. L. G. SmyxlØeva, Preobrazovanie Laplasa funkciæ mnogih peremennyh.

L.: izd-vo LGU (1981), 143.

Mikhailov V. B. The analytical (spectral) representation of the solution of delay algebraic-differential equations.

A new approach to finding analytical solutions of linear delay algebraic-differential equations is suggested. The analytical form of the solution is determined in terms of the infinite set of eigenvalues of a parametric matrix whose entries are the delay-time operators exp(−pτ ), where p is the Laplace operator. In order to compute constants in the solution of the homogeneous equations, one must analytically find higher derivatives at the input of the delay operator. Issues of stopping the computation of the infinite spectrum upon determining a certain number of its components are discussed.

Postupilo 1 sentØbrØ 2000 g.

Centr problem avtomatizacii proektirovaniØ radiofflektronnoæ apparatury instituta avtomatizacii proektirovaniØ RAN