Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 268, 2000 g.

G. V. Savinov DVUSTORONN˚˚ OCENKA MINIMAL^NOGO SOBSTVENNOGO ZNAQENI˚ POLOȷITEL^NO OPREDELENNO` MATRICY PRI NALIQII OGRANIQENI`

Rassmotrim zadaqu minimizacii otnoxeniØ RffleØ pri naliqii ograniqeniæ, ili, qto toße samoe, v podprostranstve λ = min_{x∈R} n (Ax, x) (x, x) , (1) (b_i, x) = 0, i = 1, 2, . . . , m, (2) gde A simmetriqnaØ poloßitel~no opredelennaØ matrica, R_n – n-mernoe vektornoe prostranstvo, a b_i ∈ R_n nekotorye zadannye vektory. Esli by ograniqeniØ (2) otsutstvovali, to (1) byla by obyqnoæ zadaqeæ na minimizaci¸ otnoxeniØ RffleØ i λ bylo by minimal~nym sobstvennym znaqeniem matricy A. Naliqie ograniqeniæ (2) trebuet provedeniØ minimizacii funkcionala (1) ne na vsem prostranstve R_n, a na ego podprostranstve, ortogonal~nom vektoram b_i, qto, koneqno, sozdaet dopolnitel~nye trudnosti.

Na praktike takie zadaqi qasto voznika¸t pri rasqete kolebaniæ i ustoæqivosti uprugih konstrukciæ, priqem, ograniqeniØ (2) poØvlØ¸tsØ iz-za dopolnitel~nyh graniqnyh usloviæ v mestah pereseqeniæ otdel~nyh fflementov, obrazu¸wih sloßnu¸ konstrukci¸ (sm. naprimer [1]).

DlØ rexeniØ zadaqi (1), (2) preobrazuem ograniqeniØ (2). Imeem

(b_i, x)^2 = x^T b_ib^T_i x = (B_ix, x) = 0, i = 1, 2, . . . , m;

B_i = b_i · b^T .

Tak kak predpolagaetsØ, qto (x, x) ≠ 0, to poluqaem, qto ograniqeniØ (2) moßno zamenit~ na (B_ix, x) (x, x) = 0, i = 1, 2, . . . , m. 181

182 G. V. SAVINOV

Takim obrazom, zadaqu (1), (2) moßno perepisat~ v vide λ = min_{x∈R} n (Ax, x) (x, x) , (3) (B_ix, x) (x, x) = 0, i = 1, 2, . . . , m. (4) V [2] pokazano, qto zadaqa (3), (4) ffkvivalentna sledu¸weæ:

λ = max_α i min x∈Rn (Ax, x) + ∑_m i=1 α_i(B_ix, x) (x, x) . Tak kak (B_ix, x) ¿ 0, to oqevidno, qto maksimum v poslednem vyraßenii dostigaetsØ pri α_i = +∞ i λ opredelØetsØ vyraßeniem

λ = lim αi→+∞ min x∈Rn (Ax, x) + ∑_m i=1 α_i(B_ix, x) (x, x) =

= lim αi→+∞ min x∈Rn ([A + ∑_m i=1 α_iB_i]x, x) (x, x) . (5)

V [3] (gde poslednØØ formula poluqena drugim sposobom) predlagaetsØ opredelØt~ λ iz dannnogo vyraßeniØ. Odnako, suwestvuet i drugoæ put~ [1], pozvolØ¸wiæ izbeßat~ qislennogo vyqisleniØ predela pri α_i → +∞. V fftom sluqae λ nahodØt iz vyraßeniØ

λ^{−1} = min_{x∈R} n lim αi→+∞ ([A + ∑_m i=1 α_i[b_ib^T_i ]]^{−1}x, x) (x, x) . DlØ vyqisleniØ lim αi→+∞ [ A + m∑ i=1 α_i[b_ib^T_i ] ]_{−1}

predlagaetsØ vospol~zovat~sØ metodom popolneniØ [4], qto v koneqnom itoge, svodit vs¸ problemu k nahoßdeni¸ maksimal~nogo sobstvennogo znaqeniØ nekotoroæ matricy, kotoraØ stroitsØ iz matricy A i vektorov b_i.

V dannoæ rabote predlagaetsØ ispol~zovat~ formulu (5) dlØ postroeniØ dvustoronneæ ocenki λ. Pri takom podhode vozmoßno znaqitel~no sokratit~ ob¨em neobhodimyh vyqislitel~nyh

DVUSTORONN˚˚ OCENKA 183

zatrat, ocenivaØ λ s neobhodimoæ dlØ praktiqeskih priloßeniæ toqnost~¸.

Rassmotrim zadaqu λ(α) = min_{x∈R} n ([A + αB]x, x) (x, x) , B = m∑ i=1 B_i. Oqevidno, qto pri l¸bom α ¿ 0 λ(α) 6 λ, a esli rassmatrivat~ λ(α), kak funkci¸ ot parametra α, to ffta funkciØ monotonno vozrasta¸waØ i λ = lim_{α→+∞} λ(α). DlØ poluqeniØ ocenki dlØ λ sverhu, rassmotrim normirovannyæ sobstvennyæ vektor u(α), sootvetstvu¸wiæ sobstvennomu znaqeni¸ λ(α). Predstavim fftot vektor v vide u(α) = v(α) + ṽ(α), gde vektor ṽ(α) prinadleßit podprostranstvu, natØnutomu na vektory b_i, i = 1, 2, . . . , m, a vektor v(α) iz ortogonal~nogo dopolneniØ fftogo podprostranstva. Iz vsego skazannogo vyxe sleduet, qto lim α→+∞ ṽ(α) = 0.

Oboznaqim λ̃(α) = ([A + αB]v(α), v(α)) (v(α), v(α)) = (Av(α), v(α)) (v(α), v(α)) . ˚sno, qto pri l¸bom α ¿ 0

λ 6^~λ(α),

a esli rassmatrivat~ λ̃(α), kak funkci¸ ot parametra α, to ffta funkciØ monotonno ubyva¸waØ i λ = lim_{α→+∞} λ̃(α). V itoge pri l¸bom α ¿ 0 poluqaem dvustoronn¸¸ ocenku λ λ(α) 6 λ 6 λ̃(α).

184 G. V. SAVINOV

V zakl¸qenie zametim, qto iz soobraßeniæ qislennoæ ustoæqivosti ne stoit srazu ße zadavat~ bol~xie znaqeniØ α, a sleduet posledovatel~no uveliqivat~ α do dostißeniØ zadannoæ toqnosti.

Literatura

1. G. V. Savinov, G. V. Savinova, Rasqet ustoæqivosti uprugih konstrukciæ s pomow~¸ minimizacii otnoxeniØ ReleØ v podprostranstvah. Matematiqeskoe modelirovanie avtomatizirovannyh sistem v sudostroenii: Trudy LKI, L., LKI (1987), 107–112.

2. ı. X. Abramov, Variacionnye metody v teorii operatornyh puqkov.

Spektral~naØ optimizaciØ. L.: Izd-vo LGU (1983).

3. V. N. Gluxkov, A. ˚. Caune, BezuslovnaØ minimizaciØ v zadaqah na sobstvennye znaqeniØ s dopolnitel~nymi usloviØmi. ȷ. vyqisl. matem. i matem. fiz., 25, No. 2 (1985), 298–301.

4. D. K. Faddeev, V. N. Faddeeva, Vyqislitel~nye metody lineænoæ algebry. M., Fizmatgiz (1963).

Savinov G. V. Two-sided bounds of the smallest eigenvalue of a positive-definite matrix in the presence of restrictions.

The problem of minimizing Rayleigh quotient in the presence of restrictions is considered. A method for constructing two-sided bounds of the smallest eigenvalue is suggested.

Postupilo 27 marta 2000 g.