Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 268, 2000 g.

V. B. Hazanov

O NEKOTORYH SVO`STVAH MINIMAL^NYH PO STEPENI NESOKRATIMYH FAKTORIZACI` RACIONAL^NO` MATRICY

PrivodØtsØ opredelenie i kratkoe opisanie algoritmov postroeniØ nesokratimyh faktorizaciæ racional~noæ matricy, ØvlØ¸wihsØ minimal~nymi po stepeni. Ustanavliva¸tsØ dva svoæstva takih faktorizaciæ: oni predstavlØ¸t soboæ minimal~nye MFD (matrix fraction description) primenitel~no k pravil~nym racional~nym matricam; oni pozvolØ¸t svodit~ zadaqu opredeleniØ pol¸sno-nulevoæ struktury racional~noæ matricy na beskoneqnosti k zadaqe opredeleniØ spektral~nyh indeksov dvuh polinomial~nyh matric v nule.

1. Nesokratimye faktorizacii i algoritmy ih postroeniØ. Pust~ R(λ) – racional~naØ m × n matrica, fflementy ko-

toroæ ØvlØ¸tsØ racional~nymi funkciØmi r_{ij}(λ) = g_{ij}(λ) h_{ij}(λ) , i = 1, . . . , m, j = 1, . . . , n, (1) gde g_{ij}(λ), h_{ij}(λ) – skalØrnye polinomy (h_{ij}(λ) ≡ 0).

Faktorizacii racional~noæ matricy R(λ) vida

R(λ) = S(λ) T �^1(λ) (2) i R(λ) = T �^1(λ) S(λ) (3)

nazyva¸tsØ nesokratimymi, esli

(a) S(λ), T (λ) – polinomial~nye matricy sootvetstvu¸wih razmerov;

(b) T (λ) – regulØrnaØ matrica;

(v) ne imeet koneqnogo spektra polinomial~naØ matrica M (λ) := [ S(λ) T (λ) ]_B ili N (λ) := [ S(λ) T (λ) ] sootvetstvenno dlØ (2) ili (3).

Rabota vypolnena pri qastiqnoæ podderßke RFFI (grant 99-01-00110). 185

186 V. B. HAZANOV

NesokratimaØ faktorizaciØ nazyvaetsØ minimal~noæ po stepeni, esli stepen~ matricy M (λ) ili N (λ) ØvlØetsØ minimal~- noæ sootvetstvenno dlØ (2) ili (3).

Algoritmy postroeniØ nesokratimyh faktorizaciæ (2) i (3), v tom qisle i minimal~nyh po stepeni, opisany v rabotah [1, 2]. Poskol~ku faktorizaciØ (3) s toqnost~¸ do operacii transponirovaniØ sovpadaet s faktorizacieæ (2), privedem kratkoe opisanie algoritma postroeniØ tol~ko faktorizacii (2). V osnove algoritma leßit ispol~zovanie metoda ΔW -1 razloßeniØ polinomial~noæ matricØ (sm., naprimer [1, 4]).

Algoritm.

(i) DlØ kaßdoæ stroki i = 1, . . . , m m × n matricy R(λ) vyqislit~ naimen~xee obwee kratnoe k_i(λ) znamenateleæ h_{ij}(λ) ee fflementov (1), j = 1, . . . , n, ispol~zuØ predstavlenie k_i(λ) = h_{ij}(λ) δ_l, opredelit~ fflementy polinomial~noæ m × n matricy F (λ) f_{ij} (λ) = g_{ij}(λ) δ_l i sformirovat~ polinomial~nu¸ m×(m + n) matricu

c(λ) := [ K(λ) F (λ) ] , gde K(λ) = diag {k_1(λ), . . . , k_m(λ)}.

(ii) Postroit~ ΔW -1 razloßenie matricy C(λ) C(λ)~W (λ) = [ ~ Δ(λ) O ] , gde ~W (λ) – unimodulØrnaØ matrica porØdka m + n, δ(λ) – polinomial~naØ matrica porØdka m, i sformirovat~ iz poslednih n stolbcov matricy ~W (λ) polinomial~nu¸ (m + n) × n matricu ~W_0(λ).

(iii) Postrit~ ΔW -1 razloßenie matricy ~W_0(λ)

~W_0(λ) ^W (λ) = W_0(λ) ≡ [ W_1(λ) W_2(λ) ] , gde ^W (λ) – unimodulØrnaØ matrica porØdka n, W_0(λ) – polinomial~naØ (m + n)×n matrica s blokami W_1(λ), W_2(λ) razmerov m × n i n×n sootvetstvenno, i poloßit~

S(λ) := −W_1(λ), T (λ) := W_2(λ).

O NEKOTORYH SVO`STVAH 187

Stolbcy matric ~W_0(λ) i W_0(λ) obrazu¸t bazis pravogo nul~- prostranstva matricy C(λ), tak qto

R(λ) = K�^1(λ)F (λ) = W_1(λ) W �^1_2 (λ) ≡ S(λ) T �^1(λ),

priqem stolbcy matricy W_0(λ) obrazu¸t minimal~nyæ bazis (starxie vektornye kofffficienty po λ ee stolbcov ØvlØ¸tsØ lineæno nezavisimymi). Takim obrazom, vypolneny vse neobhodimye usloviØ, nakladyvaemye na matricu M (λ) dlØ postroeniØ minimal~noæ po stepeni, nesokratimoæ faktorizacii.

2. MFD racional~noæ matricy. V teorii sistem (sm., napri-

mer, [3]) nesokratimye faktorizacii (2) i (3) racional~noæ matricy nazyva¸t, sootvetstvenno, pravoæ i levoæ MFD (matrix fraction description). Pri fftom pravoe (levoe) MFD nazyva¸t minimal~nym, esli stepen~ opredelitelØ matricy T (λ) ravna summe stepeneæ ee stolbcov (strok). Izvestno takße, qto pravoe (levoe) MFD pravil~noæ racional~noæ matricy (kogda pri λ → ∞ R(λ) → O) obladaet sledu¸wim svoæstvom: stepen~ kaßdogo stolbca (stroki) matricy S(λ) men~xe stepeni sootvetstvu¸wego stolbca (stroki) matricy T (λ). V takom sluqae stepen~ kaßdogo stolbca matricy M (λ) (stroki matricy N (λ)) opredelØetsØ stepen~¸ sootvetstvu¸wego stolbca (stroki) matricy T (λ). UqityvaØ, qto ukazannoe vyxe svoæstvo opredelitelØ matricy T (λ) ffkvivalentno lineænoæ nezavisimosti starxih vektornyh kofffficientov po λ ee stolbcov (strok) prihodim k sledu¸wemu vyvodu.

Minimal~nye po stepeni nesokratimye faktorizacii (2) i (3) pravil~noæ racional~noæ matricy ØvlØ¸tsØ ee pravoæ i levoæ minimal~nymi MFD sootvetstvenno.

3. Pol¸sno-nulevaØ struktura racional~noæ matricy. Iz-

vestno [1–3], qto koneqnye pol¸snaØ i nulevaØ struktury racional~noæ matricy R(λ) polnost~¸ opredelØ¸tsØ koneqnymi spektrami polinomial~nyh matric T (λ) i S(λ) sootvetstvenno iz nesokratimyh faktorizacieæ (MFD) vida (2) i (3). Pokaßem, qto minimal~nye po stepeni nesokratimye faktorizacii mogut byt~ ispol~zovany takße i dlØ opredeleniØ pol¸sno-nulevoæ struktury racional~noæ matricy R(λ) na beskoneqnosti, kotoraØ opredelØetsØ [3] kak pol¸sno-nulevaØ struktura matricy R(μ�1_) v toqke_{μ = 0}.

188 V. B. HAZANOV

Pust~ dlØ opredelennosti postroena minimal~naØ po stepeni nesokratimaØ faktorizaciØ (2), tak qto polinomial~naØ matrica W_0(λ) = [ S(λ) T (λ) ]_B ne imeet koneqnogo spektra, a vektornye kofffficienty pri starxih stepenØh po λ ee stolbcov ØvlØ¸tsØ lineæno nezavisimymi. Oboznaqim qerez p_i stepen~ stolbca w_{i0} ≡ [ − s_i(λ) t_i(λ) ]_B matricy W_0(λ), i = 1, . . . , n; p = max_i p_i – stepen~ matricy W_0(λ). Postroim polinomial~nu¸ matricu ^W_0(μ) ≡ [ − ^S(μ) ^T (μ) ] := [ W_{10}(μ) . . . W_{n0}(λ) ] , (4)

gde W_{i0}(μ) := μ^{pi}W_{i0}(μ�^1), i = 1, . . . , n.

Spravedlivo sledu¸wee utverßdenie.

Pol¸snaØ i nulevaØ struktury racional~noæ matricy R(λ) na beskoneqnosti opredelØ¸tsØ, sootvetstvenno, strukturnymi indeksami matric ^T (μ) i ^S(μ) iz (4) v toqke μ = 0.

DlØ dokazatel~stva dostatoqno pokazat~, qto imeet mesto predstavlenie R(μ�1_{) =} ^_{S(μ)} ^_T �1_{(μ),}

ØvlØ¸weesØ nesokratimoæ faktorizacieæ matricy R(μ�^1), t.e. qto polinomial~naØ matrica ^M (μ) := [ ^ S(μ) ^T (μ) ]_B ne imeet koneqnogo spektra.

Oboznaqim qerez H(μ) = diag { μ^p�^{p1} , . . . , μ^p�^pn } . Togda dlØ matricy

W_0(μ) := μ^pW_0(μ�^1) = [ −μ^pS(μ�^1) μ^pT (μ�^1) ] ≡ [ − ~S(μ) ~T (μ) ] (5) i ee blokov ~S(μ), ~T (μ) imeem sledu¸wie predstavleniØ

W_0(μ) = ^W_0(μ) H(μ). ~S(μ) = ^S(μ) H(μ), ~T (μ) = ^T (μ) H(μ). (6) Iz (2) sleduet, qto R(μ�1_{) = S(μ}�1_{) T} �1_{(μ}�1_{),}

qto s uqetom (5), (6) i oqevidnoæ regulØrnosti polinomial~nyh matric ~T (μ) i ^T (μ) daet R(μ�1_{) = ~S(μ) ~T} �1_{(μ) = ^S(μ) ^T} �1_{(μ).}

O NEKOTORYH SVO`STVAH 189

Pokaßem teper~, qto polinomial~naØ matrica ^W_0(μ) i, sledovatel~no, matrica ^M (μ) ne imeet koneqnyh sobstvennyh znaqeniæ. Otsutstvie koneqnyh sobstvennyh znaqeniæ μ� ≠ 0 oqevidno (v protivnom sluqae oni ØvlØlis~ by takovymi i dlØ matricy W_0(μ), i, sledovatel~no, matrica W_0(λ) imela by koneqnoe sobstvennoe znaqenie μ�^1� ). Suwestvovanie nulevogo sobstvennogo znaqeniØ μ = 0 matricy ^W_0(μ) oznaqalo by lineænu¸ zavisimost~ stolbcov matricy ^W (0) : W_{10}(0), . . . , W_{n0}(0), ØvlØ¸wihsØ starximi vektornymi kofffficientami po λ matricy W_0(λ), qto protivoreqit predpoloßeni¸ ob ih lineænoæ nezavisimosti.

Analogiqnym obrazom pol¸sno-nulevaØ struktura racional~noæ matricy na beskoneqnosti moßet byt~ poluqena po ime- ¸weæsØ minimal~noæ po stepeni nesokratimoæ faktorizacii vida (3).

Literatura

1. V. N. KublanovskaØ, Metody i algority rexeniØ spektral~nyh zadaq dlØ polinomial~nyh i racional~nyh matric. — Zap. nauqn. semin. PO- MI 238 (1997), 3–330.

2. V. N. KublanovskaØ, V. B. Hazanov, O nesokratimyh faktorizaciØh racional~nyh matric i ih primenenii. — Zap. nauqn. semin. POMI 219 (1995), 117–156.

3. Kailath, Linear Systems. Prentice Hall (1980).

4. V. Kublanovskaya, Rank-devision algorithms and their applications. — J. Numer.

Lin. Algebra Appl. 1, No. 2 (1992), 199–213.

Khazanov V. B. On some properties of the minimal in degree irreducible factorizations of a rational matrix.

The definition and the brief description of the algorithms for constructing the irreducible factorizations of a rational matrix of minimal degree are presented. Two properties of these factorizations are established. First, these factorizations are just the MFDs in application to proper rational matrices and, second, they make it possible to reduce the problem of determining the pole-zero structure of a rational matrix at infinity to the problem of finding the spectral indices of two polynomial matrices at the zero point.

Postupilo 1 aprelØ 2000 g. S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ morskoæ universitet