Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 268, 2000 g.

S. A. Harqenko, A. ı. Eremin

NOVYE ALGORITMY TIPA GMRES(K) S ˚VNYMI RESTARTAMI I ANALIZ IH SVO`STV SHODIMOSTI NA OSNOVE QR FORMY MATRIQNYH SOOTNOXENI`

1. Vvedenie

Neobhodimost~ rexeniØ bol~xih razreßennyh lineænyh sistem s nesimmetriqnymi ili neznakoopredelennymi matricami kofffficientov voznikaet vo mnogih nauqnyh i prikladnyh zadaqah. Obyqno dlØ fftih celeæ primenØ¸tsØ iteracionnye metody s pereobuslavlivaniem. ObxirnaØ literatura posvØwena problemam postroeniØ kaqestvennyh shem pereobuslavlivaniØ. Odnako ffffektivnost~ rezul~tiru¸wego iteracionnogo metoda, a qasto i vybor konkretnoæ shemy pereobuslavlivaniØ, sil~no zavisit ot svoæstv primenØemoæ bazisnoæ iteracionnoæ shemy.

Horoxo izvestno, qto s toqki zreniØ svoæstv shodimosti i quvstvitel~nosti k oxibkam okrugleniØ naibolee privlekatel~- nym v podobnyh sluqaØh ØvlØetsØ metod obobwennyh minimal~- nyh nevØzok GMRES [6] bez restartov. Odnako v bol~xinstve rabot [2, 7], posvØwennyh rassmatrivaemoæ problematike, ispol~zu¸tsØ metod obobwennyh minimal~nyh nevØzok GMRES s restartami ili metody tipa BiCGSTAB [9] i QMR [3], osnovannye, v otliqie ot metoda GMRES, na ideØh kvaziminimizacii. Ispol~zovanie bazisnyh iteracionnyh shem s suwestvenno bolee bednymi svoæstvami shodimosti oqevidno svØzano s neobhodimost~¸ znaqitel~nogo sokraweniØ zatrat metoda GMRES.

Tak, naprimer, ispol~zovanie metoda GMRES(100) vo mnogih sluqaØh ØvlØetsØ praktiqeski nepriemlemym iz-za ogromnyh vyqislitel~nyh zatrat, neobhodimyh dlØ ortogonalizacii bazisa sootvetstvu¸wego podprostranstva Krylova, a takße izza neobhodimosti hraneniØ v pamØti v Øvnom vide fftogo ba-

DannaØ rabota byla qastiqno podderßana po grantu NWO 047-008-007, Niderlandy. 190

NOVYE ALGORITMY TIPA GMRES(K) 191 zisa. Pri fftom qasto ne udaetsØ dobit~sØ shodimosti pereobuslovlennyh iteracionnyh metodov za 100 iteraciæ pri rexenii mnogih plohoobuslovlennyh nesimmetriqnyh i/ili neznakoopredelennyh sistem lineænyh algebraiqeskih uravneniæ. Odnako perehod k ispol~zovani¸ iteracionnyh shem, osnovannyh na idee kvaziminimizacii, qasto privodit k stol~ znaqitel~noæ potere skorosti shodimosti, qto stanovitsØ ves~ma aktual~noæ problema postroeniØ bazisnoæ iteracionnoæ shemy, oblada¸weæ svoæstvami shodimosti, blizkimi k svoæstvam shodimosti metoda GMRES, no so znaqitel~no men~ximi vyqislitel~nymi zatratami i zatratami pamØti.

Izvestno neskol~ko popytok [1, 4, 5] razrabotki podobnyh metodov; vse oni tesno svØzany s ideeæ neØvnyh restartov v metode GMRES. Odnako, po naxemu mneni¸, ih nel~zØ priznat~ uspexnymi, poskol~ku poluqaemye svoæstva shodimosti po-preßnemu sil~no ustupa¸t v interesu¸wih nas sluqaØh svoæstvam shodimosti metoda GMRES bez restartov. Sravnitel~nyæ analiz fftih popytok moßno naæti v Razdelah 3, 4 i 5 dannoæ raboty.

V nastoØweæ rabote predlagaetsØ ispol~zovat~ soverxenno inu¸ ide¸, a imenno: dlØ rexeniØ postavlennoæ zadaqi my predlagaem ispol~zovat~ metod tipa GMRES s Øvnymi restartami, v kotorom vnutrennie iteracii i fil~traciØ poluqaemyh napravleniæ pered restartom organizovany takim obrazom, qtoby ot restarta k restartu v matriqnyh sootnoxeniØh odnovremenno ffffektivno nakaplivalas~ informaciØ o tekuwem priblißenii k rexeni¸, a takße spektral~naØ/singulØrnaØ informaciØ, pozvolØ¸waØ podderßivat~ vysoku¸ skorost~ shodimosti, sravnimu¸ so skorost~¸ shodimosti algoritma GMRES bez restartov. PodobnaØ ideØ v otliqie ot izvestnyh podhodov pozvolØet postroit~ v interesu¸wih nas sluqaØh konstruktivnu¸ teori¸ shodimosti, kotoraØ ØvlØetsØ nadeßnoæ osnovoæ dlØ razrabotki ffffektivnyh procedur fil~tracii bazisov podprostranstv Krylova. Pokazano (sm. Razdel 4), qto podobnaØ bazisnaØ shema s Øvnymi restartami moßet obladat~ svoæstvami shodimosti, blizkimi k original~nomu metodu obobwennyh minimal~nyh nevØzok bez restartov.

Rabota postroena sledu¸wim obrazom. V Razdele 2 vvoditsØ v rassmotrenie QR forma matriqnyh sootnoxeniæ i opisany nekotorye ee poleznye svoæstva. Razdel 3 soderßit opisanie

192 S. A. HARQENKO, A. ı. EREMIN metoda SOFGMRES(m) (GMRES with initial Subspace, Orthonormal columns and Filtration). Razdel 4 posvØwen issledovani¸ svoæstv shodimosti fftogo metoda, a vozmoßnye procedury fil~tracii podprostranstva opisany v Razdele 5. V Razdele 6 opisany rezul~taty qislennyh ffksperimentov i soderßatsØ zakl¸qitel~- nye zameqaniØ.

2. Algoritm GMRES i QR forma matriqnyh sootnoxeniæ

Rassmotrim sistemu lineænyh algebraiqeskih uravneniæ

Ax = b, (2.1)

gde A ∈ R^{N×N} – zadannaØ nevyroßdennaØ, vozmoßno neznakoopredelennaØ nesimmetriqnaØ matrica, b ∈ R^N – zadannyæ vektor pravoæ qasti, x ∈ R^N – neizvestnyæ vektor. V dal~neæxem pri obsußdenii iteracionnyh algoritmov rexeniØ (2.1) budem predpolagat~, qto pereobuslavlivatel~ i nenulevoe naqal~noe priblißenie, esli takovye ime¸tsØ, uße uqteny sootvetstvu- ¸wim obrazom v A i b. Pofftomu bez ograniqeniØ obwnosti my budem rassmatrivat~ tol~ko sistemu (2.1) s nulevym naqal~nym priblißeniem.

DlØ udobstva izloßeniØ privedem horoxo izvestnyæ iteracionnyæ algoritm GMRES(k) [6] rexeniØ sistemy (2.1), kotoryæ s nebol~ximi modifikaciØmi moßet byt~ opisan sledu¸wim obrazom:

Algoritm 2.1. GMRES(k):

Step 0. InicializaciØ: x_0 = 0;

For s = 1, . . . , s_{max} Do (Vnexniæ cikl: restarty)

r_0 = b − Ax_0, r_0 = p_1γ_1, p^T_1 p_1 = 1;

For i = 1, . . ., k Do (Vnutrenniæ cikl: iteracii algoritma Arnol~di)

Step 1. Umnoßenie na matricu:

~p_{i+1} = Ap_i;

Step 2. OrtogonalizaciØ:

~p_{i+1} = i∑ j=1 p_jh_{ji} + p_{i+1}h_{i+1,i},

NOVYE ALGORITMY TIPA GMRES(K) 193 p^T_{i+1}p_j = 0, j = 1, . . . , i, ‖p_{i+1}‖ = 1;

H_i = h_{11} . . . . . . h_{1i} h_{21}

... . . ... ... . . ... h_{ii} 0 h_{i+1,i} , P_{i+1} = [P_i, p_{i+1}];

End For Step 3. Rexenie lokal~noæ zadaqi minimizacii:

Solve ‖ [ γ_1 0 ] − H_kz_k‖ → min_{zk} ;

Step 4. Vyqislenie novogo priblißeniØ k rexeni¸:

x_k = x_0 + P_kz_k;

Step 5. Vyqislenie reducirovannoæ nevØzki:

t_k = [ γ_1 0 ] − H_kz_k; If (‖t_k‖ ≤ ε) Stop Pereoboznaqim x_0 := x_k End For

V rezul~tate vypolneniØ k iteraciæ Arnol~di na Step 2 Algoritma 2.1 vyqislØetsØ ortonormirovannyæ bazis podprostranstva Krylova, udovletvorØ¸wiæ v sluqae x_0 = 0 sledu¸- wim matriqnym sootnoxeniØm:

AP_k = P_{k+1}H_k,

P^T_{k+1}P_{k+1} = I_{k+1},

b = P_{k+1} [ γ_1 0 ] . (2.2)

Vvedem oboznaqeniØ

Y_k = P_k, γ_{k+1} = [ γ_1 0 ] . (2.3)

194 S. A. HARQENKO, A. ı. EREMIN V fftih oboznaqeniØh sootnoxeniØ (2.2) moßno napisat~ v vide:

AY_k = P_{k+1}H_k,

Y^T_k Y_k = I_k,

P^T_{k+1}P_{k+1} = I_{k+1}, b = P_{k+1}γ_{k+1},

(2.4)

gde Y_k ∈ R^{N×k}, P_{k+1} ∈ R^{N×(k+1)}, H_k ∈ R^{(k+1)×k} – verhnØØ hessenbergova matrica, γ_{k+1} ∈ R^{k+1}.

Opredelenie 2.1. Pust~ k ≥ 0. Esli dlØ nekotoryh matric Yk

i P_{k+1}, verhneæ hessenbergovoæ matricy H_k i vektora γ_{k+1} sootvetstvu¸wih razmerov ime¸t mesto sootnoxeniØ (2.4), to my budem govorit~, qto vypolneny naqal~nye matriqnye sootnoxeniØ.

Algoritm Arnol~di ØvlØetsØ odnim iz sposobov postroeniØ naqal~nyh matriqnyh sootnoxeniæ, pri fftom v rezul~tate Y_k = P_k. Niße budut privedeny drugie sposoby postroeniØ naqal~nyh matriqnyh sootnoxeniæ, dlØ kotoryh ravenstvo Y_k = P_k uße ne imeet mesta.

Matrica H_k v sootnoxeniØh (2.4) po predpoloßeni¸ verhnØØ hessenbergova, pofftomu suwestvuet nabor vraweniæ Givensa G_i ∈ R^{(k+1)×(k+1)}, i = 1, . . . , k,

G_i =

I_{i−1} 0 c_i s_i −s_i c_i 0 I_{k−i} , c^2_i + s^2_i = 1,

takoæ, qto H_k = Q_k [ R_k 0 ] , (2.5) gde Q_k = G_1 · · · G_k (2.6)

– ortogonal~naØ matrica, kotoraØ predstavlØet soboæ proizvedenie vraweniæ Givensa, R_k – verhnØØ treugol~naØ matrica. Ravenstvo (2.5) ØvlØetsØ QR-razloßeniem matricy H_k.

Oboznaqim W_k = P_{k+1}Q_k [ I_k 0 ] , (2.7)

NOVYE ALGORITMY TIPA GMRES(K) 195 togda pervoe ravenstvo iz (2.4) moßno perepisat~ v vide

AY_k = W_kR_k. (2.8)

Ob¨edinØØ (2.4), (2.7) i (2.8), poluqaem sootnoxeniØ AY_k = W_kR_k, Y^T_k Y_k = I_k,

W^T_k W_k = I_k, b = P_{k+1}γ_{k+1}.

(2.9)

Opredelenie 2.2. SootnoxeniØ (2.9), (2.5) i (2.7) budem nazy-

vat~ QR formoæ naqal~nyh matriqnyh sootnoxeniæ (2.4).

Vybor takogo nazvaniØ sootnoxeniæ (2.9) svØzan s tem, qto v pravoæ qasti (2.8) stoit proizvedenie matricy W_k s ortonormirovannymi stolbcami na verhn¸¸ treugol~nu¸ matricu R_k, t.e. sootnoxenie (2.8) ØvlØetsØ QR razloßeniem matricy AY_k.

V dal~neæxem nam potrebu¸tsØ sledu¸wie prostye svoæstva QR formy naqal~nyh matriqnyh sootnoxeniæ.

Utverßdenie 2.1. SingulØrnye qisla matric A i Rk udovletvo-

rØ¸t neravenstvam teoremy Koxi o razdelenii.

Dokazatel~stvo. Matricy Yk i Wk ime¸t ortonormirovannye

stolbcy. Pust~ Y^⊥_k ØvlØetsØ dopolneniem k Y_k (sootvetstvenno W^⊥_k ØvlØetsØ dopolneniem k W_k) do ortonormirovannogo bazisa

v R^N. Iz (2.8) sleduet ravenstvo

A[Y_k, Y^⊥_k ] = [W_k, W^⊥_k ] [ R_k R^I_k 0 R^{II}_k ]

dlØ nekotoryh matric R^I_k i R^{II}_k sootvetstvu¸wih razmernosteæ. Togda poluqaem, qto matrica A ortogonal~nymi preobrazovaniØmi moßet byt~ privedena k vidu [ R_k R^I_k 0 R^{II}_k ] , t.e. ih singulØrnye qisla sovpada¸t. S drugoæ storony, singulØrnye qisla matricy [ R_k R^I_k 0 R^{II}_k ] sut~ kvadratnye korni sobstvennyh qisel simmetriqnoæ matricy [ R_k R^I_k 0 R^{II}_k ]_T [ R_k R^I_k 0 R^{II}_k ]

196 S. A. HARQENKO, A. ı. EREMIN = [ R^T_k R_k R^T_k R^I_k (R^I_k)^T R_k (R^I_k)^T R^I_k + (R^{II}_k )^T R^{II}_k ] . SimmetriqnaØ matrica R^T_k R_k est~ glavnaØ podmatrica simmetriqnoæ matricy [ R_k R^I_k 0 R^{II}_k ]_T [ R_k R^I_k 0 R^{II}_k ] , pofftomu dlØ sobstvennyh qisel fftih dvuh matric ime¸t mesto neravenstva teoremy Koxi o razdelenii. UqityvaØ, qto kvadratnye korni sobstvennyh qisel matricy R^T_k R_k sut~ singulØrnye qisla R_k, poluqaem trebuemoe utverßdenie. �

Sledstvie 2.1. Matrica Rk iz (2.8) ØvlØetsØ nevyroßdennoæ

matriceæ.

Dokazatel~stvo. Poskol~ku A ØvlØetsØ nevyroßdennoæ matri-

ceæ, to σ_{min}(A) > 0. No iz UtverßdeniØ 2.1 sleduet neravenstvo

σ_{min}(R_k) ≥ σ_{min}(A). � 3. Algoritm SOFGMRES(m)

V fftom razdele my predlagaem iteracionnyæ algoritm rexeniØ sistemy (2.1), osnovannyæ na matriqnyh sootnoxeniØh (2.4).

Kak uße otmeqalos~ vo vvedenii, ranee predprinimalos~ neskol~ko popytok izbeßat~ bystrogo rosta zatrat v algoritme GMRES(k) pri uveliqenii qisla iteraciæ k vnutrennego cikla algoritma i po vozmoßnosti ne poterØt~ ego svoæstva shodimosti. Vse ffti podhody svØzany s popytkami sohraneniØ nekotoroæ spektral~noæ informacii pri Øvnyh ili neØvnyh restartah. V qastnosti, v algoritme GMRESE [4] sohranØ¸tsØ nekotorye vektora, ØvlØ¸wiesØ priblißeniØmi k sobstvennym vektoram ishodnoæ matricy. V rezul~tate voznika¸t sootnoxeniØ tipa sootnoxeniæ (2.4) za iskl¸qeniem usloviØ Y^T_k Y_k = I_k, kotoroe v dannom sluqae ne vypolneno.

NOVYE ALGORITMY TIPA GMRES(K) 197 V rabotah [1] i [5] predloßen algoritm tipa GMRES(k) s ne- Øvnymi restartami. IdeØ fftogo algoritma osnovana na ispol~- zovanii iteraciæ Arnol~di s neØvnymi restartami [8]. DlØ tekuwih sootnoxeniæ (2.2) algoritma Arnol~di vyqislØ¸tsØ znaqeniØ Ritca, kotorye ØvlØ¸tsØ priblißeniØmi k sobstvennym znaqeniØm matricy A. Iz fftih znaqeniæ vybiraetsØ nekotoroe podmnoßestvo, a zatem matriqnye sootnoxeniØ algoritma Arnol~di preobrazu¸tsØ takim obrazom, qtoby preobrazovannye sootnoxeniØ byli takße sootnoxeniØmi algoritma Arnol~di, no uße dlØ drugogo, special~nym obrazom postroennogo, naqal~- nogo vektora. V fftom sluqae preobrazovannye sootnoxeniØ soderßat spektral~nu¸ informaci¸ tol~ko dlØ vybrannyh znaqeniæ Ritca, a znaqit soderßat men~xee koliqestvo stolbcov. V fftom podhode pri posledu¸wih iteraciØh s neØvnymi restartami priblißennaØ spektral~naØ informaciØ o qasti sobstvennyh par matricy A moßet utoqnØt~sØ. Rezul~tiru¸wie matriqnye sootnoxeniØ ispol~zu¸tsØ dlØ postroeniØ priblißeniØ k rexeni¸.

V otliqie ot upomØnutyh vyxe podhodov v dannoæ rabote na osnove matriqnyh sootnoxeniæ v QR forme (2.9) my predlagaem pri Øvnom restarte algoritma Øvno sohranØt~ v Y_k qast~ spektral~noæ informacii i informaci¸ o priblißennom rexenii.

DlØ izloßeniØ nam potrebuetsØ opisat~ ewe odin sposob postroeniØ naqal~nyh matriqnyh sootnoxeniæ (2.4), dlØ kotorogo Y_k ≠ P_k.

Pust~ zadan nekotoryæ nabor lineæno nezavisimyh vektorov f_i, i = 1, . . ., k. Oboznaqim

F_k = [f_1, . . . , f_k].

Vyqislim QR razloßenie matricy

F_k = U_kZ_k,

gde Z_k – verhnØØ treugol~naØ matrica, a U_k – matrica s ortonormirovannymi stolbcami. Poloßim Y_k = U_k. Umnoßim Y_k na matricu A i postroim QR razloßenie matricy [AY_k, b]: [AY_k, b] = P_{k+1} [ R_k 0 | | | | γ^{k+1} ] . (3.1)

198 S. A. HARQENKO, A. ı. EREMIN

PolagaØ H_k = [ R_k 0 ] , poluqim, qto postroennye takim obrazom

Y_k, P_{k+1}, γ_{k+1} i H_k udovletvorØ¸t naqal~nym matriqnym sootnoxeniØm (2.4). Pri fftom v dannom sluqae matrica H_k iznaqal~no verhnØØ treugol~naØ, pofftomu sootvetstvu¸wie vraweniØ Givensa est~ ediniqnye matricy razmera (k + 1) × (k + 1), a dlØ matricy W_k iz (2.7) poluqaem ravenstvo W_k = P_k. Tem ne menee, voobwe govorØ, Y_k ≠ P_k.

DlØ dal~neæxego izloßeniØ nam takße ponadobØtsØ nekotorye dopolnitel~nye oboznaqeniØ. Pust~ r_{k+j−1}, j = 1, . . . , i, est~ nekotoryæ nabor vektorov nevØzok. Rassmotrim matricu [Y_k, r_k, . . ., r_{k+i−1}], ee QR razloßenie imeet sledu¸wiæ vid: [Y_k, r_k, . . . , r_{k+i−1}]

= [Y_k, y_{k+1}, . . . , y_{k+i}]

I_k | g_{1,k+1} . . . g_{1,k+i} . . . . g_{k+1,k+1} . . ... . . 0 g_{k+i,k+i}

. (3.2)

Iz (3.2), v qastnosti, sleduet ravenstvo r_{k+i−1} = [Y_k, y_{k+1}, . . ., y_{k+i}] g_{1,k+i} . . g_{k+i,k+i} . (3.3)

SootnoxeniØ (2.2) moßno zapisat~ v vide [b, AP_k] = P_{k+1} [ γ_1 0 | | | H^k ] . (3.4)

UqityvaØ, qto v vektore [ γ_1 0 ] tol~ko pervaØ komponenta moßet

byt~ nenulevoæ, a H_k – verhnØØ hessenbergova matrica, poluqaem, qto ravenstvo (3.4) est~ QR razloßenie matricy [b, AP_k], poskol~ku P_{k+1} ØvlØetsØ matriceæ s ortonormirovannymi stolb-

cami, a [ γ_1 0 | | | H_k ] . – verhnØØ treugol~naØ matrica.

Teper~ sravnim sootnoxeniØ (3.1) i (3.4). V oboih sluqaØh ffti sootnoxeniØ predstavlØ¸t soboæ QR razloßenie matricy,

NOVYE ALGORITMY TIPA GMRES(K) 199 stolbcami kotoroæ ØvlØ¸tsØ vektor b i vektory matricy AY_k; razliqa¸tsØ ffti ravenstva vyborom Y_k i poloßeniem vektora pravoæ qasti b v QR razloßenii. Bolee togo, v oboih sluqaØh poluqaem, qto dlØ sootvetstvu¸wih matric vypolneny naqal~- nye matriqnye sootnoxeniØ (2.4).

V sootnoxeniØh (3.1) i (3.4) vektor pravoæ qasti b nahoditsØ v QR razloßenii v (k + 1)-m i 1-m stolbcah sootvetstvenno. Pust~ teper~ k_∗ – nekotoroe celoe qislo v predelah ot 1 do k + 1. Vyqislim QR razloßenie matricy [AY_k�_{−1}, b, Ay_k�, . . . , Ay_k] v vide [AY_k�_{−1}, b, Ay_k�, . . ., Ay_k] =

P_{k+1}

R_k�_{−1} | h_{1,k}�_{+1} . . . h_{1,k+1} . . . . γ_k� h_k�_{,k}�_{+1} . . h_k�_{+1,k}�_{+1}

... . . ... h_{k,k+1} 0 h_{k+1,k+1}

. (3.5)

Poloßiv

γ_{k+1} = [ γ_k� 0 ] ,

H_k =

R_k�_{−1} | h_{1,k}�_{+1} . . . h_{1,k+1} . . . . h_k�_{,k}�_{+1} . . h_k�_{+1,k}�_{+1}

... . . ... h_{k,k+1} 0 h_{k+1,k+1}

,

poluqim, qto i v fftom sluqae ime¸t mesto naqal~nye matriqnye sootnoxeniØ (2.4). Pust~ teper~ y_{k+1}, . . . , y_{k+i} – vektory iz QR

200 S. A. HARQENKO, A. ı. EREMIN razloßeniØ (3.2). Rassmotrim QR razloßenie matricy [AY_k�_{−1}, b, Ay_k�, . . . , Ay_k, . . . , Ay_{k+i}] = [P_{k+1}, p_{k+2}, . . . , p_{k+i+1}]× (3.6)

R_k�_{−1} | h_{1,k}�_{+1} . . . h_{1,k+1} . . . h_{1,k+i+1} . . . . . . γ_k� h_k�_{,k}�_{+1} . . . . h_k�_{+1,k}�_{+1}

... . . . . ... h_{k,k+1} . . h_{k+1,k+1} ... . . ... h_{k+i,k+i+1} 0 h_{k+i+1,k+i+1}

,

iz kotorogo, v qastnosti, sleduet ravenstvo

Ay_{k+i} = [P_{k+1}, p_{k+2}, . . . , p_{k+i+1}] h_{1,k+i+1} . . h_{k+i+1,k+i+1} . (3.7)

Vo vvedennyh oboznaqeniØh predlagaemyæ algoritm moßno zapisat~ sledu¸wim obrazom:

Algoritm 3.1. SOFGMRES(m) (GMRES with initial Sub-

space, Orthonormal columns and Filtration).

Step 0. InicializaciØ: x_0 = 0;

Pust~ dlØ nekotoryh k_∗ i k, 1 ≤ k_∗ ≤ k + 1, ime¸t mesto naqal~- nye matriqnye sootnoxeniØ (2.4) i ravenstvo (3.5);

For s = 1, . . ., s_{max} Do (Vnexniæ cikl: restarty)

Stage I: Postroenie rasxirennyh matriqnyh sootnoxeniæ

For i = 1, . . ., m Do (Vnutrenniæ cikl)

Step 1. Rexenie lokal~noæ zadaqi minimizacii: ‖H_{k+i−1}z_{k+i−1} − [ γ_{k+1} 0 ] ‖ → min_{zk+i} �1 ; (3.8)

NOVYE ALGORITMY TIPA GMRES(K) 201 Step 2. Vyqislenie vektora reducirovannoæ nevØzki: t_{k+i−1} = [ γ_{k+1} 0 ] − H_{k+i−1}z_{k+i−1}; (3.9)

Step 3. Vyqislenie novogo priblißeniØ k rexeni¸: If ‖t_{k+i−1}‖ ≤ ε then x_{k+i−1} = Y_{k+i−1}z_{k+i−1}; (3.10) Stop End If Step 4. Vyqislenie vektora tekuweæ nevØzki: r_{k+i−1} = P_{k+i}t_{k+i−1}; (3.11) Step 5. OrtogonalizaciØ: dlØ tekuwego vektora

nevØzki rk+i−1 dostraivaem QR razloßenie (3.2);

Step 6. Umnoßenie matricy na vektor napravleniØ y_{k+i}: ~p_{k+i} = Ay_{k+i}; Step 7. OrtogonalizaciØ: dlØ tekuwego vektora ~p_{k+i}

dostraivaem QR razloßenie (3.6);

Oboznaqim Y_{k+i} = [Y_{k+i−1}, y_{k+i}], P_{k+i+1} = [P_{k+i}, p_{k+i+1}],

H_{k+i} = h_{1,k+i+1} . . H_{k+i−1} h_{k+i,k+i+1} 0 h_{k+i+1,k+i+1} End For End Stage I

V rezul~tate vypolneniØ Stage I, posle okonqaniØ iteraciæ vnutrennego cikla, poluqaem tak nazyvaemye rasxirennye matriqnye sootnoxeniØ: AY_{k+m} = P_{k+m+1}H_{k+m}, Y^T_{k+m}Y_{k+m} = I_{k+m}, P^T_{k+m+1}P_{k+m+1} = I_{k+m+1}, b = P_{k+m+1} [ γ_{k+1} 0 ] , (3.12)

202 S. A. HARQENKO, A. ı. EREMIN gde Y_{k+m} ∈ R^{N×(k+m)}, P_{k+m+1} ∈ R^{N×(k+m+1)}, H_{k+m} ∈ R^{(k+m+1)×(k+m)} – verhnØØ hessenbergova matrica i [ γ_{k+1} 0 ] ∈ R^{k+m+1}.

Stage II: Fil~traciØ rasxirennyh matriqnyh

sootnoxeniæ

Step 8. Vybiraem l, 1 ≤ l ≤ m, i matricu s

ortonormirovannymi stolbcami

U_l ∈ R^{m×l}, U^T_l U_l = I_l;

Step 9. VyqislØem novye vektory napravleniæ: [~y_{k+1}, . . . , ~y_{k+l}] = [y_{k+1}, . . . , y_{k+m}]U_l; Step 10. VyqislØem vektory A~y_{k+1}, . . ., A~y_{k+l}; Step 11. Dostraivaem QR razloßenie (3.6)

dlØ matricy [AY_k�_{−1}, b, Ay_k�, . . . , Ay_k, A~y_{k+1}, . . . , A~y_{k+l}]; End Stage II

V rezul~tate vypolneniØ Stage II poluqaem tak nazyvaemye otfil~trovannye matriqnye sootnoxeniØ: A ~Y_{k+l} = ~P_{k+l+1} ~H_{k+l}, ~Y^T_{k+l} ~Y_{k+l} = I_{k+l}, ~P^T_{k+l+1} ~P_{k+l+1} = I_{k+l+1}, b = ~P_{k+l+1} [ γ_{k+1} 0 ] , (3.13)

gde ~Y_{k+l} = [Y_k, ~y_{k+1}, . . . , ~y_{k+l}], ~Y_{k+l} ∈ R^{N×(k+l)}, ~P_{k+l+1} ∈ R^{N×(k+l+1)}, ~H_{k+l} ∈ R(k+l+1)×(k+l) – verhnØØ hessenbergova matrica i [ γ_{k+1} 0 ] ∈ R^{k+l+1}.

Na sledu¸weæ vnexneæ iteracii matriqnye sootnoxeniØ (3.13) budem rassmatrivat~ kak novye naqal~nye matriqnye sootnoxeniØ (2.4);

Restart: pereoboznaqim Y_{k+l} := ~Y_{k+l}, P_{k+l+1} := ~P_{k+l+1}, H_{k+l} := ~H_{k+l}, γ_{k+l+1} := [ γ_{k+1} 0 ] , k := k + l

NOVYE ALGORITMY TIPA GMRES(K) 203 End For

Takim obrazom, algoritm SOFGMRES(m) imeet sledu¸wu¸ strukturu. Na kaßdoæ iteracii vnexnego cikla po s ishodØ iz naqal~nyh matriqnyh sootnoxeniæ (2.4) stroØtsØ rasxirennye matriqnye sootnoxeniØ (3.12) za sqet vypolneniØ m iteraciæ tipa Arnol~di. Pri vypolnenii iteraciæ vnutrennego cikla v otliqie ot standartnogo algoritma GMRES(k) zdes~ neobhodimo ortogonalizovat~ stolbcy dvuh matric P_k i Y_k. Posle iteraciæ vnutrennego cikla rasxirennye matriqnye sootnoxeniØ fil~tru¸tsØ, a zatem otfil~trovannye matriqnye sootnoxeniØ (3.13) ispol~zu¸tsØ v kaqestve naqal~nyh matriqnyh sootnoxeniæ na sledu¸weæ iteracii vnexnego cikla pri restarte.

OsnovnaØ ideØ algoritma SOFGMRES(m) sostoit v tom, qtoby organizovat~ iteracii vnutrennego cikla i fil~traci¸ rasxirennyh matriqnyh sootnoxeniæ takim obrazom, qtoby ot restarta k restartu v sootnoxeniØh (2.4) odnovremenno ffffektivno nakaplivalas~ informaciØ ob utoqnennom priblißenii k rexeni¸, a takße nekotoraØ spektral~naØ/singulØrnaØ informaciØ, pozvolØ¸waØ podderßivat~ vysoku¸ skorost~ shodimosti, sravnimu¸ so skorost~¸ shodimosti algoritma GMRES bez restartov.

VyqisleniØ v algoritme SOFGMRES(m) moßno neskol~ko uprostit~. Zametim preßde vsego, qto na i-m xage vnutrennego cikla algoritma SOFGMRES(m) vektor x_{k+i−1} novogo priblißeniØ k rexeni¸ vyqislØetsØ po formule (3.10), pofftomu dlØ sootvetstvu¸weæ nevØzki r_{k+i−1} = b − Ax_{k+i−1} ime¸t mesto sootnoxeniØ r_{k+i−1} = b − Ax_{k+i−1} = P_{k+i} [ γ_{k+1} 0 ] − AY_{k+i−1}z_{k+i−1} =

= P_{k+i} ([ γ_{k+1} 0 ] − H_{k+i−1}z_{k+i−1} ) = P_{k+i}t_{k+i−1}, qto ob¨ØsnØet vozniknovenie v algoritme zadaqi minimizacii (3.8) i formuly (3.11) dlØ vyqisleniØ nevØzki.

Zametim takße, qto v algoritme SOFGMRES(m) net neobhodimosti na kaßdom xage vnutrennego cikla Øvno rexat~ zadaqu minimizacii (3.8) dlØ togo, qtoby naæti vektor z_{k+i−1} i zatem

204 S. A. HARQENKO, A. ı. EREMIN vyqislit~ reducirovannu¸ nevØzku t_{k+i−1} po formule (3.9). Vektor z_{k+i−1} v Øvnom vide nado vyqislØt~ tol~ko togda, kogda neobhodimo Øvno vyqislit~ sootvetstvu¸wiæ vektor priblißeniØ k rexeni¸ x_{k+i−1}. V ostal~nyh sluqaØh vektor reducirovannoæ nevØzki t_{k+i−1} vyqislØetsØ s ispol~zovaniem vraweniæ Givensa po formulam, otliqnym ot (3.8) i (3.9).

Po opredeleni¸ imeem t_{k+i−1} = [ γ_{k+1} 0 ] − H_{k+i−1}z_{k+i−1}. UqityvaØ (2.5), predyduwee ravenstvo moßno perepisat~ v vide Q^T_{k+i−1}t_{k+i−1} = Q^T_{k+i−1} [ γ_{k+1} 0 ] − [ R_{k+i−1} 0 ] z_{k+i−1}. (3.14)

No vektor z_{k+i−1} est~ rexenie zadaqi minimizacii (3.8), pofftomu pervye k + i − 1 strok v pravoæ qasti (3.14) ØvlØ¸tsØ nulevymi. Teper~ vektor reducirovannoæ nevØzki t_{k+i−1} moßno zapisat~ v vide t_{k+i−1} = Q_{k+i−1} ⟨ Q^T_{k+i−1} [ γ_{k+1} 0 ]⟩ , (3.15)

zdes~ ispol~zovano oboznaqenie ⟨w⟩ = [ 0 {w}_k ] dlØ w ∈ R^k. Uqi-

tyvaØ ravenstvo (2.6), poluqaem, qto vektor reducirovannoæ nevØzki t_{k+i−1} ffffektivnee vsego vyqislØt~ sledu¸wim obrazom: na tekuweæ iteracii primenØetsØ odno vrawenie Givensa G^T_{k+i−1}

dlØ poluqeniØ vektora Q^T_{k+i−1} [ γ_{k+1} 0 ] ; fftot vektor sohranØetsØ

do sledu¸weæ iteracii, v ego kopii zanulØ¸tsØ pervye k + i − 1 komponent i k rezul~tatu primenØ¸tsØ k+i−1 vraweniæ Givensa v sootvetstvii s formulami (3.15) i (2.6).

4. TeoriØ shodimosti algoritma SOFGMRES(m)

V algoritme SOFGMRES(m) stolbcy matricy Y_k mogut bolee ne ØvlØt~sØ ortonormirovannym bazisom podprostranstva Krylova. Takim obrazom, standartnaØ teoriØ shodimosti metoda GMRES(k), osnovannaØ na analize asimptotiqeskih svoæstv

NOVYE ALGORITMY TIPA GMRES(K) 205 matriqnyh mnogoqlenov [1], voobwe govorØ, ne primenima v rassmatrivaemom nami sluqae. Odnako, blagodarØ zameqatel~nym svoæstvam QR formy matriqnyh otnoxeniæ, udaetsØ vse ße postroit~ teori¸ shodimosti algoritma SOFGMRES(m) v obwem sluqae nesimmetriqnyh neznakoopredelennyh nevyroßdennyh matric kofffficientov. �ta teoriØ osnovana na dvuh soderßatel~nyh utverßdeniØh:

– ob usloviØh monotonnogo padeniØ normy nevØzki na vnutrennem cikle algoritma SOFGMRES(m) pri postroenii rasxirennyh matriqnyh sootnoxeniæ;

– o skorosti padeniØ normy nevØzki na vnutrennem cikle algoritma SOFGMRES(m) v zavisimosti ot svoæstv spektral~- noæ/singulØrnoæ harakterizacii podprostranstva Span (Y_k) iz naqal~nyh matriqnyh sootnoxeniæ.

PredlagaemaØ teoriØ shodimosti ne ØvlØetsØ asimptotiqeskoæ i Øvno uqityvaet svoæstva konkretnoæ pravoæ qasti. Bolee togo, postroennaØ teoriØ shodimosti algoritma SOFGMRES(m) ØvlØetsØ konstruktivnoæ v tom smysle, qto poluqennye ocenki skorosti padeniØ normy nevØzki udaetsØ ispol~zovat~ v Razdele 5 dlØ postroeniØ kvazioptimal~nyh procedur fil~tracii rasxirennyh matriqnyh sootnoxeniæ.

Izloßenie teorii shodimosti postroeno sledu¸wim obrazom. Snaqala v Razdele 4.1 ustanavliva¸tsØ usloviØ otsutstviØ obryva vnutrennih iteraciæ algoritma SOFGMRES(m) pri postroenii rasxirennyh matriqnyh sootnoxeniæ, a takße obsußdaetsØ procedura vozmoßnogo ustraneniØ obryva. Zatem dokazyvaetsØ teorema 4.1 o poxagovom monotonnom padenii normy nevØzki na vnutrennih iteraciØh. Zatem v Razdele 4.2 vvoditsØ v rassmotrenie spektral~naØ/singulØrnaØ harakterizaciØ podprostranstva Span (Y_k) iz naqal~nyh matriqnyh sootnoxeniæ. V teoreme 4.2 poluqena ocenka skorosti shodimosti vnutrennih iteraciæ algoritma SOFGMRES(m) v terminah fftoæ spektral~- noæ/singulØrnoæ harakterizacii.

4.1. Obryv i monotonnoe padenie normy nevØzki na vnutrennih iteraciØh algoritma SOFGMRES(m)

Dokaßem snaqala neskol~ko vspomogatel~nyh utverßdeniæ. Rassmotrim svoæstva vektora tekuweæ nevØzki na vnutrennih iteraciØh algoritma SOFGMRES(m). DlØ fftogo zapixem ma-

206 S. A. HARQENKO, A. ı. EREMIN triqnoe sootnoxenie AY_{k+i−1} = P_{k+i}H_{k+i−1} na i-toæ iteracii vnutrennego cikla algoritma SOFGMRES(m) v QR-forme AY_{k+i−1} = W_{k+i−1}R_{k+i−1}. (4.1) Utverßdenie 4.1. Imeet mesto sledu¸wee sootnoxenie orto-

gonal~nosti r_{k+i−1} ⊥ Span (W_{k+i−1}). (4.2)

Dokazatel~stvo. Pust~ rk+i−1 ⊥̸ Span (Wk+i−1). Poskol~ku

W_{k+i−1} ØvlØetsØ matriceæ s ortonormirovannymi stolbcami, ffto oznaqaet, qto suwestvuet predstavlenie r_{k+i−1} = r^I_{k+i−1} + r^{II}_{k+i−1}, (4.3) gde r^I_{k+i−1} ∈ Span (W_{k+i−1}), r^{II}_{k+i−1} ⊥ Span (W_{k+i−1}), ‖ r^I_{k+i−1} ‖ ≠ 0, r^I_{k+i−1} ⊥ r^{II}_{k+i−1}. (4.4) Po opredeleni¸ r_{k+i−1} = b − Ax_{k+i−1} dlØ x_{k+i−1}, vyqislennogo po formule (3.10). Oboznaqim △x = Y_{k+i−1}R^{−1}_{k+i−1}W^T_{k+i−1}r_{k+i−1}. DlØ vektora ~x_{k+i−1} = x_{k+i−1} + △x imeem ~r_{k+i−1} = b − A~x_{k+i−1} = r_{k+i−1} − A△x = = r_{k+i−1} − W_{k+i−1}W^T_{k+i−1}r_{k+i−1} = r^{II}_{k+i−1}. No v silu (4.3) i (4.4) poluqaem, qto ‖~r_{k+i−1}‖ < ‖r_{k+i−1}‖, t.e. esli r_{k+i−1} ⊥̸ Span (W_{k+i−1}), to sootvetstvu¸wiæ vektor z_{k+i−1} ne ØvlØetsØ rexeniem zadaqi minimizacii (3.8). � Teper~ ustanovim svØz~ meßdu algoritmami GMRES i SOFGM- RES(m) v sluqae, kogda naqal~nye matriqnye sootnoxeniØ (2.4) poluqeny s pomow~¸ vypolneniØ klassiqeskih iteraciæ Arnol~di.

NOVYE ALGORITMY TIPA GMRES(K) 207

Utverßdenie 4.2. Pust~ naqal~nye matriqnye sootnoxeniØ

(2.4) poluqeny v rezul~tate vypolneniØ k iteraciæ algoritma Arnol~di s matriceæ A i naqal~nym vektorom b/‖b‖. Pust~ na iteraciØh vnutrennego cikla algoritma SOFGMRES(m) ime¸t mesto neravenstva g_{k+i,k+i} ≠ 0, i = 1, . . ., m. (4.5) Togda poluqennye posle m iteraciæ vnutrennego cikla algoritma SOFGMRES(m) rasxirennye matriqnye sootnoxeniØ (3.12) ØvlØ¸tsØ matriqnymi sootnoxeniØmi (2.2) algoritma Arnol~- di posle k + m iteraciæ. Pri fftom Y_{k+m} = P_{k+m}.

Dokazatel~stvo. Dostatoqno pokazat~, qto v usloviØh utver-

ßdeniØ 4.2 ime¸t mesto ravenstva y_i = p_i, i = 1, . . ., k + m. (4.6) DlØ pervyh k indeksov ravenstva (4.6) ime¸t mesto po predpoloßeni¸. DlØ primeneniØ indukcii predpoloßim, qto ravenstva (4.6) vypolneny do indeksa k + i − 1 vkl¸qitel~no, i < m. Pokaßem, qto esli g_{k+i,k+i} ≠ 0, to imeet mesto ravenstvo p_{k+i} = y_{k+i}. Imeem sootnoxeniØ AY_{k+i−1} = P_{k+i}H_{k+i−1}, P_{k+i} = [Y_{k+i−1}, p_{k+i}], P^T_{k+i}P_{k+i} = I_{k+i}. (4.7)

VyqislØØ y_{k+i}, imeem (sm. formuly (3.11) i (4.7)): r_{k+i−1} = P_{k+i}t_{k+i−1} ≡ Y_{k+i−1}t^I_{k+i−1} + p_{k+i}t^{II}_{k+i−1}, gde t_{k+i−1} = [ t^I_{k+i−1} t^{II}_{k+i−1} ] , t^I_{k+i−1} ∈ R^{k+i−1}. S drugoæ storony, soglasno formule (3.3) poluqaem r_{k+i−1} = Y_{k+i−1} g_{1,k+i} . . g_{k+i−1,k+i} + yk+igk+i,k+i.

208 S. A. HARQENKO, A. ı. EREMIN Vektor y_{k+i} ortogonalen Span (Y_{k+i−1}) po opredeleni¸, vektor p_{k+i} ortogonalen Span (Y_{k+i−1}) po predpoloßeni¸ indukcii, pofftomu t^I_{k+i−1} = g_{1,k+i} . . g_{k+i−1,k+i} , sledovatel~no, p_{k+i}t^{II}_{k+i−1} = y_{k+i}g_{k+i,k+i}. No ‖p_{k+i}‖ = ‖y_{k+i}‖ = 1 i g_{k+i,k+i} ≠ 0, pofftomu vektory p_{k+i} i y_{k+i} kollinearny, a znaqit pomenØv pri neobhodimosti znak skalØrnogo mnoßitelØ g_{k+i,k+i} vsegda moßno dobit~sØ vypolneniØ ravenstva p_{k+i} = y_{k+i}. � Itak, esli vypolneny usloviØ utverßdeniØ 4.2, to rasxirennye matriqnye sootnoxeniØ (3.12) algoritma SOFGMRES(m) sovpada¸t s matriqnymi sootnoxeniØmi algoritma Arnol~di posle k + m iteraciæ. Esli fil~traciØ rasxirennyh matriqnyh sootnoxeniæ otsutstvuet (t.e. l = m, U_l = I_m) i esli na posledu¸wih iteraciØh vnutrennego cikla vnov~ vypolneny usloviØ (4.5), to naqal~nye, rasxirennye i otfil~trovannye matriqnye sootnoxeniØ algoritma SOFGMRES(m) moßno rassmatrivat~ kak matriqnye sootnoxeniØ algoritma Arnol~di. �to oznaqaet, qto pri vypolnenii vseh upomØnutyh vyxe usloviæ algoritmy GMRES i SOFGMRES(m) matematiqeski ffkvivalent- ny. Uslovie (4.5) utverßdeniØ 4.2 ØvlØetsØ suwestvennym i v obwem sluqae, kogda v naqal~nyh matriqnyh sootnoxeniØh ravenstvo Y_k = P_k ne imeet mesta. Deæstvitel~no, esli uslovie (4.5) ne vypolneno, to novyæ vektor napravleniØ y_{k+i} ne opredelen odnoznaqno, ego konkretnyæ vybor moßet opredelØt~sØ oxibkami okrugleniØ. Pri fftom posle tekuweæ vnutrenneæ iteracii moßet okazat~sØ, qto vybrannyæ vektor napravleniØ nastol~ko “ploh”, qto novaØ nevØzka sovpadaet s predyduweæ, i t.d.

Itak, esli g_{k+i,k+i} = 0 na nekotoroæ vnutrenneæ iteracii algoritma SOFGMRES(m), to v algoritme vozmoßno zaciklivanie. Neobhodimo podqerknut~, qto teoretiqeskaØ vozmoßnost~

NOVYE ALGORITMY TIPA GMRES(K) 209 zaciklivaniØ ØvlØetsØ otliqitel~noæ osobennost~¸ algoritma SOFGMRES(m) i svØzana tol~ko s tem, qto novyæ vektor napravleniØ vyqislØetsØ qerez QR razloßenie matricy, sostavlennoæ iz vektorov nevØzok.

Zameqanie 4.1. Na praktike pri vypolnenii qislennyh ffkspe-

rimentov avtory nikogda ne stalkivalis~ s podobnoæ situacieæ. Odnako dlØ zaverxeniØ teoretiqeskogo analiza niße my rassmatrivaem vozmoßnu¸ proceduru ustraneniØ zaciklivaniØ.

Opredelenie 4.1. Esli gk+i,k+i = 0 na i-toæ vnutrenneæ ite-

racii, to my budem govorit~, qto proizoxel obryv (breakdown) iteraciæ.

Imeet mesto sledu¸waØ harakterizaciØ obryva na vnutrennih iteraciØh v algoritme SOFGMRES(m).

Utverßdenie 4.3. Esli (Ar_{k+i−1}, r_{k+i−1}) ≠ 0, to obryv na i-toæ iteracii vnutrennego cikla nevozmoßen, t.e. g_{k+i,k+i} ≠ 0. (4.8) Bolee togo, esli na i-toæ iteracii vnutrennego cikla proizoxel obryv, to (Ar_{k+i−1}, r_{k+i−1}) = 0. Dokazatel~stvo. Iz utverßdeniØ 4.1 sleduet, qto rk+i−1 ⊥

Span (W_{k+i−1}). Iz ravenstva (4.1) poluqaem (AY_{k+i−1})^T r_{k+i−1} = R^T_{k+i−1}W^T_{k+i−1}r_{k+i−1} = 0. Pust~ imeet mesto neravenstvo (Ar_{k+i−1}, r_{k+i−1}) ≠ 0. No r_{k+i−1} = Y_{k+i−1} g_{1,k+i} . . g_{k+i−1,k+i} + yk+igk+i,k+i. Esli zdes~ g_{k+i,k+i} = 0, to (Ar_{k+i−1}, r_{k+i−1}) = g_{1,k+i} . . g_{k+i−1,k+i} , (AYk+i−1)^T rk+i−1 = 0,

210 S. A. HARQENKO, A. ı. EREMIN t.e., imeet mesto protivoreqie. S pomow~¸ analogiqnyh rassußdeniæ legko poluqaem vtoru¸ qast~ utverßdeniØ 4.3. � Utverßdenie 4.3 pozvolØet sformulirovat~ dostatoqnye usloviØ na matricu kofffficientov A i tekuwee podprostranstvo Span (Y_{k+i−1}), pri vypolnenii kotoryh obryv teoretiqeski nevozmoßen.

Sledstvie 4.1. Pust~ imeet mesto hotØ by odno iz dvuh nera-

venstv: λ_{min} ( A + A^T 2 ) > 0 (4.9) ili λ_{max} ( A + A^T 2 ) < 0, (4.10)

t.e. simmetriqnaØ qast~ matricy A ØvlØetsØ znakoopredelennoæ. Togda do teh por, poka r_{k+i−1} ≠ 0, obryv v algoritme SOFGM- RES(m) nevozmoßen.

Dokazatel~stvo. Pust~ rk+i−1 ≠ 0, t.e., polnaØ shodimost~ ne

dostignuta. Imeet mesto toßdestvo (Ar_{k+i−1}, r_{k+i−1}) = (( A + A^T 2 ) r_{k+i−1}, r_{k+i−1} ) . Esli teper~ vypolneno hotØ by odno (na samom dele ne bolee, qem odno) uslovie sledstviØ 4.1, to vypolneno uslovie utverßdeniØ 4.3, garantiru¸wee otsutstvie obryva. �

Sledstvie 4.2. Esli dlØ l¸bogo nenulevogo vektora w takogo,

qto w ⊥ Span (W_{k+i}�_{−1}), 1 ≤ i_∗ ≤ m, imeet mesto neravenstvo (Aw, w) > 0, to naqinaØ s iteracii s nomerom i_∗ i do teh por, poka r_{k+i−1} ≠ 0, obryv v algoritme SOFGMRES(m) nevozmoßen.

Esli dlØ l¸bogo nenulevogo vektora w takogo, qto w ⊥ Span (W_{k+i}�_{−1}), 1 ≤ i_∗ ≤ m, imeet mesto neravenstvo (Aw, w) < 0, to naqinaØ s iteracii s nomerom i_∗ i do teh por, poka r_{k+i−1} ≠ 0, obryv v algoritme SOFGMRES(m) nevozmoßen.

Dokazatel~stvo. Dokaßem pervu¸ qast~ sledstviØ 4.2, vtoraØ

qast~ dokazyvaetsØ analogiqno.

NOVYE ALGORITMY TIPA GMRES(K) 211 Iz utverßdeniØ 4.1 sleduet, qto r_{k+i−1} ⊥ Span (W_{k+i−1}). Esli r_{k+i−1} ≠ 0 i i ≥ i_∗, to r_{k+i−1} ⊥ Span (W_{k+i}�_{−1}), pofftomu, po uslovi¸ sledstviØ 4.2, (Ar_{k+i−1}, r_{k+i−1}) > 0. � Poskol~ku v algoritme SOFGMRES(m) neobhodimo na Step 5 i 7 ortogonalizovat~ stolbcy dvuh matric P_k i Y_k, predstavlØetsØ vaßnym issledovat~ smysl ravenstva h_{k+i+1,k+i+1} = 0 iz vtorogo processa ortogonalizacii, analogiqnogo ravenstvu g_{k+i,k+i} = 0 iz pervogo processa ortogonalizacii.

Utverßdenie 4.4. Pust~ imeet mesto ravenstvo

h_{k+i+1,k+i+1} = 0. (4.11)

Togda vektor x_{k+i}, poluqennyæ na sledu¸weæ iteracii vnutrennego cikla algoritma SOFGMRES(m), est~ rexenie.

Dokazatel~stvo. Iz usloviØ (4.11) sleduet ravenstvo

AY_{k+i} = P_{k+i}H̄_{k+i}, (4.12)

gde matrica H̄_{k+i} poluqena iz H_{k+i} otbrasyvaniem posledneæ nulevoæ stroki. Matricy Y_{k+i} i P_{k+i} – matricy s ortonormirovannymi stolbcami, matrica A nevyroßdena. Pofftomu, analogiqno dokazatel~stvu utverßdeniØ 2.1 i sledstviØ 2.1, moßno pokazat~, qto H̄_{k+i} – nevyroßdennaØ kvadratnaØ matrica. S drugoæ storony, po formule (3.11) r_{k+i−1} = P_{k+i}t_{k+i−1}. Pofftomu dlØ vektora ~x_{k+i} = Y_{k+i}(H̄_{k+i})^{−1}t_{k+i−1} imeet mesto ravenstvo A~x_{k+i} = P_{k+i}t_{k+i−1} = r_{k+i−1}, t.e. polnaØ shodimost~ dostignuta. �

Iz utverßdeniØ 4.4 sleduet, qto na vnutrennih iteraciØh obryv vo vtorom processe ortogonalizacii algoritma SOFGM- RES(m) nevozmoßen. Ravenstvo nul¸ sootvetstvu¸wego kofffficienta prosto oznaqaet, qto polnaØ shodimost~ dostignuta, i

212 S. A. HARQENKO, A. ı. EREMIN iteracionnyæ process v algoritme SOFGMRES(m) nado ostanovit~.

HotØ obryv vnutrennih iteraciæ i maloveroØten, voznikaet vopros o tom, qto moßno predprinØt~, esli obryv vse taki imeet mesto. V fftom sluqae neobhodimo provesti nekotorye drugie vyqisleniØ, kotorye izmenØt vektor nevØzki takim obrazom, qtoby ravenstvo (Ar_{k+i}, r_{k+i}) = 0 na sledu¸weæ iteracii uße ne imelo by mesta; posle fftogo moßno vernut~sØ k provedeni¸ vnutrennih iteraciæ algoritma SOFGMRES(m) v tom vide, kak ffto bylo opisano v predyduwem razdele. �tu proceduru budem nazyvat~ ustraneniem obryva v algoritme SOFGMRES(m).

Odnim iz prosteæxih sposobov ustraneniØ obryva ØvlØetsØ ispol~zovanie v vyqisleniØh operacii umnoßeniØ na matricu A^T . Opixem ffto podrobnee.

Pust~ na i-toæ iteracii proizoxel obryv, t.e. g_{k+i,k+i} = 0. VyqislØem ~r_{k+i−1} = A^T r_{k+i−1}. (4.13)

PredpolagaØ, qto r_{k+i−1} ≠ 0 poluqim ~r_{k+i−1} ≠ 0 v silu nevyroßdennosti A, ili ‖~r_{k+i−1}‖ ≠ 0. (4.14) Vmesto (3.3) naædem novyæ vektor napravleniØ y_{k+i} iz sootnoxeniØ ~r_{k+i−1} = [Y_{k+i−1}, y_{k+i}] ~g_{1,k+i} . . ~g_{k+i,k+i} , (4.15)

t.e., v QR razloßenie (3.2) vmesto vektora nevØzki r_{k+i−1} podstavlØetsØ vektor ~r_{k+i−1}.

Utverßdenie 4.5. Esli rk+i−1 ≠ 0, to ~g_{k+i,k+i} ≠ 0. (4.16) Bolee togo, dlØ nevØzki r_{k+i} na sledu¸weæ iteracii imeet mesto sootnoxenie r_{k+i} ≠ r_{k+i−1}. (4.17)

NOVYE ALGORITMY TIPA GMRES(K) 213

Dokazatel~stvo. Dokaßem neravenstvo (4.16). Esli ~gk+i,k+i = 0, to ~r_{k+i−1} = Y_{k+i−1} ~g_{1,k+i} . . ~g_{k+i−1,k+i} . (4.18)

Iz sootnoxeniæ (4.14) i (4.18) poluqaem 0 ≠ (~r_{k+i−1}, ~r_{k+i−1}) = (r_{k+i−1}, A~r_{k+i−1}) =

= rk+i−1, AYk+i−1 ~g_{1,k+i} . . ~g_{k+i−1,k+i} = 0, poslednee ravenstvo verno v silu ortogonal~nosti r_{k+i−1} ⊥ Span (W_{k+i−1}). Poluqili protivoreqie. Pofftomu ~g_{k+i,k+i} ≠ 0. �to oznaqaet, v qastnosti, qto dlØ tekuwego r_{k+i−1} vektor napravleniØ y_{k+i} po formule (4.15) opredelØetsØ odnoznaqno s toqnost~¸ do skalØrnogo mnoßitelØ. Dokaßem, qto dlØ postroennogo po formule (4.15) vektora napravleniØ y_{k+i} imeet mesto (4.17). DlØ fftogo dostatoqno pokazat~, qto (Ay_{k+i}, r_{k+i−1}) ≠ 0. No (Ay_{k+i}, r_{k+i−1}) = (y_{k+i}, ~r_{k+i−1}) = ~g_{k+i,k+i} ≠ 0. � Itak, esli vektor napravleniØ y_{k+i} vyqislØetsØ po formulam (4.13) i (4.15), to s toqnost~¸ do skalØrnogo mnoßitelØ on opredelen odnoznaqno i imeet mesto neravenstvo (4.17).

Teoretiqeski vozmoßna situaciØ, kogda dlØ novogo vektora nevØzki r_{k+i} snova imeet mesto ravenstvo (Ar_{k+i}, r_{k+i}) = 0, t.e., snova vozmoßen obryv. Inymi slovami, opisannaØ vyxe procedura moßet ustranit~ obryv, no ne garantiruet to, qto obryv vposledstvii ne proizoædet.

Teper~ my moßem dokazat~ sledu¸wu¸ ocenku monotonnogo padeniØ normy nevØzki na vnutrennih iteraciØh algoritma SOFGMRES(m).

Teorema 4.1. DlØ l¸boæ nevyroßdennoæ matricy A imeet me-

sto neravenstvo: ‖r_{k+i}‖ ≤ ‖r_{k+i−1}‖ √ 1 − θ^2_{k+i−1}ψ^2_{k+i−1} , (4.19)

214 S. A. HARQENKO, A. ı. EREMIN gde θ_{k+i−1} = |(Ar_{k+i−1}, r_{k+i−1})| ‖r_{k+i−1}‖^2 , ψ_{k+i−1} = ||{R_{k+i}}_{∗,k+i}||^{−1}, (4.20)

priqem θ_{k+i−1}ψ_{k+i−1} ≤ 1. (4.21)

Dokazatel~stvo. V sluqae, kogda imeet mesto obryv neraven-

stvo (4.19) perehodit, v silu θ_{k+i−1} = 0, v oqevidnoe neravenstvo ||r_{k+i}|| ≤ ||r_{k+i−1}||. Pofftomu, kogda imeet mesto obryv v algoritme SOFGMRES(m), neravenstva (4.19) i (4.21) vypolneny.

Rassmotrim teper~ sluqaæ, kogda obryv otsutstvuet. Iz utverßdeniØ 4.1 sledu¸t sootnoxeniØ r_{k+i−1} ⊥ Span (W_{k+i−1}), r_{k+i} ⊥ Span (W_{k+i}). (4.22) S drugoæ storony, r_{k+i−1} = b − Ax_{k+i−1} = b − AY_{k+i−1}z_{k+i−1} = = b − W_{k+i−1}R_{k+i−1}z_{k+i−1} = b − W_{k+i−1}~z_{k+i−1}, (4.23) gde ~z_{k+i−1} = R_{k+i−1}z_{k+i−1}. Analogiqno r_{k+i} = b − W_{k+i}~z_{k+i}. (4.24) PrinimaØ vo vnimanie ravenstvo W_{k+i} = [W_{k+i−1}, w_{k+i}], (4.25) i uqityvaØ, qto W_{k+i} ØvlØetsØ matriceæ s ortonormirovannymi stolbcami, iz sootnoxeniæ (4.22), (4.23) i (4.24) poluqaem ravenstvo r_{k+i} = r_{k+i−1} − w_{k+i}w^T_{k+i}r_{k+i−1}. (4.26) Po teoreme Pifagora ‖r_{k+i−1}‖^2 = ‖r_{k+i}‖^2 + |w^T_{k+i}r_{k+i−1}|^2. (4.27)

NOVYE ALGORITMY TIPA GMRES(K) 215 Ocenim snizu |w^T_{k+i}r_{k+i−1}|. DlØ fftogo zametim, qto {R_{k+i}}_{k+i,k+i} ≠ 0 kak diagonal~nyæ fflement nevyroßdennoæ treugol~noæ matricy. Dalee, vyrazim vektor w_{k+i} iz sootnoxeniØ Ay_{k+i} = W_{k+i}{R_{k+i}}_{∗,k+i}, poluqim formulu

w_{k+i} = Ay_{k+i} −^{k+i−1} ∑ j=1 w_j {R_{k+i}}_{j,k+i} {R_{k+i}}_{k+i,k+i} . UqityvaØ ortogonal~nost~ vektora nevØzki r_{k+i−1} vektoram w_j, j = 1, . . . , k + i − 1, poluqim neravenstva |w^T_{k+i}r_{k+i−1}| = |(Ay_{k+i}, r_{k+i−1})| |{R_{k+i}}_{k+i,k+i}| ≥ |(Ay_{k+i}, r_{k+i−1})| ψ_{k+i−1}. (4.28) Poskol~ku po predpoloßeni¸ obryv otsutstvuet, imeem neravenstvo g_{k+i,k+i} ≠ 0. Vyrazim iz ravenstva (3.3) vektor y_{k+i} qerez r_{k+i−1}:

y_{k+i} = r_{k+i−1} − Y_{k+i−1} g_{1,k+i} . . g_{k+i−1,k+i} g_{k+i,k+i} . UqityvaØ sootnoxeniØ |g_{k+i,k+i}| ≤ ‖r_{k+i−1}‖ i (AY_{k+i−1})^T r_{k+i−1} = R^T_{k+i−1}W^T_{k+i−1}r_{k+i−1} = 0 poluqaem, qto |(Ay_{k+i}, r_{k+i−1})| = |(Ar_{k+i−1}, r_{k+i−1})| |g_{k+i,k+i}| ≥

≥ |(Ar_{k+i−1}, r_{k+i−1})| ‖r_{k+i−1}‖ = θ_{k+i−1}‖r_{k+i−1}‖,

216 S. A. HARQENKO, A. ı. EREMIN t.e., |w^T_{k+i}r_{k+i−1}| ≥ θ_{k+i−1}ψ_{k+i−1}‖r_{k+i−1}‖. (4.29) PodstavlØØ (4.29) v (4.27), poluqaem neravenstvo (4.19) teore- my. Neravenstvo (4.21) takße sleduet iz sootnoxeniæ (4.27) i (4.29), poskol~ku esli imeet mesto neravenstvo θ_{k+i−1}ψ_{k+i−1} > 1, to iz (4.27) i (4.29) sleduet neravenstvo ||r_{k+i}|| < 0, qego byt~ ne moßet. �

Utverßdenie teoremy 4.1 predstavlØet soboæ poxagovu¸ ocenku skorosti shodimosti qerez predyduwu¸ nevØzku. Iz fftogo utverßdeniØ, v qastnosti, sleduet, qto esli na tekuweæ vnutrenneæ iteracii (Ar_{k+i−1}, r_{k+i−1}) ≠ 0, t.e., obryv zavedomo otsutstvuet, to norma nevØzki strogo ubyvaet.

4.2. Spektral~naØ/singulØrnaØ harakterizaciØ naqal~nyh matriqnyh sootnoxeniæ i ocenka skorosti shodimosti vnutrennih iteraciæ algoritma SOFGMRES(m)

PoluqennaØ ocenka teoremy 4.1 po suti ne moßet byt~ ispol~zovana dlØ optimizacii skorosti shodimosti i postroeniØ ffffektivnyh procedur fil~tracii rasxirennyh matriqnyh sootnoxeniæ. Odnako zameqatel~nye svoæstva QR formy matriqnyh sootnoxeniæ pozvolØ¸t poluqit~ iz nee ocenku skorosti shodimosti algoritma SOFGMRES(m) v terminah spektral~- noæ/singulØrnoæ harakterizacii naqal~nyh matriqnyh sootnoxeniæ. DlØ fftogo vvedem snaqala nekotorye oboznaqeniØ.

Pust~ Y_k – matrica s ortonormirovannymi stolbcami, W_k – matrica s ortonormirovannymi stolbcami iz ravenstva (2.8) i k < N . Oboznaqim

Θ_A(Y_k) = min

w⊥Span (W_k) ||w||≠0 |(Aw, w)| ‖w‖^2 , (4.30)

Ψ^{−1}_A (Y_k) = max

y⊥Span (Y_k) ||y||≠0 ‖Ay‖ ‖y‖ . (4.31)

NOVYE ALGORITMY TIPA GMRES(K) 217 V silu usloviØ k < N mnoßestva nenulevyh vektorov w ⊥ Span (W_k) i y ⊥ Span (Y_k) nepusty, pofftomu v silu nevyroßden-

nosti matricy A, odnorodnosti funkciæ |(Aw, w)| ‖w‖^2 i ‖Ay‖ ‖y‖ i ne-

preryvnosti funkciæ |(Aw, w)| i ||Ay|| veliqiny Θ_A(Y_k) i Ψ_A(Y_k) opredeleny, koneqny i dostißimy na sootvetstvu¸wih vektorah w_∗ i y_∗ sootvetstvenno.

Utverßdenie 4.6. Funkcii ΘA i ΨA ØvlØ¸tsØ monotonnymi

funkciØmi podprostranstva Span (Y_k), a imenno, esli k+i−1 < N , to ime¸t mesto sootnoxeniØ

Θ_A([Y_k, y_{k+1}, . . . , y_{k+i−1}]) ≥ Θ_A(Y_k),

Ψ_A([Y_k, y_{k+1}, . . . , y_{k+i−1}]) ≥ Ψ_A(Y_k),

gde y_{k+1}, . . ., y_{k+i−1} – nekotorye vektory napravleniØ takie, qto [Y_k, y_{k+1}, . . . , y_{k+i−1}] ØvlØetsØ matriceæ s ortonormirovannymi stolbcami.

Dokazatel~stvo. Utverßdenie sleduet iz vkl¸qeniæ

Span (W^⊥_{k+i−1}) ⊂ Span (W^⊥_k ) i Span (Y^⊥_{k+i−1}) ⊂ Span (Y^⊥_k ) i iz opredeleniæ funkciæ min i max po zadannomu nepustomu mnoßestvu. �

Oboznaqim μ_A(Y_k) = Θ_A(Y_k)Ψ_A(Y_k). (4.32)

Utverßdenie 4.7. Ime¸t mesto neravenstva

0 ≤ μ_A(Y_k) ≤ 1.

Dokazatel~stvo. Levoe neravenstvo utverßdeniØ 4.7 sleduet iz

opredeleniØ μ_A(Y_k). Dokaßem pravoe neravenstvo.

Pust~ Y^⊥_k i W^⊥_k – dopolneniØ Y_k i W_k sootvetstvenno do ortonormirovannyh bazisov v R^N. V silu usloviØ k < N vypolneny neravenstva dim(Span (Y^⊥_k )) ≠ 0 i dim(Span (W^⊥_k )) ≠ 0. DlØ nekotoryh matric R^I_k i R^{II}_k sootvetstvu¸wih razmernosteæ imeet mesto ravenstvo A [ Y_k, Y^⊥_k ] = [ W_k, W^⊥_k ] [ R_k R^I_k 0 R^{II}_k ] . (4.33)

218 S. A. HARQENKO, A. ı. EREMIN Imeem sootnoxeniØ

Ψ^{−1}_A (Y_k) = max

y⊥Span (Y_k) ||y||≠0 ‖Ay‖ ‖y‖ = max ‖ϕ‖≠0 ‖AY^⊥_k ϕ‖ ‖Y^⊥_k ϕ‖ = ‖ ‖ ‖ ‖ [ R^I_k R^{II}_k ]‖ ‖ ‖ , t.e.,

Ψ_A(Y_k) = ‖ ‖ ‖ ‖ [ R^I_k R^{II}_k ]‖ ‖ ‖ −1 . (4.34)

V silu ortogonal~nosti matric [ Y_k, Y^⊥_k ] i [ W_k, W^⊥_k ] ravenstvo (4.33) moßno perepisat~ v vide A^T [ W_k, W^⊥_k ] = [ Y_k, Y^⊥_k ] [ R^T_k 0 (R^I_k)^T (R^{II}_k )^T ] . (4.35)

Teper~

Θ_A(Y_k) = min w ⊥ Span (W_k) ||w|| ≠ 0 |(Aw, w)| ‖w‖^2 = min_{‖ϕ‖≠0} |(AW^⊥_k ϕ, W^⊥_k ϕ)| ‖W^⊥_k ϕ‖^2 =

= min_{‖ϕ‖≠0} |(W^⊥_k ϕ, A^T W^⊥_k ϕ)| ‖ϕ‖^2 = min_{‖ϕ‖≠0}

|(W^⊥_k ϕ, Y^⊥_k (R^{II}_k )^T ϕ)| ‖ϕ‖^2 ≤ ‖R^{II}_k ‖, t.e., Θ_A(Y_k) ≤ ‖R^{II}_k ‖. (4.36)

Ob¨edinØØ (4.34) i (4.36) poluqaem trebuemoe utverßdenie. �

Zameqanie 4.2. Netrudno pokazat~ (sm. takße Razdel 5), qto

funkciØ Θ_A iz opredeleniØ (4.30) ravna libo 0, libo modul¸ mladxego po absol¸tnoæ veliqine znaqeniØ Ritca simmetriqnoæ qasti matricy A na podprostranstve, ortogonal~nom k Span (W_k). Analogiqno, funkciØ Ψ_A iz opredeleniØ (4.31) moßet byt~ vyqislena kak qislo, obratnoe k starxemu singulØrnomu znaqeni¸ matricy A na podprostranstve, ortogonal~nom k Span (Y_k). Pofftomu funkciØ μ_A iz opredeleniØ (4.32) predstavlØet soboæ nekotoru¸ monotonnu¸ spektral~nu¸/singulØrnu¸ harakteristiku podprostranstva Span (Y_k), kotoraØ, v silu neravenstv utverßdeniØ 4.7, moßet rassmatrivat~sØ kak nekotoroe “obobwennoe obratnoe qislo obuslovlennosti” matricy A na podprostranstve, ortogonal~nom v smysle opredeleniæ (4.30)

NOVYE ALGORITMY TIPA GMRES(K) 219 i (4.31) k Span (Y_k). Termin “obobwennoe obratnoe qislo obuslovlennosti” zdes~ umesten, poskol~ku esli podprostranstvo Span (Y_k) pusto, a matrica A simmetriqna i poloßitel~no opredelena, to μ_A est~ obratnoe qislo obuslovlennosti matricy A v obyqnom smysle.

Teper~ my moßem ocenit~ veliqiny θ_{k+i−1} i ψ_{k+i−1} iz teoremy 4.1 v terminah funkciæ Θ_A(Y_k), Ψ_A(Y_k) i μ_A(Y_k).

Teorema 4.2. Pust~ rk+i−1 ≠ 0 i k + i − 1 < N . Ime¸t mesto

neravenstva

θ_{k+i−1} ≥ Θ_A([Y_k, y_{k+1}, . . . , y_{k+i−1}]) ≥ Θ_A(Y_k),

ψ_{k+i−1} ≥ Ψ_A([Y_k, y_{k+1}, . . . , y_{k+i−1}]) ≥ Ψ_A(Y_k), θ_{k+i−1}ψ_{k+i−1} ≥ μ_A([Y_k, y_{k+1}, . . . , y_{k+i−1}]) ≥ μ_A(Y_k), ‖r_{k+i}‖ ≤ ‖r_{k+i−1}‖ √ 1 − μ^2_A([Y_k, y_{k+1}, . . . , y_{k+i−1}]) ≤ ≤ ‖r_{k+i−1}‖ √ 1 − μ^2_A(Y_k). (4.37)

Dokazatel~stvo. Po opredeleni¸, θ_{k+i−1} = |(Ar_{k+i−1}, r_{k+i−1})| ‖r_{k+i−1}‖^2 , no imeet mesto uslovie ortogonal~nosti r_{k+i−1} ⊥ Span (W_{k+i−1}), i pofftomu θ_{k+i−1} ≥ Θ_A([Y_k, y_{k+1}, . . . , y_{k+i−1}]). Dalee, ψ_{k+i−1} = ‖{R_{k+i}}_{∗,k+i}‖^{−1} = ‖W_{k+i}{R_{k+i}}_{∗,k+i}‖^{−1} = = ‖Ay_{k+i}‖^{−1} = ‖y_{k+i}‖ ‖Ay_{k+i}‖ ≥ Ψ_A([Y_k, y_{k+1}, . . . , y_{k+i−1}]). Ostal~nye neravenstva teoremy neposredstvenno sledu¸t iz utverßdeniØ 4.6, iz opredeleniØ μ_A i iz ocenki teoremy 4.1. � Ocenka (4.37) teoremy 4.2 pokazyvaet, qto skorost~¸ shodimosti vnutrennih iteraciæ algoritma SOFGMRES(m) moßno upravlØt~ pri pomowi vybora naqal~nogo podprostranstva

220 S. A. HARQENKO, A. ı. EREMIN Span(Y_k). Pri fftom, qem bliße μ_A(Y_k) k 1, tem vyxe skorost~ shodimosti. V smysle veliqiny μ_A(Y_k) vybor naqal~nogo podprostranstva Span (Y_k) v algoritme SOFGMRES(m) moßno rassmatrivat~ kak vybor nekotorogo “pereobuslavlivatelØ”, uskorØ¸wego shodimost~ i oblada¸wego zameqatel~nym svoæstvom monotonnosti. Zametim takße, qto pri neudaqnom vybore Y_k v sluqae neznakoopredelennoæ A veliqina Θ_A(Y_k) moßet okazat~sØ nulevoæ, pofftomu imeet smysl vsegda rassmatrivat~ koneqnu¸ veliqinu μ_A(Y_k), a ne obratnu¸ k neæ, kotoraØ v fftom sluqae moßet prinimat~ v tom qisle i beskoneqnye znaqeniØ.

Iz ocenki (4.36) sleduet takße, qto kak tol~ko μ_A(Y_k) > 0 dlØ naqal~nogo Y_k, to na posledu¸wih vnutrennih iteraciØh algoritma SOFGMRES(m) garantiruetsØ kak minimum lineænaØ shodimost~. Bolee togo, ocenka (4.37) takße opisyvaet superlineænu¸ shodimost~ algoritma SOFGMRES(m). �to sleduet iz togo fakta, qto harakteristika μ_A([Y_k, y_{k+1}, . . ., y_{k+i−1}]) ne ubyvaet pri rasxirenii podprostranstva, i, v sootvetstvii s (4.37), ee skaqkoobraznoe uveliqenie pri dobavlenii tekuwego vektora napravleniØ garantiruet bolee bystru¸ shodimost~ na posledu¸wih vnutrennih iteraciØh.

5. Fil~traciØ rasxirennyh matriqnyh sootnoxeniæ

Kak uße otmeqalos~ vyxe, osnovnaØ ideØ algoritma SOFGM- RES(m) sostoit v tom, qtoby organizovat~ fil~traci¸ rasxirennyh matriqnyh sootnoxeniæ (3.12) takim obrazom, qtoby ot restarta k restartu v naqal~nyh matriqnyh sootnoxeniØh odnovremenno ffffektivno nakaplivalas~ informaciØ ob utoqnennom priblißenii k rexeni¸, a takße nekotoraØ spektral~- naØ/singulØrnaØ informaciØ, pozvolØ¸waØ podderßivat~ vysoku¸ skorost~ shodimosti, sravnimu¸ so skorost~¸ shodimosti algoritma GMRES bez restartov. Inymi slovami, neobhodimo ostavlØt~ v Y_k tol~ko te napravleniØ, kotorye pozvolØ¸t sohranit~ vysoku¸ skorost~ shodimosti vnutrennih iteraciæ, izmerØemu¸ v terminah ocenki skorosti shodimosti iz teoremy 4.2.

Pust~ posle m vnutrennih iteraciæ algoritma SOFGM- RES(m) postroeny rasxirennye matriqnye sootnoxeniØ (3.12). Opixem snaqala algebraiqesku¸ proceduru sohraneniØ qasti napravleniæ iz Y_{k+m} pri restarte.

Pust~ vybrano celoe qislo l, 1 ≤ l ≤ m, i matrica s l orto-

NOVYE ALGORITMY TIPA GMRES(K) 221 normirovannymi stolbcami U_l , U_l ∈ R^{m×l}, U^T_l U_l = I_l. VyqislØem [y_{k+1}, . . ., y_{k+m}] U_l = [~y_{k+1}, . . ., ~y_{k+l}]. (5.1) Legko videt~, qto dlØ postroennyh takim obrazom vektorov ~y_{k+j} , j = 1, . . ., l, ime¸t mesto sootnoxeniØ ortogonal~nosti Y^T_k ~y_{k+j} = 0, j = 1, . . . , l. Bolee togo, esli oboznaqit~ ~Y_{k+l} = [Y_k, ~y_{k+1}, . . . ~y_{k+l}], (5.2) to imeet mesto ravenstvo ~Y^T_{k+l} ~Y_{k+l} = I_{k+l}. (5.3)

Dostroim tekuwie naqal~nye matriqnye sootnoxeniØ (2.4) do matriqnyh sootnoxeniæ A ~Y_{k+l} = ~P_{k+l+1} ~H_{k+l}, ~Y^T_{k+l} ~Y_{k+l} = I_{k+l}, ~P^T_{k+l+1} ~P_{k+l+1} = I_{k+l+1}, b = ~P_{k+l+1} [ γ_{k+1} 0 ] , (5.4)

s matriceæ ~Y_{k+l}, zdes~ ~Y_{k+l} ∈ R^{N×(k+l)}, ~P_{k+l+1} ∈ R^{N×(k+l+1)}, ~H_{k+l} ∈ R^{(k+l+1)×(k+l)} – verhnØØ hessenbergova i [ γ_{k+1} 0 ] ∈ R^{k+l+1}.

DlØ fftogo, v tom qisle, neobhodimo vyqislit~ vektory A~y_{k+j} , j = 1, . . ., l. Suwestvuet dva sposoba vyqisleniØ fftih vektorov: (A) Øvnoe umnoßenie ~y_{k+j} na A, j = 1, . . ., l;

(B) vyqislenie vektorov A~y_{k+j} ishodØ iz neotfil~trovannyh sootnoxeniæ (3.12) bez novyh umnoßeniæ na matricu A.

Na praktike vybor konkretnogo sposoba budet zaviset~ ot veliqiny zatrat na umnoßenie na matricu A. Pervyæ sposob oqeviden, pofftomu v fftoæ rabote my podrobno rassmotrim tol~ko vtoroæ sposob.

Po postroeni¸ ime¸t mesto ravenstva ~y_{k+j} = [y_{k+1}, . . . , y_{k+m}] {U_l}_{∗,j}, j = 1, . . . , l.

222 S. A. HARQENKO, A. ı. EREMIN No iz sootnoxeniæ (3.12) sleduet, qto Ay_{k+i} = P_{k+m+1}{H_{k+m}}_{∗,k+i}, i = 1, . . . , m, pofftomu A~y_{k+j} = A[y_{k+1}, . . . , y_{k+m}]{U_l}_{∗,j} = = P_{k+m+1}[{H_{k+m}}_{∗,k+1}, . . . , {H_{k+m}}_{∗,k+m}]{U_l}_{∗,j} = P_{k+m+1}~h_j , gde vvedeny oboznaqeniØ ~h_j = [{H_{k+m}}_{∗,k+1}, . . . , {H_{k+m}}_{∗,k+m}]{U_l}_{∗,j}, j = 1, . . . , l. Ispol~zovanie opisannogo vyxe sposoba vyqisleniØ vektorov A~y_{k+j} , j = 1, . . ., l, ishodØ iz neotfil~trovannyh sootnoxeniæ (3.12) bez novyh umnoßeniæ na matricu A, pozvolØet rassmatrivat~ zatraty na fil~traci¸ rasxirennyh matriqnyh sootnoxeniæ kak qisto shemnye (t.e., polnye zatraty iteracionnogo fftapa vyqisleniæ za iskl¸qeniem zatrat na umnoßenie na matricu A) zatraty algoritma SOFGMRES(m). Bolee togo, vo mnogih sluqaØh, naprimer, kogda v matrice kofffficientov i v pereobuslavlivatele dostatoqno mnogo fflementov v stroke, pri takom sposobe vyqisleniØ vektorov A~y_{k+j} , j = 1, . . . , l, sootvetstvu¸- wie arifmetiqeskie zatraty mogut byt~ znaqitel~no men~xe, qem v sluqae Øvnyh umnoßeniæ na (pereobuslovlennu¸) matricu kofffficientov.

Konkretnyæ vybor qisla l i matricy s ortonormirovannymi stolbcami U_l zavisit ot teh celeæ, kotorye stavØtsØ pri sohranenii qasti informacii pri restarte. Odnako v l¸bom sluqae predstavlØetsØ neobhodimym:

(1) obespeqit~ monotonnost~ padeniØ normy nevØzki pri restartah; sootvetstvu¸wiæ vybor qisla l i matricy U_l opisan v Razdele 5.1;

(2) dobit~sØ maksimal~nogo sohraneniØ svoæstv shodimosti algoritma SOFGMRES(m) pri restarte. V bol~xinstve sluqaev dlØ (pereobuslovlennoæ) matricy A moßno oßidat~, qto imeet mesto klasterizaciØ vokrug 1 bol~xeæ qasti sobstvennyh qisel simmetriqnoæ qasti matricy A, a takße klasterizaciØ vokrug 1 bol~xeæ qasti singulØrnyh qisel matricy A. �to znaqit, qto dlØ maksimal~nogo sohraneniØ svoæstv shodimosti algoritma pri restartah v

NOVYE ALGORITMY TIPA GMRES(K) 223 otfil~trovannyh matriqnyh sootnoxeniØh nado ostavit~ informaci¸ ob otricatel~nyh sobstvennyh znaqeniØh i blizkih k nul¸ otdelennyh mladxih sobstvennyh znaqeniØh simmetriqnoæ qasti matricy, a takße informaci¸ ob otdelennyh starxih singulØrnyh znaqeniØh matricy; podhodØwie dlØ fftoæ celi procedury fil~tracii opisany niße v Razdele 5.2;

(3) predloßit~ sposob sostavleniØ iz neskol~kih matric U_l s ortonormirovannymi stolbcami odnoæ fil~tru¸weæ matricy s ortonormirovannymi stolbcami dlØ togo, qtoby obespeqit~ odnovremenno i monotonnost~ padeniØ normy nevØzki pri restartah, i sohranenie spektral~noæ/singulØrnoæ informacii dlØ podderßaniØ vysokoæ skorosti shodimosti; procedura fil~tracii v fftom sluqae opisana v Razdele 5.3;

(4) poskol~ku parametr m neobhodimo vybirat~ nebol~xim, imeet smysl predusmotret~ vozmoßnost~ tak nazyvaemoæ dvoænoæ fil~tracii, kogda posle neskol~kih restartov proizvoditsØ postfil~traciØ qasti sohranennyh v Y_k napravleniæ; podobnyæ sposob fil~tracii opisan v Razdele 5.4.

5.1. Obespeqenie monotonnosti padeniØ normy nevØzki pri restartah

Pust~ z_{k+m} ØvlØetsØ rexeniem lokal~noæ zadaqi minimizacii (3.8), poluqennym posle okonqaniØ tekuwego cikla vnutrennih iteraciæ algoritma SOFGMRES(m). Vybiraem l = 1, u = {z_{k+m}}_{k+1} . . {z_{k+m}}_{k+m} , U1 = u ‖u‖ . (5.5)

Togda x_{k+m} = Y_{k+m}z_{k+m} = ~Y_{k+l} {z_{k+m}}_1 . . {z_{k+m}}_k ||u|| , pofftomu tekuwee priblißenie k rexeni¸ x_{k+m} soderßitsØ v Span ( ~Y_{k+l}). �to garantiruet monotonnost~ padeniØ normy nevØzki pri restarte algoritma SOFGMRES(m) potomu, naprimer,

224 S. A. HARQENKO, A. ı. EREMIN qto na posledu¸wih vnutrennih iteraciØh SOFGMRES(m) daße bez dopolnitel~noæ optimizacii dlØ vektora

~x_{k+l+i} = ~Y_{k+l+i} {z_{k+m}}_1 . . {z_{k+m}}_k ||u|| 0 norma sootvetstvu¸wego vektora nevØzki ~r_{k+l+i} = b−A~x_{k+l+i} uße ravna norme nevØzki neposredstvenno pered restartom.

Zametim takße, qto vektor u iz (5.5) soderßit tol~ko m poslednih komponent vektora z_{k+m}, ostal~nye komponenty vektora z_{k+m} ne uqastvu¸t v vyqisleniØh, svØzannyh s obespeqeniem monotonnosti nevØzki pri restartah. Vektor z_{k+m} est~ rexenie sistemy R_{k+m}z_{k+m} = d_{k+m} s verhneæ treugol~noæ matriceæ R_{k+m}. Pofftomu dlØ vyqisleniØ poslednih m komponent vektora z_{k+m} dostatoqno ispol~zovat~ tol~ko poslednie m strok verhneæ treugol~noæ matricy R_{k+m}. Zdes~ vektor d_{k+m} sostoit iz pervyh k + m komponent vektora Q^T_{k+m} [ γ_{k+1} 0 ] . 5.2. Qastiqnoe sohranenie spektral~noæ/singulØrnoæ informacii pri restarte

Posmotrim teper~, kakie napravleniØ iz sootnoxeniæ (3.12) neobhodimo ostavit~ dlØ togo, qtoby fil~traciØ ne privodila k znaqitel~noæ potere skorosti shodimosti na posledu¸wih vnutrennih iteraciØh algoritma SOFGMRES(m). V sootvetstvii s teorieæ shodimosti, izloßennoæ v Razdele 4, dlØ fftogo neobhodimo, qtoby imelo mesto priblißennoe ravenstvo μ_A(Y_{k+m}) ≈ μ_A( ~Y_{k+l}). Poisk optimal~noæ matricy U_l dlØ obespeqeniØ fftogo priblißennogo ravenstva ØvlØetsØ slixkom sloßnoæ zadaqeæ. Vmesto fftogo my budem iskat~ kvazioptimal~nu¸ matricu U_l . DlØ fftogo, uqityvaØ opredelenie (4.32) veliqiny μ_A, budem razdel~no dobivat~sØ vypolneniØ dvuh priblißennyh ravenstv

Θ_A(Y_{k+m}) ≈ Θ_A( ~Y_{k+l}) (5.6)

NOVYE ALGORITMY TIPA GMRES(K) 225 i Ψ_A(Y_{k+m}) ≈ Ψ_A( ~Y_{k+l}). (5.7)

Algebraiqeskiæ smysl priblißennogo ravenstva (5.6) v silu opredeleniØ (4.30) sostoit v sohranenii v otfil~trovannom podprostranstve napravleniæ, otveqa¸wih vsem nepoloßitel~nym i qasti blizkih k nul¸ vydelennyh poloßitel~nyh sobstvennyh znaqeniæ simmetriqnoæ qasti matricy. Analogiqno, algebraiqeskiæ smysl priblißennogo ravenstva (5.7) v silu opredeleniØ (4.31) sostoit v sohranenii v otfil~trovannom podprostranstve napravleniæ, otveqa¸wih vydelennym starxim singulØrnym znaqeniØm matricy. ImeØ v vidu to, qto veliqina μ_A(Y_k) moßet interpretirovat~sØ kak obobwennoe obratnoe qislo obuslovlennosti matricy na podprostranstve Span (Y_k), pofftomu sohranenie v sootnoxeniØh (5.4) stolbcov takih, qto ime¸t mesto sootnoxeniØ (5.6) i (5.7), moßno interpretirovat~ kak popytku sohraneniØ v otfil~trovannom podprostranstve napravleniæ, otveqa¸wih sootvetstvenno “mladxim” i “starxim” obobwennym sobstvennym znaqeniØm matricy na podprostranstve.

Rassmotrim snaqala (5.7). Pust~ {σ_j, v_j}, j = 1, . . . , m, sut~ pravye singulØrnye pary matricy ~R_m = [{R_{k+m}}_{∗,k+1}, . . . , {R_{k+m}}_{∗,k+m}] , uporØdoqennye v porØdke nevozrastaniØ. Poloßim veliqinu l, 0 ≤ l ≤ m, ravnoæ koliqestvu singulØrnyh qisel iz nabora {σ_j}, j = 1, . . . , m, kotorye bol~xe nekotorogo zadannogo qisla σ, σ > 1. Poloßim U_l = [v_1, . . . , v_l]. (5.8)

Legko pokazat~, qto esli k + m = N , to dlØ matricy ~Y_{k+l}, postroennoæ po (5.8), ime¸t mesto sootnoxeniØ

Ψ_A( ~Y_{k+l}) = σ^{−1}_{l+1} ≥ σ^{−1}. (5.9)

V sluqae k + m < N , ili daße k + m ≪ N , sootnoxeniØ (5.9) vypolneny lix~ priblißenno. Odnako, kak pokazyva¸t qislennye ffksperimenty, ffti sootnoxeniØ vypolnØ¸tsØ tem luqxe, qem sil~nee otdeleny v singulØrnom spektre {σ_j}, j = 1, . . . , m, starxie l singulØrnyh qisel ot ostal~nyh singulØrnyh qisel

226 S. A. HARQENKO, A. ı. EREMIN fftogo nabora. Zametim takße, qto analogom takogo sposoba sohraneniØ informacii pri restartah v algoritme GMRESE [4] i algoritmah s neØvnymi restartami [1, 5] ØvlØetsØ popytka sohranit~ informaci¸ o sobstvennyh vektorah matricy, sootvetstvu¸wih sil~no otdelennym starxim sobstvennym znaqeni- Øm. Podqerknem, qto pri podhodØwem vybore pereobuslavlivatelØ singulØrnye znaqeniØ matricy klasterizovany vokrug 1. Esli pri fftom starxie singulØrnye qisla ne sil~no otdeleny ot ostal~noæ qasti singulØrnogo spektra, to v takih sluqaØh net neobhodimosti ispol~zovat~ opisannyæ vyxe sposob qastiqnogo sohraneniØ singulØrnoæ informacii pri restartah.

Rassmotrim teper~ priblißennoe ravenstvo (5.6). Pokaßem preßde vsego kak moßno Øvno vyqislit~ veliqinu Θ_A(Y_k), k < N . Pust~ W^⊥_k – dopolnenie k W_k do ortonormirovannogo bazisa v

R^N. Oboznaqim_{T = (W ⊥k )T AT W ⊥k (5.10)}

i pust~

T_+ = T + T^T 2 (5.11)

– ffto simmetriqnaØ qast~ T . Pust~ {λ_j}, j = 1, . . . , N − k, – sobstvennye qisla simmetriqnoæ matricy T_+, uporØdoqennye v porØdke neubyvaniØ. Legko pokazat~, qto imeet mesto ravenstvo

Θ_A(Y_k) = λ_1, esli λ_1 > 0,

0, esli λ_1 ≤ 0 i λ_{N−k} ≥ 0, |λ_{N−k}|, esli λ_{N−k} < 0. (5.12)

Teper~ zapixem pervoe iz ravenstv (3.12) v QR forme: A[Y_k, y_{k+1}, . . . , y_{k+m}] = [W_k, w_{k+1}, . . . , w_{k+m}] [ R_k R^I_k 0 R^{II}_k ] . (5.13)

Esli pri fftom k + m = N , to, v silu ortogonal~nosti matric [Y_k, y_{k+1}, . . . , y_{k+m}] i [W_k, w_{k+1}, . . . , w_{k+m}], iz (5.13) sleduet ravenstvo A^T [W_k, w_{k+1}, . . . , w_{k+m}] = = [Y_k, y_{k+1}, . . . , y_{k+m}] [ R^T_k 0 (R^I_k)^T (R^{II}_k )^T ] , (5.14)

NOVYE ALGORITMY TIPA GMRES(K) 227 v qastnosti

A^T [w_{k+1}, . . . , w_{k+m}] = [y_{k+1}, . . . , y_{k+m}](R^{II}_k )^T . (5.15)

V sluqae k + m < N ravenstvo (5.15) uße ne imeet mesta, odnako my budem predpolagat~, qto imeet mesto priblißennoe ravenstvo

A^T [w_{k+1}, . . . , w_{k+m}] ≈ [y_{k+1}, . . . , y_{k+m}](R^{II}_k )^T . (5.16)

�to priblißennoe ravenstvo vypolneno tem toqnee, qem bystree ubyva¸t novye vnediagonal~nye fflementy matricy R^{II}_k pri uveliqenii qisla napravleniæ v ravenstve (5.13).

Ispol~zuØ priblißennoe ravenstvo (5.16), moßno ocenit~ Θ_A(Y_k). DlØ fftogo rassmotrim legko vyqislimu¸ matricu

T_m = [w_{k+1}, . . . , w_{k+m}]^T [y_{k+1}, . . . , y_{k+m}](R^{II}_k )^T . (5.17)

Iz priblißennogo ravenstva (5.16) sleduet sootnoxenie T_m ≈ [w_{k+1}, . . . , w_{k+m}]^T A^T [w_{k+1}, . . . , w_{k+m}], pofftomu (T_m)_+ ≡

T_m + T^T_m 2 ≈

≈ [w_{k+1}, . . . , w_{k+m}]^T A + A^T 2 [w_{k+1}, . . . , w_{k+m}]. (5.18)

S drugoæ storony, iz opredeleniØ (5.11) matricy T_+ sleduet ravenstvo T_+ = (W^⊥_k )^T A + A^T 2 W^⊥_k . (5.19)

Sravnim vyraßeniØ (5.18) i (5.19). Stolbcy matricy W^⊥_k po opredeleni¸ obrazu¸t dopolnenie k W_k do ortonormirovannogo bazisa v R^N. Pofftomu v kaqestve pervyh m stolbcov matricy W^⊥_k my moßem vybrat~ vektory w_{k+1}, . . ., w_{k+m}. No togda, uqityvaØ ravenstvo (W^⊥_k )^T W^⊥_k = I_{N−k}, iz vyraßeniæ (5.18) i (5.19) poluqaem, qto simmetriqnaØ matrica (T_m)_+ est~ priblißennaØ v smysle (5.16) GalerkinskaØ proekciØ simmetriqnoæ matricy T_+ na sootvetstvu¸wee podprostranstvo. Esli teper~ {λ^{(m)}_j , x^{(m)}_j },

228 S. A. HARQENKO, A. ı. EREMIN j = 1, . . ., m, – sobstvennye pary (T_m)_+, sobstvennye qisla kotoryh uporØdoqeny v porØdke neubyvaniØ, to imeet mesto priblißennoe ravenstvo

Θ_A(Y_k) ≈ λ^{(m)}_1 , esli λ^{(m)}_1 > 0,

0, esli λ^{(m)}_1 ≤ 0 i λ^{(m)}_m ≥ 0,

|λ^{(m)}_m |, esli λ^{(m)}_m < 0.

(5.20)

Bolee togo, sobstvennye pary matricy (T_m)_+ moßno ispol~zovat~ dlØ togo, qtoby vybrat~ te lineænye kombinacii napravleniæ y_{k+j}, j = 1, . . . , m, kotorye neobhodimo ostavit~ v otfil~- trovannyh sootnoxeniØh, qtoby pri fftom imelo mesto priblißennoe ravenstvo (5.6). Pokaßem, kak ffto moßno sdelat~.

Preßde vsego zametim, qto v opredelenii harakteristiki Θ_A(Y_k) uqityvaetsØ ortogonal~nost~ vektora w k podprostranstvu Span (W_k) obraza matricy A na podprostranstve Span (Y_k), a ne ortogonal~nost~ k Span (Y_k), kak ffto bylo v sluqae harakteristiki Ψ_A(Y_k). Pofftomu dlØ vypolneniØ priblißennogo usloviØ (5.6) neobhodimo takim obrazom vybrat~ lineænye kombinacii vektorov y_{k+j} , j = 1, . . . , m, qtoby podprostranstvo obrazov Ay_{k+j} , j = 1, . . . , m, posle umnoßeniØ na matricu kofffficientov soderßalo vse sootvetstvu¸wee lineænye kombinacii. Bolee toqno ffto moßno sformulirovat~ sledu¸wim obrazom.

DlØ zadannogo qisla λ, 0 < λ < 1, pust~ l, 0 ≤ l ≤ m, est~ koliqestvo sobstvennyh qisel iz nabora {λ^{(m)}_j }, j = 1, . . . , m, takih, qto λ^{(m)}_j < λ. Vyberem matricu s ortonormirovannymi stolbcami U_l tak, qtoby dlØ sootnoxeniæ (3.13) s otfil~trovannoæ matriceæ imelo by mesto vkl¸qenie

Span {[w_{k+1}, . . . , w_{k+m}][x^{(m)}_1 , . . . , x^{(m)}_l ]} ⊂ Span {~W_{k+l}}, (5.21)

gde x^{(m)}_1 , . . . , x^{(m)}_l – sootvetstvu¸wie sobstvennye vektory matricy (T_m)_+. Qtoby dobit~sØ vypolneniØ vkl¸qeniØ (5.21), vyqislim

Z_l = R^{−1}_{k+m} [ 0 x^{(m)}_1 , . . . , x^{(m)}_l ] . (5.22)

Imeem toßdestvo A[Y_k, y_{k+1}, . . . , y_{k+m}]Z_l = [w_{k+1}, . . . , w_{k+m}][x^{(m)}_1 , . . ., x^{(m)}_l ].

NOVYE ALGORITMY TIPA GMRES(K) 229 Esli teper~ oboznaqit~

Z_l = [ Z^I_l Z^{II}_l ] , Z^I_l ∈ R^{k×l}, Z^{II}_l ∈ R^{m×l}, (5.23) i vyqislit~ QR razloßenie matricy Z^{II}_l v vide

Z^{II}_l = U_l ~Z^{II}_l , (5.24)

poluqim, qto dlØ matricy U_l, vyqislennoæ po formulam (5.22), (5.23) i (5.24), i dlØ sootvetstvu¸wih sootnoxeniæ (3.13) imeet mesto vkl¸qenie (5.21). Esli by pri fftom imelo mesto ravenstvo k + m = N , to, kak netrudno pokazat~,

Θ_A( ~Y_{k+l}) ≥ λ. (5.25)

Na samom dele k + m < N , tem ne menee postroim matricu U_l po formulam (5.22), (5.23) i (5.24). �tot vybor ne garantiruet vypolneniØ neravenstva (5.25), odnako v silu monotonnosti harakteristiki Θ_A(Y_k) po podprostranstvu moßno oßidat~, qto rano ili pozdno posle, vozmoßno, neskol~kih restartov, vnutrennih iteraciæ i fil~traciæ, dlØ novoæ rasxirennoæ matricy ~Y_{k+l} neravenstvo (5.25) budet imet~ mesto.

Zametim takße, qto pri vyqislenii U_l po formule (5.24) ispol~zu¸tsØ tol~ko m poslednih komponent Z_l. Qtoby vyqislit~ tol~ko poslednie m komponenty Z_l dostatoqno v (5.22) ispol~- zovat~ tol~ko m poslednih strok verhneæ treugol~noæ matricy R_{k+m}.

5.3. Kombinirovanie razliqnyh sposobov fil~tracii

Vyxe v Razdelah 5.1 i 5.2 byli opisany 3 razliqnyh sposoba vybora parametrov l i U_l dlØ sohraneniØ qasti informacii pri restarte. Pri provedenii iteraciæ algoritma SOFGM- RES(m) neobhodimo odnovremenno obespeqivat~ i monotonnost~ padeniØ normy nevØzki pri restartah, i qastiqnoe sohranenie spektral~noæ/singulØrnoæ informacii dlØ podderßaniØ vysokoæ skorosti shodimosti. Dobit~sØ fftogo moßno sledu¸wim sposobom.

Pust~ U_{lj} , j = 1, 2, 3, – matricy s ortonormirovannymi stolbcami, razdel~no postroennye kak bylo opisano vyxe dlØ sohraneniØ qasti informacii pri restarte. Sostavim iz fftih matric

230 S. A. HARQENKO, A. ı. EREMIN odnu matricu s ortonormirovannymi stolbcami. DlØ fftogo vyqislim QR razloßenie matricy [U_{l1} , U_{l2} , U_{l3} ] v vide

[U_{l1} , U_{l2} , U_{l3} ] = U_l S_l. (5.26)

PostroennaØ takim obrazom matrica s ortonormirovannymi stolbcami U_l, l = l_1 + l_2 + l_3, ØvlØetsØ iskomoæ matriceæ, kotoraØ dolßna ispol~zovat~sØ na Stage II algoritma SOFGM- RES(m) pri fil~tracii rasxirennyh matriqnyh sootnoxeniæ. Deæstvitel~no, po postroeni¸ U_l imeet mesto vloßenie

Span (U_{l1} ) ∪ Span (U_{l2} ) ∪ Span (U_{l3} ) ⊂ Span (U_l).

Pofftomu fil~traciØ s U_l rasxirennyh matriqnyh sootnoxeniæ oqevidno garantiruet monotonnost~ padeniØ normy nevØzki pri restartah. S drugoæ storony, esli dlØ sootvetstvu¸wih U_{l2} i U_{l3} imeli mesto priblißennye ravenstva (5.7) i (5.6) sootvetstvenno, to tem bolee oni ime¸t mesto dlØ edinoæ matricy U_l v silu monotonnosti harakteristik Θ_A(Y_k) i Ψ_A(Y_k) pri rasxirenii podprostranstva.

Arifmetiqeskie zatraty i zatraty pamØti v algoritme SOFGMRES(m) tem vyxe, qem bol~xee koliqestvo napravleniæ neobhodimo hranit~ pri provedenii vyqisleniæ, t.e., my zainteresovany hranit~ kak moßno men~xe napravleniæ v processe vyqisleniæ. Pri provedenii kombinirovannoæ fil~tracii, opisannoæ vyxe, pri kaßdom restarte algoritma sohranØetsØ kak minimum odno napravlenie dlØ obespeqeniØ monotonnosti padeniØ normy nevØzki pri restartah. Esli restartov mnogo, to takoæ podhod moßet privesti k poØvleni¸ bol~xogo koliqestva sohranennyh napravleniæ, naliqie kotoryh v matriqnyh sootnoxeniØh ne privodit k podderßani¸ vysokoæ skorosti shodimosti. Pofftomu imeet smysl pri vseh restartah imet~ tol~ko odin stolbec v matriqnyh sootnoxeniØh, kotoryæ by otveqal za monotonnost~ padeniØ normy nevØzki. �togo moßno dobit~sØ sledu¸wim sposobom.

Postavim matricu s ortonormirovannymi stolbcami, otveqa- ¸wu¸ za monotonnost~ padeniØ normy nevØzki, posledneæ sprava v levoæ qasti ravenstva (5.26). Pri fftom tol~ko posledniæ stolbec rezul~tiru¸weæ matricy U_l budet soderßat~ informaci¸ o tekuwem priblißenii k rexeni¸. V poluqennyh posle fftogo otfil~trovannyh matriqnyh sootnoxeniØh (3.13) budem

NOVYE ALGORITMY TIPA GMRES(K) 231 sqitat~, qto odna iteraciØ novogo cikla iteraciæ algoritma SOFGMRES(m) uße sdelana; ffto pozvolit pri fil~tracii na posledu¸wem restarte snova imet~ v sootnoxeniØh (3.13) tol~- ko odin stolbec, otveqa¸wiæ za monotonnost~ padeniØ normy nevØzki, i t.d.

V processe provedeniØ fil~traciæ vybor sohranØemyh napravleniæ podqinen usloviØm (5.9) i (5.25). V silu opredeleniØ (4.32) takaØ parametrizaciØ algoritmov fil~tracii oznaqaet, qto faktiqeski my dobivaemsØ vypolneniØ neravenstva μ_A( ~Y_{k+l}) ≥ λ σ . (5.27)

Esli pri nadleßaxem vybore parametrov σ i λ neravenstvo (5.27) vypolneno dlØ tekuwego ~Y_{k+l}, to v silu teorii shodimosti algoritma SOFGMRES(m) iz Razdela 4 ffto oznaqaet horoxiæ vybor naqal~nogo podprostranstva Span ( ~Y_{k+l}) i horoxu¸ posledu¸wu¸ shodimost~ na vnutrennih iteraciØh.

Rassmotrim bolee podrobno vaßnyæ vopros o tom, na osnove kakoæ vyqislØemoæ v algoritme informacii moßno sdelat~ argumentirovannyæ vyvod o vypolnenii sootnoxeniæ (5.9) i (5.25), a takße sledstviØ iz nih – neravenstva (5.27). Otvet na fftot vopros pozvolit utverßdat~, qto ocenka teorii shodimosti algoritma SOFGMRES(m) soderßit veliqinu μ_A(Y_k), kotoru¸ moßno s dostatoqnoæ stepen~¸ toqnosti ocenit~ v processe iteraciæ algoritma SOFGMRES(m). �to ße budet oznaqat~ i vozmoßnost~ predskazyvat~ dal~neæxee povedenie algoritma, qto takße nemalovaßno.

PredpolagaØ, qto pri kaßdom restarte i fil~tracii my vyqislØem starxee singulØrnoe znaqenie matricy ~R_m i spektr simmetriqnoæ matricy (T_m)_+, my moßem ot restarta k restartu prosledit~ povedenie ocenok veliqin Θ_A(Y_k) i Ψ_A(Y_k). Kak pravilo, ocenka veliqiny Ψ_A(Y_k) qerez starxee singulØrnoe znaqenie matricy ~R_{k+m} dostatoqno toqna. Qto kasaetsØ Θ_A(Y_k), to do teh por, poka ocenka veliqiny Θ_A(Y_k) ostaetsØ nulevoæ v silu neznakoopredelennosti matricy (T_m)_+, nikakih vyvodov o garantirovannoæ lineænoæ shodimosti algoritma SOFGMRES(m) my sdelat~ ne moßem. Odnako kak tol~ko matrica (T_m)_+ stanovitsØ znakoopredelennoæ i, tem bolee, kak tol~ko ocenka Θ_A(Y_k) vyqislØemaØ qerez spektr matricy (T_m)_+, naqinaet rasti ot restarta k restartu, u nas poØvlØ¸tsØ veskie osnovaniØ sqitat~,

232 S. A. HARQENKO, A. ı. EREMIN qto dostatoqno toqnaØ ocenka veliqiny Θ_A(Y_k) dlØ postroennogo k fftomu momentu podprostranstva Span (Y_k) u nas uße imeetsØ.

5.4. Algoritm SOFGMRES(m) s dvoænoæ fil~tracieæ

V algoritme SOFGMRES(m) ot restarta k restartu postoØnno uveliqivaetsØ qislo napravleniæ, sohranennyh v Y_k. �to moßet privodit~ k bol~xim zatratam pamØti i vyqisleniæ. Pofftomu my predlagaem ispol~zovat~ ewe odin sposob fil~tracii napravleniæ – tak nazyvaemu¸ dvoænu¸ fil~traci¸, sut~ kotoroæ sostoit v sledu¸wem.

Pri posledovatel~nom nakoplenii informacii pri mnoßestvennyh restartah v sootnoxeniØh mogut nakaplivat~sØ “lixnie” s toqki zreniØ teorii shodimosti podprostranstva. DlØ togo, qtoby vovremØ izbavit~sØ ot “lixnih” podprostranstv i, odnovremenno, vsegda imet~ maloe qislo raboqih napravleniæ, predlagaetsØ process fil~tracii provodit~ v dva fftapa. Na pervom fftape provoditsØ nekotoroe koliqestvo restartov s fil~traciØmi, v kotoryh ispol~zuetsØ opisannyæ niße sposob otbrakovki napravleniæ. Na vtorom fftape provoditsØ edinaØ okonqatel~naØ fil~traciØ vseh tekuwih napravleniæ s uqetom ishodnyh kriteriev fil~tracii. Algoritmiqeski takoæ podhod moßno sformulirovat~ sledu¸wim obrazom.

DlØ nekotoryh λ i σ iz kriteriev fil~tracii (5.25) i (5.9) sootvetstvenno zadadim nekotorye celye neotricatel~nye qisla s_{double} , s_{double} > 1, i l_{min} , 1 < l_{min} < m, a takße nekotoroe λ_{double}, λ ≤ λ_{double} < 1. Parametr s_{double} − 1 est~ koliqestvo vnutrennih restartov v sheme dvoænoæ fil~tracii, pri kotoryh ispol~zu¸tsØ uslovie fil~tracii (5.9), uslovie fil~tracii

Θ_A( ~Y_{k+l}) ≥ λ_{double}, (5.28)

a takße uslovie l ≥ l_{min} . (5.29)

Esli summarnoe qislo vektorov, poluqennoe iz (5.9) i (5.28) ne udovletvorØet poslednemu uslovi¸, to dopolnitel~no sohranØemye vektory – ffto vektory iz kriteriØ (5.28), otveqa¸wie mladxim sobstvennym znaqeniØm matricy (T_m)_+. Takim obrazom, posle s_{double} − 1 vnutrennih restartov budet sohraneno ne menee qem (s_{double} −1)(l_{min} −1)+1 vektorov. Posle provedeniØ vnutrennih iteraciæ na posledneæ iteracii cikla vnutrennih res-

NOVYE ALGORITMY TIPA GMRES(K) 233 tartov shemy dvoænoæ fil~tracii provoditsØ poslednØØ fil~- traciØ vseh postroennyh napravleniæ v sootvetstvii s kriteriØmi (5.25) i (5.9).

Algoritm 5.1. SOFGMRES(m) s dvoænoæ fil~tracieæ

Step 0. InicializaciØ:

x_0 = 0;

Pust~ dlØ nekotoryh k_∗ i k, 1 ≤ k_∗ ≤ k + 1, ime¸t mesto naqal~- nye matriqnye sootnoxeniØ (2.4) i ravenstvo (3.5);

For d = 1, . . . , d_{max} Do (Vnexniæ cikl: restarty shemy dvoænoæ fil~tracii)

k_0 = k;

For s = 1, . . . , s_{double} Do (Vnexniæ cikl: vnutrennie restarty)

Stage I. Postroenie rasxirennyh matriqnyh

sootnoxeniæ (sm. Algoritm 3.1)

V rezul~tate vypolneniØ Stage I poluqaem rasxirennye matriqnye sootnoxeniØ (3.12);

Stage II. Fil~traciØ rasxirennyh matriqnyh

sootnoxeniæ

If s ≠ s_{double} then

V processe provedeniØ fil~traciæ ispol~zu¸tsØ kriterii fil~tracii (5.9), (5.28) i (5.29) (sm. takße Algoritm 3.1);

Else

Pereoboznaqim m := k + m − k_0, k := k_0; V fftih oboznaqeniØh ime¸t mesto rasxirennye matriqnye sootnoxeniØ (3.12);

V processe provedeniØ fil~traciæ ispol~zu¸tsØ kriterii fil~tracii (5.9) i (5.25) (sm. takße Algoritm 3.1) End If V rezul~tate vypolneniØ Stage II poluqaem otfil~trovannye matriqnye sootnoxeniØ (3.13);

Na sledu¸weæ iteracii matriqnye sootnoxeniØ (3.13) budem rassmatrivat~ kak novye naqal~nye matriqnye sootnoxeniØ (2.4);

Restart: pereoboznaqim Y_{k+l} := ~Y_{k+l}, P_{k+l+1} := ~P_{k+l+1},

234 S. A. HARQENKO, A. ı. EREMIN

H_{k+l} := ~H_{k+l}, γ_{k+l+1} := [ γ_{k+1} 0 ] , k := k + l

End For End For

Moßno oßidat~, qto podobnyæ algoritm s toqki zreniØ promeßutoqnyh zatrat pamØti i arifmetiqeskih zatrat moßet vesti sebØ priblizitel~no kak algoritm SOFGMRES ((s_{double} − 1)(l_{min} −1)+m), v to vremØ kak s toqki zreniØ svoæstv shodimosti on vedet sebØ priblizitel~no kak algoritm SOFGMRES((s_{double} − 1)(m − 1) + m). Ots¸da, v qastnosti, sleduet, qto pri vybore parametrov s_{double} i l_{min} imeet smysl priderßivat~sØ sootnoxeniØ

(s_{double} − 1)(l_{min} − 1) ≈ m.

Sohranennye posle neskol~kih dvoænyh fil~traciæ napravleniØ takße, po-vidimomu, imeet smysl fil~trovat~ sovmestno dlØ umen~xeniØ posledu¸wih zatrat. V naxih qislennyh ffksperimentah v fftom ne bylo neobhodimosti, poskol~ku qislo dvoænyh fil~traciæ vsegda bylo nebol~xim.

6. Rezul~taty qislennyh ffksperimentov V fftom razdele my predstavlØem rezul~taty qislennyh ffksperimentov dlØ algoritma SOFGMRES(m) s dvoænoæ fil~tracieæ.

Qislennye ffksperimenty provodilis~ s bloqnymi q ×q testovymi matricami kofffficientov A iz [1] vida

A = T (β − 1)I_q 0 −(β + 1)I_q ... ...

... ... (β − 1)I_q 0 −(β + 1)I_q T

(6.1)

s q × q diagonal~nymi blokami

T = 4 − ξ γ − 1 0 −γ − 1 ... ...

... ... γ − 1 0 −γ − 1 4 − ξ ,

NOVYE ALGORITMY TIPA GMRES(K) 235

gde γ = p_1 q + 1

, β = p_2 q + 1 i ξ = p_3 (q + 1)^2

, pravaØ qast~ b bralas~

v vide vektora, sostavlennogo iz vseh edinic. Vo vseh ffksperimentah dlØ nulevogo naqal~nogo priblißeniØ ispol~zovalsØ kriteriæ ostanovki vida ‖r_j‖ ‖r_0‖ < 10^{−10}.

Vybor (6.1) testovyh zadaq iz [1] svØzan s tem, qto on pozvolØet provesti qislennoe sravnenie algoritma SOFGMRES(m) s dvoænoæ fil~tracieæ s suwestvu¸wimi algoritmami: algoritmom GMRES bez restartov, algoritmom GMRES(k) s restartami [6] i algoritmom IRGMRES s neØvnymi restartami [1]. S drugoæ storony, prostaØ parametrizaciØ matricy (6.1) pozvolØet provesti takße ffksperimenty na posledovatel~nosti zadaq uveliqiva¸weæsØ razmernosti, qtoby prosledit~ dinamiku povedeniØ razliqnyh algoritmov. Pri fftom pri analize razliqnyh algoritmov osnovnoe vnimanie bylo sosredotoqeno na sravnenii sledu¸wih harakteristik:

1) koliqestvo iteraciæ algoritma po sravneni¸ s qislom iteraciæ v algoritme GMRES bez restartov;

2) maksimal~noe koliqestvo vektorov, odnovremenno hranimyh v pamØti v processe vyqisleniæ dlØ razliqnyh algoritmov;

3) shemnye (t.e., polnye arifmetiqeskie zatraty bez uqeta zatrat na umnoßenie na matricu kofffficientov) arifmetiqeskie zatraty.

Niße v tablicah ispol~zu¸tsØ sledu¸wie oboznaqeniØ:

MVM – qislo vnutrennih iteraciæ, neobhodimyh dlØ do-

stißeniØ shodimosti, t.e., polnoe qislo umnoßeniæ matricy na vektor;

NVS – qislo vektorov, sohranennyh pri restartah v al-

goritmah SOFGMRES i IRGMRES;

TV – maksimal~noe qislo vektorov, odnovremenno hra-

nimyh v pamØti;

Costs – arifmetiqeskie zatraty na realizaci¸ iteracionnogo algoritma, iskl¸qaØ zatraty na umnoßenie matricy na vektor, v terminah ffkvivalentnogo qisla skalØrnyh proizvedeniæ.

236 S. A. HARQENKO, A. ı. EREMIN

V Tablice 1 predstavleny qislennye rezul~taty dlØ algoritmov SOFGMRES(m) s dvoænoæ fil~tracieæ, GMRES bez restartov, GMRES(k) s restartami [6] i IRGMRES s neØvnymi restartami [1], primenennye k model~nym sistemam (2.1) dlØ razliqnyh znaqeniæ parametrov p_1, p_2 i p_3. Pri fftom parametry algoritma SOFGMRES(m) s dvoænoæ fil~tracieæ dlØ kaßdoæ iz zadaq predstavleny v Tablice 2.

NOVYE ALGORITMY TIPA GMRES(K) 237

Tablica 1

Problem N Method MVM NVS TV Costs q = 31, SOFGMRES(7) 166 12 61 1.4e4 p_1 = 1, IRGMRES(20) 200 10 54 1.3e4 p_2 = 2, 961 GMRES(60) 360 0 62 1.9e4 p_3 = 30 Full GMRES 151 0 153 2.2e4 q = 31, SOFGMRES(7) 217 14 61 2.1e4 p_1 = 1, IRGMRES(20) 301 10 54 2.0e4 p_2 = 2, 961 GMRES(60) 1200 0 62 7.5e4 p_3 = 80 Full GMRES 185 0 187 3.3e4 q = 31, SOFGMRES(7) 241 15 80 3.0e4 p_1 = 1, IRGMRES(20) 317 10 54 2.2e4 p_2 = 2, 961 GMRES(60) 1680 0 62 1.0e5 p_3 = 150 Full GMRES 221 0 223 4.6e4 q = 31, SOFGMRES(7) 140 11 51 1.1e4 p_1 = 5, IRGMRES(20) 184 10 54 1.2e4 p_2 = 10, 961 GMRES(60) 180 0 62 1.1e4 p_3 = 30 Full GMRES 108 0 110 1.2e4 q = 31, SOFGMRES(7) 168 11 54 1.4e4 p_1 = 5, IRGMRES(20) 196 10 54 1.3e4 p_2 = 10, 961 GMRES(60) 300 0 62 1.9e4 p_3 = 80 Full GMRES 128 0 130 1.6e4 q = 31, SOFGMRES(7) 253 23 92 3.8e4 p_1 = 5, IRGMRES(20) 475 10 54 3.2e4 p_2 = 10, 961 GMRES(60) > 5000 0 62 > 3.2e5 p_3 = 150 Full GMRES 190 0 192 3.0e4

AnaliziruØ dannye iz Tablicy 1, moßno sdelat~ sledu¸wie vyvody:

1. Algoritm SOFGMRES(m) obladaet znaqitel~no luqximi svoæstvami shodimosti po sravneni¸ s algoritmom IRGM- RES(k), daße esli m < k.

2. ObespeqivaØ luqxu¸ skorost~ shodimosti, algoritm SOFGMRES(m) sravnim po arifmetiqeskim zatratam i zatratam pamØti s algoritmom IRGMRES(k) pri m < k.

3. Qislo iteraciæ v algoritme SOFGMRES(m) vo vseh ffksperimentah ne bolee qem na 10%–40% otliqaetsØ ot qisla ite-

238 S. A. HARQENKO, A. ı. EREMIN raciæ v algoritme GMRES bez restartov, a po arifmetiqeskim zatratam i zatratam pamØti on bolee ffffektiven, qem GMRES bez restartov i GMRES(k) s restartami pri m ≪ k.

Tablica 2

Problem σ λ s_{double} l_{min} λ_{double} q = 31, p_1 = 1, 9.0 0.05 10 2 0.1 p_2 = 2, p_3 = 30 q = 31, p_1 = 1, 9.0 0.05 10 2 0.1 p_2 = 10, p_3 = 80 q = 31, p_1 = 1, 9.0 0.05 10 2 0.1 p_2 = 2, p_3 = 150 q = 31, p_1 = 5, 9.0 0.1 6 2 0.3 p_2 = 10, p_3 = 30 q = 31, p_1 = 5, 9.0 0.1 6 2 0.3 p_2 = 10, p_3 = 80 q = 31, p_1 = 5, 9.0 0.07 14 2 0.6 p_2 = 10, p_3 = 150

Tablica 3

Problem N Method MVM NVS TV Costs q = 62, p_1 = 5, SOFGMRES(20) 324 11 118 4.5e4 p_2 = 10, 3844 GMRES(150) 435 0 152 6.4e4 p_3 = 100 Full GMRES 270 0 272 7.2e4 q = 124, p_1 = 5, SOFGMRES(20) 603 31 133 1.1e5 p_2 = 10, 15376 GMRES(300) 851 0 302 2.5e5 p_3 = 100 Full GMRES 530 0 532 3.2e5 q = 248, p_1 = 5, SOFGMRES(20) 1087 47 183 2.6e5 p_2 = 10, 61504 GMRES(600) 1675 0 602 9.5e5 p_3 = 100 Full GMRES 1037 0 1039 1.1e6

Nas takße interesuet dinamika po razmernosti povedeniØ iteracionnyh algoritmov dlØ zadaq posledovatel~no uveliqiva¸wegosØ razmera. DlØ fftogo v Tablice 3 privedeny rezul~- taty qislennyh ffksperimentov dlØ algoritmov SOFGMRES(m)

NOVYE ALGORITMY TIPA GMRES(K) 239 s dvoænoæ fil~tracieæ, GMRES(k) s restartami i GMRES bez restartov pri fiksirovannyh p_1, p_2, p_3 i razliqnyh q. V algoritme SOFGMRES(m) s dvoænoæ fil~tracieæ ispol~zovalsØ sledu¸wiæ nabor parametrov: σ = 9.0, λ = 0.03, s_{double} = 8, l_{min} = 3, λ_{double} = 0.1.

AnaliziruØ dannye iz Tablicy 3, moßno sdelat~ sledu¸wie vyvody:

1. Qislo iteraciæ v algoritme SOFGMRES(m) ne bolee qem na 25% otliqaetsØ ot qisla iteraciæ v algoritme GMRES bez restartov.

2. S rostom razmernosti matricy kofffficientov v algoritme SOFGMRES(m) nabl¸daetsØ bolee slabyæ, qem lineænyæ, rost polnogo qisla ispol~zuemyh vektorov TV i qisla sohranennyh vektorov NVS. V to ße vremØ v algoritmah GMRES bez restartov i GMRES s restartami nabl¸daetsØ rost qisla vektorov v 2 raza pri uveliqenii razmernosti matricy kofffficientov v 4 raza.

3. S rostom razmernosti matricy kofffficientov v algoritme SOFGMRES(m) nabl¸daetsØ praktiqeski lineænyæ rost shemnyh arifmetiqeskih zatrat Costs ot qisla iteraciæ. V ostal~- nyh algoritmah nabl¸daetsØ poqti kvadratiqnyæ rost shemnyh arifmetiqeskih zatrat pri uveliqenii qisla iteraciæ.

Ob¨edinØØ vse vyxeskazannoe, moßno sdelat~ sledu¸wie vyvody:

1. Predloßennyæ v dannoæ rabote algoritm SOFGMRES(m) s dvoænoæ fil~tracieæ pri podhodØwem vybore parametrov obladaet svoæstvami shodimosti, blizkimi k svoæstvam shodimosti algoritma GMRES bez restartov, i znaqitel~- no prevoshodit svoæstva shodimosti algoritma GMRES s restartami i algoritma IRGMRES s neØvnymi restartami.

2. Shemnye zatraty i zatraty pamØti v algoritme SOFGM- RES(m) sravnimy s analogiqnymi zatratami dlØ algoritma IRGMRES s neØvnymi restartami i mogut byt~ znaqitel~no niße, qem v algoritme GMRES bez restartov i algoritme GMRES s restartami.

3. DlØ ffffektivnosti raboty algoritma SOFGMRES(m) suwestvennym ØvlØetsØ tip raspredeleniØ obobwennyh sobstvennyh znaqeniæ matricy, t.e., raspredelenie otrica-

240 S. A. HARQENKO, A. ı. EREMIN

tel~nyh i blizkih k nul¸ poloßitel~nyh sobstvennyh znaqeniæ simmetriqnoæ qasti matricy, a takße raspredelenie starxih singulØrnyh znaqeniæ matricy. Naliqie apriornoæ informacii o tipe raspredeleniØ obobwennyh sobstvennyh znaqeniæ matricy pozvolØet pravil~no vybrat~ parametry fil~tracii v algoritme SOFGMRES(m) s dvoænoæ fil~tracieæ.

Naibolee interesnymi napravleniØmi dal~neæxih issledovaniæ nam predstavlØ¸tsØ:

(a) primenenie algoritma SOFGMRES(m) dlØ adaptivnogo uluqxeniØ kaqestva pereobuslavlivaniØ;

(b) ispol~zovanie algoritma SOFGMRES(m) dlØ rexeniØ posledovatel~nosti lineænyh sistem s odnoæ i toæ ße matriceæ kofffficientov i s pravymi qastØmi, posledovatel~no voznika- ¸wimi na vnutrennih iteraciØh mnogourovnevyh iteracionnyh shem.

Literatura

1. J. Baglama, D. Calvetti, G. H. Golub, and L. Reichel, Adaptively preconditioned GMRES algorithms. — SIAM J. Sci. Comput., 20, #1, 243–269, 1998.

2. A. Chapman, Y. Saad, and L. Wigton, High order ILU preconditioners for CFD problems. — in: Technical Report of Minnesota Supercomputer Institute (1996).

3. R. W. Freund and N. M. Nachtigal, QMR: a quasi-minimal residual method for non-Hermitian linear systems. — Numer. Math., 60 (1991), 315–339.

4. R. B. Morgan, A restarted GMRES method augmented with eigenvectors. — SIAM J. Matrix Analysis and Applications, 16(4) (1995), 1154–1171..

5. R. B. Morgan, Implicitly Restarted GMRES and Arnoldi Methods for Nonsymmetric Systems of Equations,. Technical Report (1997).

6. Y. Saad and M. H. Schultz, GMRES: A generalized minimum residual algorithm for solving non-symmetric linear systems. — SIAM J. Sci. Stat. Comput., 7 (1986), 856–869.

7. Y. Saad and J. Zhang, BILUTM: A Domain-Based Multi-Level Block ILUT Preconditioner for General Sparse Matrices. Technical Report of Minnesota Supercomputer Institute (1998).

8. D. C. Sorensen, Implicit applications of polynomial filters in a k-step Arnoldi method. — SIAM J. Math. Anal. Appl., 13 (1992), 357–385.

9. H.A. van der Vorst, Bi-CGSTAB: A fast and smoothly converging variant of Bi-CG for the solution of nonsymmetric linear systems. — SIAM J. Sci. Stat. Comput., 13, #2, (1992) 631–644.

NOVYE ALGORITMY TIPA GMRES(K) 241 Kharchenko S. A., Yeremin A. Yu. New GMRES(k) algorithms with explicit restarts and the analysis of their properties based on matrix relations in QR form.

The paper considers the problem of constructing a basic iterative scheme for solving systems of linear algebraic equations with unsymmetric and indefinite coefficient matrices. A new GMRES-type algorithm with explicit restarts is suggested. When restarting, this algorithm takes into account the spectral/singular data carried on by orthogonal matrix relations in the so-called QR form, which arise when performing inner iterations of Arnoldi type. The main idea of the algorithm developed is to organize inner iterations and the filtering of directions before restarting in such a way that, from a restart to another, matrix relations effectively accumulate information concerning the current approximate solution and, simultaneously, spectral/singular data, which allow the algorithm to converge with a rate comparable with that of the GMRES algorithm without restarts. Convergence theory is provided for the case of nonsingular, unsymmetric, and indefinite matrices. A bound for the rate of decrease of residual in the course of inner Arnoldi-type iterations is obtained. This bound depends on a spectral/singular characterization of the subspace spanned by the directions retained upon filtering and is used in developing efficient filtering procedures. Numerical results are provided.

Postupilo 5 maØ 2000 g. Vyqislitel~nyæ Centr RAN

kharchen@ccas.ru

Nauqno-issledovatel~skiæ Vyqislitel~nyæ Centr MGU

badger@vvv.srcc.msu.su