Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 269, 2000 g.

N. M. Bogol¸bov, M. B. Zvonarev, A. V. Kitaev

O FLUKTUACI˚H VBLIZI GRANIC V XESTIVERXINNO` MODELI

PosvØwaetsØ svetloæ pamØti naxego druga AnatoliØ Georgieviqa Izergina

XestiverxinnaØ model~ na N × N kvadratnoæ rexetke s graniqnymi usloviØmi tipa domennoæ stenki byla vvedena v rabote [1]. Napomnim [2, 3], qto v fftoæ modeli kaßdomu uzlu rexetki sopostavlØetsØ konfiguraciØ strelok na rebrah, udovletvorØ- ¸waØ sledu¸wemu zakonu sohraneniØ: qislo vhodØwih strelok ravno qislu vyhodØwih. Takim obrazom, imeem xest~ vozmoßnyh tipov verxin (ris. 1). Dopolnitel~no prinimaetsØ, qto statistiqeskie vesa, pripisyvaemye verxinam, invariantny otnositel~no odnovremennogo obraweniØ vseh strelok:

Ris. 1.

Graniqnye usloviØ tipa domennoæ stenki oznaqa¸t, qto strelki na verhneæ i nißneæ granØh napravleny vnutr~, a na bokovyh narußu rexetki. Statsumma modeli poluqaetsØ summirovaniem po

DannaØ rabota vypolnena pri podderßke RFFI (grant 98-01-00313) i fonda Alexander von Humboldt-Stiftung. 136

O FLUKTUACI˚H VBLIZI GRANIC 137 vsem dopustimym konfiguraciØm {C}, priqem kaßdaØ konfiguraciØ daet vklad, ravnyæ proizvedeni¸ vesov vo vseh verxinah:

Z_N = ∑ {C} a^{n1}b^{n2} c^{n3}

(n_1, n_2, n_3 – qislo verxin tipa a, b, c v dannoæ konfiguracii C; n_1 + n_2 + n_3 = N^2).

A. G. Izerginym dlØ Z_N bylo poluqeno predstavlenie, vkl¸- qa¸wee v sebØ determinant matricy razmera N × N [4]. Suwestvuet neskol~ko sposobov zapisi fftogo determinanta qerez kombinatornye ob¨ekty [5, 6], no vyqislit~ ego udalos~ lix~ v ves~ma special~nyh sluqaØh [7]. V issledovanii asimptotiqeskih svoæstv Z_N pri N → ∞ v poslednee vremØ dostignut znaqitel~nyæ progress. OsnovyvaØs~ na uravnenii Tody [8, 9], svobodnaØ ffnergiØ (pri nekotoryh ograniqeniØh na vesa) vyqislena v [10]. Bolee strogiæ i obwiæ rezul~tat poluqen v [11] putem svedeniØ zadaqi k matriqnoæ modeli i posledu¸wim primeneniem metoda perevala k sootvetstvu¸wemu matriqnomu integralu. Predstavlenie, udobnoe dlØ asimptotiqeskogo analiza, predloßeno takße v [12].

Pro korrelØcionnye funkcii modeli izvestno gorazdo men~- xe. �tomu est~ dve priqiny. Vo pervyh, issledovanie korrelØcionnyh funkciæ v l¸boæ modeli ØvlØetsØ sledu¸wim po sloßnosti xagom posle analiza statsummy. Vo vtoryh, ffto svØzano so specifikoæ naxeæ modeli, a imenno s aperiodiqeskimi graniqnymi usloviØmi, razruxa¸wimi translØcionnu¸ invariantnost~. Poslednee obstoØtel~stvo ewe bolee usloßnØet vyqisleniØ, no, s drugoæ storony, pozvolØet stavit~ zadaqi, principial~no otsutstvu¸wie v xestiverxinnoæ modeli s periodiqeskimi graniqnymi usloviØmi [13]. Req~ idet ob issledovanii korrelØcionnyh funkciæ vblizi granic rexetki, qto ØvlØetsØ aktual~nym v teorii dinamiqeskogo rosta poverhnosteæ [14].

ProsteæxaØ korrelØcionnaØ funkciØ opisyvaet veroØtnost~ dlØ strelki na dannom rebre byt~ napravlennoæ v tu ili drugu¸ storonu. DlØ opredelennosti budem rabotat~ s gorizontal~nymi strelkami. VeroØtnost~ strelki byt~ napravlennoæ vlevo oboznaqim qerez χ_N . PonØtno qto χ_N suwestvenno zavisit ot vybora rebra. V dannoæ rabote my rassmotrim χ_N na rebre, raspoloßennom maksimal~no blizko k granicam – v uglu rexet-

138 N. M. BOGOLıBOV, M. B. ZVONAREV, A. V. KITAEV

Ris. 2.

ki (sm. ris. 2, gde ffto rebro vydeleno punktirom): Nesloßno zametit~, qto esli strelka na vydelennom punktirom rebre napravlena vlevo, to ffto v silu graniqnyh usloviæ odnoznaqno opredelØet verxiny vdol~ nißneæ i pravoæ granicy rexetki. V pravom nißnem uglu imeem verxinu tipa c, ostal~nye

2N − 2 verxiny prinadleßat tipu b. OstavxaØsØ podrexetka

razmera N − 1 × N − 1 obladaet pri fftom temi ße graniqnymi uslovØmi, qto i ishodnaØ rexetka. Sledovatel~no

χ_N = c b^{2N−2} Z_{N−1} Z_N , (1)

t. e. zadaqa ob issledovanii korrelØcionnoæ funkcii v dannom sluqae svoditsØ k issledovani¸ otnoxeniØ Z_{N−1}/Z_N . Naxa cel~ sostoit v tom, qtoby zapisat~ (1) v vide, udobnom dlØ asimptotiqeskogo analiza pri N → ∞. �to sdelano v §1. Sootvetstvu- ¸waØ asimptotiqeskaØ tehnika obsußdaetsØ v §2.

1. SvØz~ s ortogonal~nymi polinomami

DlØ kompaktnosti zapisi ograniqimsØ poka sledu¸weæ parametrizacieæ vesov:

a = 1/2 − x

b = 1/2 + x , 0 6 x < 1/2.

c = 1

SituaciØ obwego poloßeniØ budet rassmotrena v konce paragrafa.

Soglasno [4], statsumma modeli vyraßaetsØ qerez determinant matricy razmera N × N :

Z_N = det_N M

ϕ^{N2} (x) (_{N−1} ∏ k=1 k! )_2 , (2)

O FLUKTUACI˚H VBLIZI GRANIC 139 gde matriqnye fflementy matricy M da¸tsØ sledu¸weæ formuloæ: M_{αk} = d^{α+k} dx^{α+k} ϕ(x), α, k = 0, 1, . . . , N − 1; (3) ϕ(x) = 1 (1/2 − x)(1/2 + x) . Matrica (3) imeet postoØnnye fflementy vdol~ l¸boæ antidiagonali, t. e. prinadleßit k klassu matric GankelØ. Ee determinant moßet byt~ zapisan v terminah standartnyh ob¨ektov teorii ortogonal~nyh polinomov. Deæstvitel~no, pust~ p_n(ξ),

n ¿ 0 – posledovatel~nost~ ortogonal~nyh polinomov s vesom ρ(ξ):_∞ ∫ −∞ p_n(ξ)p_m(ξ)ρ(ξ)dξ = δ_{mn}h_n, n, m ¿ 0, (4) priqem kofffficient pri starxeæ stepeni u fftih polinomov raven edinice. Togda determinant matricy GankelØ s fflementami H_{αk} = ∞∫ −∞ ξ^{α+k}ρ(ξ)dξ, α, k = 0, . . . , N − 1 (5) daetsØ sledu¸weæ formuloæ [6]

det_N H = h^N_0 b^{N−1}_1 b^{N−2}_2 . . . b^2_{N−2}b_{N−1}. (6)

Zdes~ h_0 opredelen v (4), a b_n – kofffficienty v trehqlennom rekurrentnom sootnoxenii

p_{n+1}(ξ) = (a_n + ξ)p_n(ξ) − b_np_{n−1}(ξ), n ¿ 1

s naqal~nymi usloviØmi p_0(ξ) = 1, p_1(ξ) = ξ + a_0.

Qtoby vospol~zovat~sØ (6), privedem (3) k vidu (5). DlØ fftogo predstavim ϕ(x) v integral~noæ forme: ϕ(x) = ∞∫ −∞ e^{−xξ}e^{−|ξ|/2}dξ . Iz fftogo predstavleniØ nemedlenno sleduet qto det_N M = det_N H s vesom ρ(ξ) = e^{−xξ}e^{−|ξ|/2}. (7)

140 N. M. BOGOLıBOV, M. B. ZVONAREV, A. V. KITAEV Dalee, zapixem det_N M v terminah h_n, opredelennyh formuloæ (4). BlagodarØ horoxo izvestnomu sootnoxeni¸ meßdu b_n i h_n b_n = h_n h_{n−1} , n ¿ 1, imeem:

det_N M = h_0h_1 . . . h_{N−1}.

Takim obrazom, prihodim k iskomomu vyraßeni¸ dlØ veroØtnosti (1):

χ_{N+1} = a^{−2N−1}b^{−1}

N !^2 h_N . (8)

Analogiqno rassmatrivaetsØ situaciØ obwego poloßeniØ, kogda a i b prinima¸t proizvol~nye poloßitel~nye znaqeniØ (v silu odnorodnosti statsummy moßno zafiksirovat~ bez ograniqeniØ obwnosti c = 1). Determinantnoe predstavlenie (2) imeetsØ v [2–4]; ves ρ(ξ) legko vyqislØetsØ, (8) sohranØet svo¸ strukturu s toqnost~¸ do trivial~nogo mnoßitelØ.

2. Predel N → ∞

Formula (8) svodit zadaqu o vyqislenii veliqiny χ_{N+1} k vyqisleni¸ normirovoqnogo kofffficienta h_N . V nastoØwee vremØ suwestvuet mownyæ metod, pozvolØ¸wiæ issledovat~ asimptotiqeskie svoæstva h_N pri N → ∞. On osnovan na ispol~zovanii associirovannoæ matriqnoæ zadaqi Rimana–Gil~berta [15, 16]. AsimptotiqeskaØ tehnika issledovaniØ takih zadaq byla razrabotana v [17]. V qastnosti, v osnovannoæ na fftoæ tehnike rabote [18] byli issledovany asimptotiqeskie svoæstva ortogonal~nyh polinomov s Froædovskim vesom. Ves (7) ØvlØetsØ Froædovskim pri x = 0, i v fftom sluqae, vospol~zovavxis~ [18], imeem:

ln h_N = (2N + 1) ln N + 2N (ln π − 1)

+ ln ( 2π^2 ) + 1 4N + (−1)^N

2N ln^2 N

(1 + o(1)) .

Ots¸da

ln χ_{N+1} = ln 2 − (2N + 1) ln π 2 − 1 12N − (−1)^N

2N ln^2 N

(1 + o(1)) . (9)

O FLUKTUACI˚H VBLIZI GRANIC 141 DlØ statsummy Z_N formula (9) pozvolØet vyqislit~ vse rastuwie po N qleny: Z_N ∼_{N→∞} C exp { f_0N^2 + f_1N + f_2 ln N } , gde C – nekotoraØ konstanta i

f_0 = ln π 4 , f_1 = 0, f_2 = 1 12 . Podqerknem, qto metod [17] daet vozmoßnost~ matematiqeski strogo naæti ne tol~ko glavnyæ qlen asimptotiqeskogo razloßeniØ h_N , no i bol~xoe qislo popravok bez qerezmernogo usloßneniØ vyqisleniæ. Rezul~taty dlØ proizvol~nogo x gotovØtsØ nami k publikacii.

My priznatel~ny A. Lasko i N. Slavnovu za soobwenie o rezul~tatah [5, 12], a takße A. H. VartanØnu za ssylku [18]. N. M. Bogol¸bov blagodarit fiziqeskiæ fakul~tet universiteta g. ıvØsk¸la, gde byla vypolnena qast~ raboty.

Literatura

1. V. E. Korepin, Calculations of norms of Bethe wave functions. — Comm. Math.

Phys. 86 (1982), 391–418.

2. A. G. Izergin, D. A. Coker, and V. E. Korepin, Determinant Formula for the Six-Vertex Model. — J. Phys. A: Math. Gen. 25 (1992), 4315–4334.

3. V. E. Korepin, N. M. Bogoliubov, and A. G. Izergin, Quantum inverse scattering method and correlation functions. Cambridge Univ. Press, Cambridge (1993).

4. A. G. Izergin, Statsumma xestiverxinnoæ modeli v koneqnom ob~eme.

— DAN SSSR 297 (1987), 331–333.

5. A. Lascoux, Square-ice enumeration. — Séminaire Lotharingien Combin. 42 (1999), Art. B42p, 15pp. (Available on http://phalanstere.univ-mlv.fr/¸al).

6. C. Krattenthaler, Advanced determinant calculus. — Séminaire Lotharingien Combin. 42 (1999), Art. B42q, 67pp. (Preprint math.CO/9902004, 1 Feb. 1999).

7. G. Kuperberg, Another proof of the alternating sign matrix conjecture. — IMRN

3 (1996), 139–150; (Preprint math.CO/9712207, 29 Nov. 1997).

8. K. Sogo, Time-dependent orthogonal polynomials and theory of soliton. Applications to matrix model, vertex model and level statistics. — J. Phys. Soc. Japan 62 (1993), 1887–1894.

9. A. G. Izergin, E. Kar~Ølaænen, N. A. Kitanin, Integriruemye urav-

neniØ dlØ statsummy xestiverxinnoæ modeli. — Zap. nauqn. semin.

POMI 245 (1997), 207–215.

10. V. E. Korepin and P. Zinn-Justin, Thermodynamic limit of the six-vertex model with domain wall boundary conditions. — Preprint cond-mat/0004250, 14 Apr. 2000.

142 N. M. BOGOLıBOV, M. B. ZVONAREV, A. V. KITAEV

11. P. Zinn-Justin, Six-Vertex Model with Domain Wall Boundary Conditions and One-Matrix Model. — Preprint math-ph/0005008, 4 May 2000.

12. N. A. Slavnov, Fredholm determinant representation for the partition function of the six-vertex model. — Preprint cond-mat/0005298, 18 May 2000.

13. R. Bffkster, Toqno rexaemye modeli v statistiqeskoæ mehanike. Mir, M. (1985).

14. J. Krug and H. Spohn, Solids far from equilibrium. Cambridge Univ. Press, Cambridge (1992).

15. A. S. Fokas, A. R. Its, and A. V. Kitaev, Discrete Painlevé equations and their appearance in quantum gravity. — Comm. Math. Phys. 142 (1991), 313–344.

16. A. S. Fokas, A. R. Its, and A. V. Kitaev, The Isomonodromy approach to matrix models in 2D quantum gravity. — Comm. Math. Phys. 147 (1992), 395–430.

17. P. Deift, T. Kriecherbauer, K. T-R McLaughlin, S. Venakides, and X. Zhou, Asymptotics for Polynomials Orthogonal with Respect to Varying Exponential Weights. — IMRN 16 (1997), 759–782.

18. T. Kriecherbauer and K. T-R McLaughlin, Strong Asymptotics of Polynomials Orthogonal with Respect to Freud Weights. — IMRN 6 (1999), 299–333.

Bogoliubov N. M., Zvonarev M. B., Kitaev A. V. Fluctuations near the boundaries in the six-vertex model.

Horizontal-arrow fluctuations near the boundaries in the six-vertex model with domain wall boundary conditions is considered. A representation via standart objects of the theory of orthogonal polynomials is obtained. This representation is used to study large N limit.

Postupilo 20 oktØbrØ 2000 g.

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN