Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 269, 2000 g.

T. A. Bolohov OPREDELITEL^ FADDEEVA–POPOVA DL˚ POL˚ ˚NGA–MILLSA V QASTIQNO-DUAL^NYH PEREMENNYH

PosvØwaetsØ pamØti A. G. Izergina

V nedavnih rabotah L. Faddeeva i A. Niemi [1, 2] byla razrabotana novaØ parametrizaciØ polØ ˚nga–Millsa. Novye peremennye okazyva¸tsØ udobnymi pri opisanii povedeniØ sistemy v infrakrasnom predele, a takße mogut imet~ xirokie priloßeniØ v takih oblastØh fiziki, kak fflektro- i gidrodinamika, fizika plazmy. DlØ kalibrovoqnoæ gruppy SU (2) sootvetstvu- ¸waØ svØznost~ v on-shell parametrizacii vyglØdit sledu¸wim obrazom:

A^a_μ = C_μn^a + ε_{abc}∂_μn^bn^c + ρ∂_μn^a + σε_{abc}∂_μn^bn^c, (1)

gde n – ffto vektor, leßawiæ na dvumernoæ sfere, ρ i σ obrazu¸t kompleksnyæ skalØr ϕ = ρ + iσ, a C_μ – abelevo kalibrovoqnoe pole.

PoØvlØ¸wiæsØ pri vyqislenii proizvodØwego funkcionala S-matricy opredelitel~ Faddeeva–Popova v novyh peremennyh menØet svoæ vid. V nastoØweæ rabote proizvoditsØ issledovanie geometriqeskih svoæstv parametrizacii (1) i vyvoditsØ vyraßenie dlØ ob¨ektov, voznika¸wih v opredelitele Faddeeva– Popova SU (2) polØ ˚nga–Millsa. Dannye ob¨ekty mogut byt~ polezny dlØ vyqisleniØ preobrazovaniØ Bffkke–R¸ff–Stora (sm. [3] str. 177) i posledu¸weæ zapisi obobwennyh toßdestv Uorda sootvetstvu¸weæ kvantovoæ teorii.

V rabote prinØty sledu¸wie oboznaqeniØ. Po povtorØ¸wimsØ indeksam proizvoditsØ summirovanie, povtorØ¸wiesØ greqeskie indeksy summiru¸tsØ s tenzorom Minkovskogo g_{μν}, naprimer:

a_μb_μ ≡ a_0b_0 − a_1b_1 − a_2b_2 − a_3b_3. 143

144 T. A. BOLOHOV

Operator s indeksom, deæstvuØ na skalØr perevodit ego v vektor, soprØßennyæ k nemu operator, naoborot, deæstvuØ na vektor perevodit ego v skalØr, takim obrazom, qtoby pri perekidyvanii nalevo pod znakom skalØrnogo proizvedeniØ i sleda ego deæstvie sovpadalo s deæstviem ishodnogo operatora:

∂^∗_μa_μ ≡ −∂_0a_0 + ∂_1a_1 + ∂_2a_2 + ∂_3a_3,

B^∗_μ · a_μ ≡ −[B_0, a_0] + [B_1, a_1] + [B_2, a_2] + [B_3, a_3].

1. Vklad kalibrovoqnyh usloviæ

Kak pokazano v rabotah [4] i [5], opredelitel~ Faddeeva– Popova moßno poluqit~ v rezul~tate razloßeniØ prostranstva, kasatel~nogo k mnogoobrazi¸ svØznosteæ na dve sostavlØ¸wie: podprostranstvo, kasatel~noe k orbite kalibrovoqnoæ gruppy, i podprostranstvo, kasatel~noe k mnogoobrazi¸ kalibrovoqno-neffkvivalentnyh svØznosteæ. Zdes~ i dalee budem oboznaqat~ mnogoobraziØ vseh svØznosteæ, kalibrovoqno ffkvivalentnyh svØznosteæ i kalibrovoqnoæ gruppy simvolami A, B i G sootvetstvenno, ih predstaviteleæ – bukvami A, B i g, a kasatel~nye prostranstva – simvolami T_{CA}, T_B i T_G . DlØ proizvol~noæ svØznosti A_μ moßno podobrat~ takih predstaviteleæ

B_μ i g qto A_μ = g^{−1}B_μg + g^{−1}∂_μg, (2)

t.e. mnogoobrazie A parametrizuetsØ s pomow~¸ fflementov mnogoobraziØ B i kalibrovoqnoæ gruppy G. DlØ vektorov δA, δB i δgg^{−1} iz sootvetstvu¸wih kasatel~nyh prostranstv voznikaet sledu¸wee lineænoe sootnoxenie: δA_μ = g^{−1}δB_μg − g^{−1}δgg^{−1}B_μg + g^{−1}B_μδg − g^{−1}δgg^{−1}∂_μg + g^{−1}∂_μδg. (3) Na mnogoobrazii A suwestvuet estestvennaØ rimanova metrika

(dA)^2 = ∫ tr (δA)^2dx. (4)

Zamena peremennyh (2) s pomow~¸ sootnoxeniØ ∫ tr (δA)^2dx = ∫ tr (δB_μ + ∇^B_μ (δgg^{−1}))^2dx (5)

OPREDELITEL^ FADDEEVA––POPOVA 145

perenosit fftu metriku na kasatel~nye prostranstva T_B i T_G , a voznika¸wiæ pri perenose opredelitel~ ØvlØetsØ opredelitelem Faddeeva–Popova.

Primenim fftu tehniku k pol¸ ˚nga–Millsa, zapisannomu v forme (1). V off-shell peremennyh dannaØ parametrizaciØ vyraßaetsØ qerez 9 nezavisimyh veliqin: dva ugla θ i φ, zada¸wih toqku na sfere SU (2)/U (1), dva zarØßennyh skalØrnyh polØ ϕ, ψ i abelevo pole ˚nga–Millsa s fiksirovannoæ kalibrovkoæ C_μ. Pri opredelennom vybore napravleniØ v algebre su(2) komponenty polØ B_μ vyglØdØt sledu¸wim obrazom:

B^−_μ = ϕ(∂_μθ − i sin θ∂_μφ) + ψ(∂_μθ + i sin θ∂_μφ) ≡ ϕQ_μ + ψQ̄_μ,

(6a)

B^+_μ = B̄^−_μ = ψ̄Q_μ + ϕ̄Q̄_μ, (6b)

B^3_μ = C_μ + cos θ∂_μφ. (6c)

Kalibrovku polØ C_μ okazyvaetsØ udobno fiksirovat~, naloßiv uslovie Lorenca na tret~¸ komponentu polØ B:

∂_μB^3_μ = ∂_μC_μ + ∂_μ(cos θ∂_μφ) = a(x). (7)

DlØ udobstva dal~neæxih vyqisleniæ vvedem novye peremen- nye Φ = 1 2 (ϕ + ψ̄), (8a) Ψ = i 2 (ψ̄ − ϕ), (8b)

B^1_μ = 1 2 (B^+_μ + B^−_μ ) = ΦQ_μ + ΦQ_μ, (8c)

B^2_μ = −i 2 (B^−_μ − B^+_μ ) = ΨQ_μ + ΨQ_μ. (8d)

ParametrizaciØ (6) poroßdaet netrivial~noe otobraßenie prostranstva T_c, kasatel~nogo k mnogoobrazi¸ C = = {δC_μ, δΦ, δΨ, δθ, δφ} v prostranstvo T_B: δB = S(δC_μ, δΦ, δΦ̄, δΨ, δΨ̄, δθ, δφ)^T ≡ SΔ = = 0 Q_μ Q̄_μ 0 0 α_μ(Φ) β_μ(Φ) 0 0 0 Q_μ Q̄_μ α_μ(Ψ) β_μ(Ψ) P 0 0 0 0 −P sin θ∂_μφ P cos θ∂_μ Δ, (9)

146 T. A. BOLOHOV

zdes~ kak α i β oboznaqeny differencial~nye operatory

α_μ(Φ) = (Φ + Φ̄)∂_μ − i(Φ − Φ̄) cos θ∂_μφ (10)

β_μ(Φ) = −i(Φ − Φ̄) sin θ∂_μ, (11)

a P – ffto proektor, deæstvu¸wiæ na tret~¸ komponentu svØznosti i opredelØemyæ sledu¸wim obrazom:

P ≡ 1 − P^‖ ≡ 1 − ∂_μ�^{−1}∂^∗_μ, � ≡ ∂^∗_μ∂_μ. (12)

Dannoe otobraßenie vmeste s formuloæ (5) proizvodit perenos rimanovoæ metriki (4) na summu prostranstv T_G i T_C : ∫ tr (δA_μ)^2dx = ∫ tr (δB_μ + ∇^B_μ (δgg^{−1}))^2dx = = ∫ (Δ, δgg^{−1})(S^∗, ∇^∗_μ)^T (S, ∇^B_μ )(Δ, δgg^{−1})^T dx. (13)

Budem sqitat~, qto lineænoe otobraßenie S nevyroßdeno, t.e. sredi 12 komponent SΔ imeetsØ rovno 9 nezavisimyh, ili (qto ravnosil~no), qto matrica S^∗S obratima. Togda matricu kvadratiqnoæ formy (13) moßno razloßit~ v proizvedenie nißnei verhnediagonal~nogo somnoßiteleæ: ( S^∗ ∇^∗_μ ) (S ∇^B_μ ) = ( S^∗S S^∗∇^B_μ ∇^∗_μS ∇^∗_μ∇_μ ) = = ( 1 0 ∇^∗_μS(S^∗ S)^−1 1 ) ( S^∗S S^∗∇^B 0 ∇^∗_μ(I − S(S^∗ S)^{−1}S^∗)∇_μ ) . (14)

Takim obrazom, zadaqa raspadaetsØ na dve qasti: vyqislenie opredelitelØ matricy S^∗S i opredelitelØ operatora

∇^∗_μ(I − S(S^∗ S)^−1S^∗)∇_μ. (15)

Rassmotrim snaqala posledniæ. DlØ postroeniØ preobrazovaniØ Bffkke–R¸ff–Stora predpoqtitel~no ispol~zovat~ ne sam operator (15), a koren~ iz nego. PopytaemsØ zapisat~ operator

I − S(S^∗ S)^{−1}S^∗ v vide proizvedeniØ dvuh vzaimno soprØßennyh

operatorov. Zametim, qto dannoe vyraßenie ØvlØetsØ proektorom na ortogonal~noe dopolnenie k obrazu matricy S, deæstvitel~no:

(I − S(S^∗ S)^{−1}S^∗)SΔ = 0,

(I − S(S^∗ S)^{−1}S^∗)^2 = I − S(S^∗ S)^{−1}S^∗.

OPREDELITEL^ FADDEEVA––POPOVA 147

Postroim fftot proektor, ishodØ iz vida parametrizacii (6), (8) i otobraßeniØ (9). Iz 12-ti komponent kasatel~nogo vektora δB = SΔ tol~ko 9 ØvlØ¸tsØ nezavisimymi, sledovatel~no, moßno naæti 3 nezavisimyh lineænyh sootnoxeniØ, svØzyva¸- wih ffti komponenty. Pervoe sootnoxenie sleduet iz kalibrovoqnogo usloviØ (7):

∂_μδB^3_μ = 0. (16)

Drugie dva moßno poluqit~, ispol~zuØ nelineænye kalibrovoqnye usloviØ, naædennye R. Kaxaevym (sm. v [2]) dlØ dvuh pervyh komponent polØ B:

dB^1 ∧ B^1 ∧ B^2 = 0, (17a)

dB^2 ∧ B^1 ∧ B^2 = 0. (17b)

Iz fftih usloviæ sledu¸t dva lineænyh sootnoxeniØ na komponenty kasatel~nogo vektora δB:

B^1 ∧ B^2 ∧ dδB^1 − dB^1 ∧ B^2 ∧ δB^1 + dB^1 ∧ B^1 ∧ δB^2 = 0, (18a)

−dB^2 ∧ B^2 ∧ δB^1 + B^1 ∧ B^2 ∧ dδB^2 − dB^2 ∧ B^1 ∧ δB^2 = 0. (18b)

Ob¨edinim lineænye formy, uqastvu¸wie v sootnoxeniØh (18), (16) v 3 × 12 matricu

R^∗=

B^1 ∧ B^2 ∧ d · −dB^1 ∧ B^2 ∧ · dB^1 ∧ B^1 ∧ · 0 −dB^2 ∧ B^2 ∧ · B^1 ∧ B^2 ∧ d · −dB^2 ∧ B^1 ∧ · 0 0 0 ∂^∗_μ (19) oblada¸wu¸ svoæstvom R^∗δB = R^∗SΔ = 0. Nezavisimost~ usloviæ (18), (16) pozvolØet vybrat~ graniqnye usloviØ takim obrazom, qto matriqnyæ 3 × 3 operator R^∗R okazyvaetsØ obratimym. Postroennyæ s ego pomow~¸ operator

R(R^∗R)^{−1}R^∗ ØvlØetsØ ortogonal~nym proektorom:

(R(R^∗R)^{−1}R^∗)^2 = R(R^∗R)^{−1}R^∗,

imeet korazmernost~ 9 i po postroeni¸ ortogonalen operatoru

S(S^∗ S)^{−1}S^∗:

R(R^∗R)^{−1}R^∗S(S^∗ S)^{−1}S^∗ = 0.

148 T. A. BOLOHOV

Sledovatel~no,

I − S(S^∗ S)^{−1}S^∗ = R(R^∗R)^{−1}R^∗.

Takim obrazom, iz operatora (15) formal~no moßet byt~ izvleqen kvadratnyæ koren~:

∇^∗_μ(1 − S(S^∗ S)^−1S^∗)∇_μ = ((R^∗R)^−1^/2R^∗∇_μ)^∗(R^∗R)^−1^/2R^∗∇_μ.

Analogom operatora �^{−1/2}∂^∗_μ(∂_μ + B_μ·), stoØwego v opredelitele Faddeeva–Popova dlØ svØznosti s Lorencovoæ kalibrovkoæ v dannom sluqae ØvlØetsØ vyraßenie

(R^∗R)^{−1/2}R^∗(∂_μ + B_μ·). (20)

2. Vklad zameny peremennyh

Esli vyraßenie (20) (a toqnee ego kvadrat (15)) voznikaet v opredelitele kak proektor na ortogonal~noe dopolnenie k kasatel~nomu prostranstvu T_B, to poØvlenie matricy S^∗S svØzano neposredstvenno s zamenoæ peremennyh (6), (8). Poprobuem predstavit~ matricu S^∗S v vide proizvedeniØ verhne- i nißnediagonal~noæ matric. Razob~em ee na bloki: S^∗S = P 0 D 0 Q^2 E D^∗ E^∗ F + D^∗D , tak qto D = (−P sin θ∂_μφ P cos θ∂_μ),

E = Q_μα_μ(Φ) Q_μβ_μ(Φ) Q̄_μα_μ(Φ) Q̄_μβ_μ(Φ)

Q_μα_μ(Ψ) Q_μβ_μ(Ψ) Q̄_μα_μ(Ψ) Q̄_μβ_μ(Ψ) ,

F = ( α^∗_μ(Φ)α_μ(Φ) + α^∗_μ(Ψ)α_μ(Ψ) α^∗_μ(Ψ)β_μ(Ψ) + α^∗_μ(Ψ)β_μ (Ψ) β^∗_μ(Φ)α_μ(Φ) + β^∗_μ(Ψ)α_μ(Ψ) β^∗_μ(Φ)β_μ(Φ) + β^∗_μ(Ψ) )

a Q^2 – ffto 4 × 4 matrica, ime¸waØ na diagonali dva bloka Q = ( Q_ηQ_η Q_ηQ̄_η Q̄_ηQ_η Q̄_ηQ̄_η ) . (21)

Budem predpolagat~, qto opredelitel~ matricy Q, ravnyæ

4 sin^2 θ((∂_μθ∂_μφ)^2 − (∂_μθ)^2(∂_μφ)^2),

OPREDELITEL^ FADDEEVA––POPOVA 149

ne obrawaetsØ v nol~. �to uslovie, v qastnosti, garantiruet, qto vektora ∂_μθ i ∂_μφ ne kollinearny, i zamena peremennyh (6) i (8) nevyroßdena. Togda v kaqestve nißnediagonal~noæ matricy moßno vzØt~

1 0 0 0 1 0 D^∗ E^∗Q^{−2} 1 , a v kaqestve verhnediagonal~noæ – matricu P 0 D 0 Q^2 E 0 0 F − E^∗Q^{−2}E . Opredelitel~ matricy S^∗S raskladyvaetsØ v proizvedenie opredeliteleæ matric Q^2 i F − E^∗Q^{−2}.

Matricy F i E^∗Q^{−2}E ime¸t obwie somnoßiteli, ih raznost~ moßet byt~ zapisana v vide odnoæ matricy ( α�¯(Φ)q¯˚α˚ (Φ) + α�¯(Ψ)q¯˚α˚ (Ψ) α�¯(Φ)q¯˚β˚ (Φ) + α�¯(Ψ)q¯˚β˚ (Ψ) β�¯(Φ)q¯˚α˚ (Φ) + β�¯(Ψ)q¯˚α˚ (Ψ) β�¯(Φ)q¯˚β˚ (Φ) + β�¯(Ψ)q¯˚β˚ (Ψ) ) (22) gde q^{μν} = g^{μν} − Det Q^{−1}(Q_μQ_νQ̄_ηQ̄_η − Q_μQ̄_νQ_ηQ̄_η−

− Q_νQ̄_μQ_ηQ̄_η + Q̄_μQ̄_ν Q_ηQ_η).

Matrica q^{μν} obladaet svoæstvami proektora na ortogonal~noe dopolnenie k lineænoæ oboloqke vektorov Q_μ i Q̄_μ, deæstvitel~- no: q^{μν} Q_ν = Q_μ − Det Q^{−1}(Det QQ_μ) = 0, (23)

q^{μν}Q̄_ν = Q̄_μ − Det Q^{−1}(Det QQ̄_μ) = 0, (24)

q^{μη} q^{ην} = q^{μν} , (25)

a znaqit q^{μν}∂_ν θ = q^{μν} ∂_ν φ = 0. Moßno podstavit~ v matricu (22) vyraßeniØ dlØ operatorov α, β i, proizvedØ sokraweniØ, poluqit~ differencial~nyæ opera- tor ∂�¯ ( (Re Φ)2 + (Re Ψ)2 (Re Φ Im Φ + Re Ψ Im Ψ) sin θ (Re Φ Im Φ + Re Ψ Im Ψ) sin θ ((Im Φ)2 + (Im Ψ)2) sin2 θ ) q¯˚∂˚. (26)

150 T. A. BOLOHOV

3. Zakl¸qenie Provedennye vyqisleniØ pokazali, qto opredelitel~ Faddeeva–Popova dlØ svØznosti, zapisannoæ v dual~nyh peremennyh razbivaetsØ na dve estestvennye qasti: kvadrat opredelitelØ operatora (20):

(R^∗R)^{−1/2}R^∗∇_μ(∂_μ + B_μ·) (27)

i opredelitel~ matriqnogo differencial~nogo operatora (26), umnoßennogo na skalØr 4 sin^2 θ((∂_μθ∂_μφ)^2 − (∂_μθ)^2(∂_μφ)^2). Privedennye vyxe rassußdeniØ verny lix~ v situacii, kogda nelineænaØ parametrizaciØ (6) ne imeet osobennosti, i matrica (21) obratima.

Avtor vyraßaet blagodarnost~ svoemu nauqnomu rukovoditel¸ L. D. Faddeevu, a takße A. G. Bycko za poleznye zameqaniØ.

Literatura

1. L. D. Faddeev and A. J. Niemi, — Phys. Rev. Lett. 82 (1999), 1624. 2. L. D. Faddeev and A. J. Niemi, — Phys. Rev. Lett. B464 (1999), 90; preprint hep-th/9907180.

3. A. A. Slavnov, L. D. Faddeev, Vvedenie v kvantovu¸ teori¸ kalibrovoqnyh poleæ. Nauka, M. (1988).

4. O. Babelon and C. M. Viallet, — Phys. Lett. B85 (1979), 246. 5. O. Babelon and C. M. Viallet, — Comm. Math. Phys. 81 (1981), 515.

Bolokhov T. A. Faddeev–Popov determinant for the SU (2) Yang–Mills field in partially-dual variables.

The Faddeev–Popov determinant emerging in the partially-dual decomposition of the SU (2) Yang–Mills field is being studied in the this paper.

Postupilo 24 ØnvarØ 2000 g. S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet