Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 269, 2000 g.

A. I. Vinogradov Z-FUNKCI˚ SEL^BERGA I GIPOTEZA LINDEL´FA

PamØti A. G. Izergina (1945–1999)

Vvedenie V svØzi s gipotezoæ Linnika [1] Sel~berg vvel Z-funkci¸ [2]: Z_{m,n}(s) = ∞∑ c=1 S(m, n; c) c^{2s} , Re s > 3/4, (0.1)

gde S(m, n; c) – summa Kloostermana peremennogo modulØ c ¿ 1 i fiksirovannyh parametrov m ¿ 1 i n ¿ 1 [4].

V toæ ße rabote [2] Sel~berg prodolßil Z-funkci¸ (0.1) v levu¸ poluploskost~ Re s 6 3/4 spektral~nym metodom, otkuda sledovalo, qto ona regulØrna v pravoæ poluploskosti Re s > 1/2 i meromorfna v levoæ: Re s 6 1/2.

Granica absol¸tnoæ shodimosti Re s = 3/4 opredelØetsØ ocenkoæ A. VeælØ [3] dlØ summ Kloostermana [4]: S(m, n; c) ≪ τ (c) · √ c. (0.2)

Konstanta v ocenke (0.2) zavisit ot fiksirovannyh parametrov m i n: τ (c) = ∑ d/c 1. (0.3)

Iz raboty [2] sleduet ocenka: Z_{m,n}(s) ≪ |s| /( σ − 1 2 ) , Re s > 1 2 . (0.4)

Rabota vypolnena pri finansovoæ podderßke Rossiæskogo fonda Fundamental~nyh issledovaniæ, grant No. 99-01-00102. 151

152 A. I. VINOGRADOV Konstanta v ocenke (0.4) takße zavisit ot m i n. Pri fftom iz gipoteza Petersona dlØ nulevogo vesa [10] sleduet, qto ffta konstanta ravna proizvedeni¸ τ (m)· τ (n), gde funkciØ τ opredelena ravenstvom (0.3).

Ocenka (0.4) byla suwestvenno uluqxena v oblasti Re s = σ ¿ 1/2 + ε v rabote [5]: Z_{m,n}(s) ≪ |s|^{2·(3/4−σ+ε)}, (0.5) gde σ ∈ (1/2 + ε), 3/4 + ε), ε > 0 – skol~ ugodno malo, no fiksirovano.

Tem ne menee ocenka (0.4) imeet preimuwestvo pered ocenkoæ (0.5) v maloæ okrestnosti kritiqeskoæ prØmoæ: 1 2 < σ 6^1_2 + ε,

gde ocenka (0.5) perestaet rabotat~.

Iz ocenki (0.4) vidno, qto pri (σ − 1/2) → +0, Z-funkciØ Sel~berga imeet meromorfnyæ rost pervoæ stepeni otnositel~- no raznosti (σ − 1/2) → +0.

V fftoæ rabote my usilim ocenku (0.4), zameniv ee drugoæ: Z_{m,n}(s)(s) ≪ √ |s| ( σ − 1/2 ) log^2 ( |s| + 1 ) , σ > 1 2 . (0.6)

Otmetim, qto ocenka (0.6) byla poluqena v rabote [9]. Zdes~ predloßen novyæ variant ee dokazatel~stva, kotoryæ navodit na mysl~, qto na samom dele vmesto ocenki (0.6) vozmoßno spravedliva gipoteza Lindelœfa v meromorfnom variante: Z_{m,n}(s)(s) ≪ |s|^ε ( σ − 1/2 ), 0 < ( σ − 1/2 ) 6^1√_{|s|} , (0.7)

gde ε > 0 – skol~ ugodno malo, no fiksirovano, konstanta v ocenke (0.7) zavisit ot parametrov (m, n, ε).

Otmetim, qto iz ocenki (0.6) po vypuklosti sleduet ocenka (0.5).

§1. Qastnoe summirovanie

Voz~mem Z-funkci¸ (0.1) v oblasti Re s ¿ 2 i razob~em c^{−2·s} na dva mnoßitelØ c^{−2·s} = c^{−2·α} · c^{−2(s−α)},

Z–FUNKCI˚ SEL^BERGA I GIPOTEZA LINDEL´FA 153 gde α > 0 – proizvol~noe, fiksirovannoe iz intervala α ∈ (0, 1], posle qego primenim k Z-funkcii qastnoe summirovanie s vesovoæ funkcieæ c^{−2α}. V rezul~tate poluqim dlØ Z-funkcii integral~noe predstavlenie: Z_{m,n}(s) = 2 · α · ∞∫ 1 v(x) x^{1+2α} dx, (1.1) gde v(x) = ∑ c6x S(m, n; c) c^{2(s−α)} . (1.2)

S pomow~¸ razryvnogo integral~nogo operatora ravenstvo (1.1) privoditsØ k novomu vidu: Z_{m,n}(s) = α 2πi ∫ 0<Re w<α Z_{m,n}(s + w − α) w · (w − α) dw. (1.3) Integral (1.3) idœt po beskoneqnoæ vertikal~noæ prØmoæ Re w = v_0, gde v_0 – l¸boe fiksirovannoe iz intervala 0 < v_0 < α.

Perehod ot predstavleniØ (1.1) k (1.3) legko obosnovat~ v oblasti Re s ¿ 2, kotoru¸ my rassmatrivaem pri α ∈ (0, 1]. V fftom sluqae dlØ summy (1.2) spravedliva ocenka: v(x) ≪ 1, (1.4) kotoraØ srazu sleduet iz ocenki A. VeælØ (0.2) dlØ summ Kloostermana. Pofftomu integral v pravoæ qasti (1.1) moßno zamenit~ koneqnym integralom s ostatkom: Z_{m,n}(s) = 2 · α · x0∫ 1 v(x) x^{1+2α} dx + O ( x^{−2α}_0 ) , (1.5)

gde x_0 > 1 – l¸boe fiksirovannoe.

Privedenie koneqnogo integrala (1.5) k vidu (1.3) s ograniqeniem | Im w| 6 x_0 uße standartnaØ zadaqa. UstremlØØ zatem x_0 → ∞ poluqaem predstavlenie (1.3).

OstavaØs~ v oblasti Re s ¿ 2 sdelaem lineænu¸ zamenu peremennoæ integrirovaniØ: (w − α) → w. V rezul~tate ravenstvo (1.3) primet vid: Z_{m,n}(s) = α 2πi ∫ −α<Re w<0 Z_{m,n}(s + w) dw (w + α) · w . (1.6)

154 A. I. VINOGRADOV PerehodØ v Ødre (1.6) na Øzyk spektral~nogo predstavleniØ Zfunkcii Sel~berga iz rabot [6, 8]: Z_{m,n}(s + w) = ( Z^{cusp}_{m,n} + Z^{con}_{m,n} + Z^{disc}_{m,n} ) (s + w), (1.7) i, pol~zuØs~ ocenkoæ (0.6), my vidim, qto integral (1.6) absol¸tno shoditsØ v oblasti Re(s + w) > 1 2 . (1.8)

Esli Re s = σ ¿ 1/2 + α, togda uslovie (1.8) soglasuetsØ so vsem diapazonom na vewestennu¸ qast~ kontura (1.6). Qtoby prodolßit~ integral (1.6) po s v levu¸ poluploskost~ Re s < 1/2 + α, sdvinem kontur (1.6) vpravo, v oblast~ Re w ∈ (−σ +1/2, 0). V rezul~tate ravenstvo (1.6) moßno budet analitiqeski prodolßit~ na vs¸ pravu¸ poluploskost~ Re s > 1/2 s pomow~¸ integral~- nogo predstavleniØ: Z_{m,n}(s) = α 2πi ∫ Re w=−v0 Z_{m,n}(s + w) (w + α) · w dw, (1.9) gde v_0 > 0 – l¸boe fiksirovannoe iz otkrytogo intervala: 0 < v_0 < min(α, σ − 1/2). (1.10) PodstavlØØ v Ødro (1.9) pravu¸ qast~ (1.7) my razob~em integral~noe predstavlenie (1.9) na tri qasti: Z_{m,n}(s) = J^{cusp}_{m,n} (s) + J^{con}_{m,n}(s) + J^{disc}_{m,n}(s), (1.11) gde J^{disc}_{m,n}(s) = α 2πi ∫ Re w=−v0 Z^{disc}_{m,n}(s + w) dw (w + α)w . (1.12)

Analogiqno opredelØ¸tsØ dve drugie integral~nye komponenty pravoæ qasti (1.11). Naibolee vaßnoæ ØvlØetsØ diskretanØ integral~naØ komponenta (1.12), pofftomu s nee my i naqnem.

§2. DiskretnaØ integral~naØ komponenta Napomnim, qto diskretnaØ komponenta pravoæ qasti (1.7) opredelØetsØ ravenstvom

Z^{disc}_{m,n}(s) = ∞∑ j=1 α_j(m, n) · h(–_j, s) ( 2π √ m · n )_{1−2s} , (2.1)

Z–FUNKCI˚ SEL^BERGA I GIPOTEZA LINDEL´FA 155 gde α_j(m, n) = ρ_j (m) · ρ_j (n) · (ch π–_j)^{−1} = α_j · t_j (m) · t_j(n);

α_j = α_j(1, 1) =

|ρ_j (1)|^2 ch π–_j ρ_j (m) = ρ_j (1) · t_j (m) – ffto kofffficient Fur~e j-oæ sobstvennoæ funkcii f_j (z) diskretnogo spektra operatora Laplasa

Δ = −J^2 · ( ∂^2 ∂x^2 + ∂^2 ∂y^2 ) ; t_j(m) – sobstvennoe qislo m-go operatora Gekke T_m, m ¿ 1:

T_m · f_j (z) = t_j(m) · f_j (z).

DlØ sobstvennogo qisla t_j(m) spravedliva gipoteza Petersona [10]: |t_j(m)| 6 τ (m) = ∑ d|m 1, (2.2)

h(r, s) = 1 2 sin π · s · Γ(s − 1/2 − ir) · Γ(s − 1/2 + ir). (2.3)

Podrobnosti vyvoda ravenstva (2.1) moßno naæti v rabote [6].

ZamenØØ v ravenstve (2.1) argument s na (s + w) i, podstavlØØ (2.1) v Ødro integrala (1.12), sdvinem zatem kontur (1.12) vlevo na prØmu¸ Re(w + s) = 0. Pri fftom budem sqitat~, qto Re s ∈ ( 1 2 , 3 4 ) , α = 3 4 + ε, ε ∈ ( 0, 1 4 ) , t.e. ε > 0 – l¸boe fiksirovannoe iz intervala (0, 1/4).

V rezul~tate my proædem seri¸ pol¸sov funkcii h(–_j, s + w) v toqkah w = − ( s − 1 2 ) ∓ i–j (2.4)

i, po teoreme Koxi i vyqetah, preobrazuem ravenstvo (1.12) k novomu vidu: J^{disc}_{m,n}(s) = −α · W_{m,n}(s) − α · W_{m,n}(s) + α 2πi ∫ Re(w+s)

( · ), (2.5)

156 A. I. VINOGRADOV gde W_{m,n}(s) = ∞∑ j=1 α_j(m, n) · (2π √ m · n)^{2i}–^j · Γ(2i–_j) (s − 1/2 − i–_j ) · (α + 1/2 − s + i–_j) ch π–_j (2.6)

Ødro v integrale pravoæ qasti (2.5) to ße samoe, qto i v (1.12). DlØ fftogo integrala spravedliva ocenka: α 2πi ∫ Re(w+s)=0 ( · ) ≪ τ (m) · τ (n) √ m · n · log^2(|s| + 1). (2.7)

Qtoby poluqit~ ocenku (2.7) sleduet zametit~, qto dlØ funkcii h pri Re s = 0 (t.e. s = it) spravedliva ocenka: (r ¿ 0) h(r, it) ≪ min(1, e^{−π(r−|t|)}) (1 + |t − r|) · (1 + |t + r|) . (2.8)

Krome togo, dlØ l¸bogo sdvinutogo ediniqnogo intervala spravedliva ocenka: ∑ b≪|a−–_j |6b+1 α_j ≪ (a + b + 2) log(a + b + 2), a ¿ 0, b ¿ 0. (2.9)

Konstanta v ocenke (2.9) absol¸tnaØ. Neravenstvo (2.9) srazu sleduet iz teoremy 6, (sm. [6]).

PodstavlØØ v (2.1) ocenku (2.8) pri r = –_j i zatem, ispol~zuØ ocenku (2.9), poluqaem: Z^{disc}_{m,n}(s) ≪ τ (m) · τ (n) · √ m · n · log^2(|s| + 2), (2.10)

gde Re s = 0.

ZamenØØ v ocenke (2.10) argument s na (s + w) i podstavlØØ eœ v Ødro integrala (2.5), poluqaem ocenku (2.7).

Otmetim, qto ocenka (2.7) sravnitel~no grubaØ po arifmetiqeskim parametram m i n, t.k. v neæ prisutstvuet mnoßitel~ √ m · n. �to skazyva¸tsØ izderßki metoda, kotoryæ perevodit ocenku Z-funkcii Sel~berga iz pravoæ poluploskosti Re s > 1/2 v levu¸ poluploskost~ Re s 6 0. �tot metod daet horoxu¸ shodimost~ rØda po –_j i, kak sledstvie, horoxu¸ ocenku po osnovnomu parametru s, no uhudxaet ee po arifmetiqeskim parametram m i n. Pofftomu ego vygodno ispol~zovat~ pri fiksirovannyh m i n. Integral (2.7) ØvlØetsØ ostatkom v pravoæ qasti (2.5).

Z–FUNKCI˚ SEL^BERGA I GIPOTEZA LINDEL´FA 157 Oceniv ego porØdok, my teper~ pereædem k ocenke glavnoæ qasti, t.e. summy W_{m,n} iz (2.6). OcenivaØ fftu summu po modul¸ ee slagaemyh, poluqaem iz (2.6) neravenstvo: W_{m,n}(s) ≪ ∞∑ j=1 τ (m) · τ (n) · (√–_j)^{−1} (σ − 1/2 + |t − –_j|)(1 + |t − –_j |)

. (2.11)

Ne naruxaØ obwnosti moßno sqitat~, qto t ¿ 0, t.k. pri t 6 0 summy W_{m,n} i W_{m,n} menØ¸tsØ mestami.

Glavnoæ qast~¸ summy (2.11) ØvlØetsØ interval summirovaniØ |t − –_j| 6 1; pri fftom moßno sqitat~, qto t ¿ 3, t.k. ostavxiæsØ interval (0 6 t 6 3) trivialen s toqki zreniØ porØdka po t.

DlØ fftoæ qasti summy (2.11) poluqaem ocenku: ∑ |t−–j |61 ( · ) ≪ τ (m) · τ (n) ·^{√t}_{(σ−1/2)} log t. (2.12)

DlØ beskoneqnogo “hvosta” summy (2.11) s usloviem –_j ¿ 3/2t spravedliva ocenka: ∑ –j ¿3/2t^{( · ) ≪} τ (m)·τ (n) √ t . (2.13)

Ostavxu¸sØ qast~ summy (2.11) s usloviØmi –_j ∈ (0, 3/2t) i |t −

–j| ¿ 1, razdelim na dve qasti. K qasti I otnesem interval –j ∈^(0,^1_2 t^), (2.14)

dlØ kotorogo uslovie |t − –_j| ¿ 1 vypolnØetsØ po trivial~noæ priqine.

K qasti II otnesem interval ( 1 2 t 6 –j 6^3_2 t^), |t − –j| ¿ 1. (2.15)

Qast~ summy (2.11) s usloviem (2.14) (no bez kofffficienta τ (m)· τ (n)) ne prevoshodit po svoemu porØdku veliqiny: 1 t^2 ∑ –j 61/2t 1 √–j^{≪ 1√}t^{. (2.16)}

158 A. I. VINOGRADOV Vmeste s kofffficientom τ (m) · τ (n) ona togo ße porØdka, qto i summa (2.13).

Qast~ summy (2.11) s usloviem (2.15) my razob~em na “Øwiki” vida:

n 6 |t − –j | 6 n + 1, 1 6 n 6^1_2 t.

V kaßdom iz fftih Øwikov spravedliva ocenka (√–j^{)−1} ≪^1√_t . Pofftomu qast~ summy (2.11) s usloviem (2.15) (no bez kofffficienta τ (m) · τ (n)) ne prevoshodit summy “Øwikov” vida: 1 √ t ∑ 16n61/2t 1 n^2 ∑ n6|t−–j |6n+1 α_j. (2.17)

PodstavlØØ v (2.17) ocenku (2.9), poluqaem dlØ nee porØdok √ t · log t. Vmeste s kofffficientom τ (m) · τ (n) poluqaetsØ veliqina porØdka τ (m) · τ (n) · √ t · log t. (2.18)

�ta veliqina ne prevoshodit pravoæ qasti (2.12), t.k. σ ∈ ( 1 2 , 3 4 ] . Sledovatel~no, sredi ocenok (2,12)–(2.18) veliqina (2.12) imeet maksimal~nyæ porØdok, pofftomu ona i daet obwu¸ ocenku dlØ W_{m,n}: W_{m,n}(s) ≪ τ (m) · τ (n) · √ |s| (σ − 1/2) · log(|s| + 1). (2.19)

Zameniv v pravoæ qasti (2.19) parametr t = Im s veliqinoæ |s|, my tem samym vkl¸qili v ocenku (2.19) i naqal~nyæ interval

0 6 |t| 6 3, t.k. po uslovi¸ Re s = σ > 1/2.

PodstavlØØ (2.19) i (2.7) v (2.5), poluqaem obwu¸ ocenku dlØ diskretnoæ qasti ishodnogo integrala

J^{disc}_{m,n}(s) ≪ τ (m) · τ (n) [ √ |s| (σ − 1/2) + √ m · n ] log^2(|s| + 1). (2.20)

Z–FUNKCI˚ SEL^BERGA I GIPOTEZA LINDEL´FA 159 Iz fftoæ ocenki vidno, qto ona stanovitsØ optimal~noæ pri m = n = 1.

DlØ dvuh drugih komponent pravoæ qasti (1.11) poluqaem ocenku, ispol~zuØ ih Øvnyæ vid v poluploskosti Re s > 1/2 (sm. [6]):

J^{con}_{m,n}(s) + J^{cusp}_{m,n} (s) ≪ τ (m) · τ (n) · log^2(|s| + m + n). (2.21)

Ocenki (2.20) i (2.21), podstavlennye v (1.11), privodØt k okonqatel~noæ ocenke Z-funkcii Sel~berga v pravoæ poluploskosti Re s > 1/2: Z_{m,n} ≪ √ |s| (σ − 1/2) · log^2(|s| + 1). (2.22)

Konstanta v ocenke (2.22) zavisit ot m i n. Otmetim, qto vo vseh predyduwih sluqaØh konstanty v ocenkah byli absol¸tnye, s Øvnoæ zavisimost~¸ ot treh parametrov (m, n, |s|). Pofftomu zavisimost~ konstanty v (2.22) ot (m, n) ffffektivnaØ. Iz ocenki (2.22) poluqaetsØ ocenka Gol~dfel~da–Sarnaka [5] po principu vypuklosti.

§3. MeromorfnaØ gipoteza Lindelœfa

Iz ocenki (2.22) sleduet ta skorost~, s kotoroæ Z_{m,n}(s) → ∞, kogda (σ − 1/2) → +0. �ta skorost~ zavisit ot ocenki ostatka v teoreme 6, (sm. [6]), kotoru¸ my privedem zdes~ dlØ parametra n = 1.

Teorema 6 [6]. DlØ l¸bogo t ¿ 3 spravedlivo asimptotiqeskoe

ravenstvo: ∑ –j 6t^{αj =} 1 π^2 t^2 + O(t · log t). (3.1)

Napomnim, qto α_j = |ρ_j (1)|^2 / ch π–_j . Ravenstvo (3.1) moßno rassmatrivat~ kak vesovu¸ asimptotiku Germana VeælØ, klassiqeskiæ vid kotoroæ my takße privedem dlØ sravneniØ s (3.1).

Teorema (German Veæl~). DlØ diskretnoæ gruppy SL(2, Z) pri

l¸bom t ¿ 3 spravedlivo asimptotiqeskoe ravenstvo: ∑ –j 6t^{1 =} 1 12 · t^2 + O(t · log t). (3.2)

160 A. I. VINOGRADOV

Sravnenie glavnyh qlenov pravyh qasteæ (3.1) i (3.2) pokazyvaet, qto v srednem α_j ∼= 12/π^2.

V asimptotike (3.2) seæqas vydelen vtoroæ glavnyæ qlen [7]: ∑ –j 6t^{1 =} 1 12 · t^2 + t · f(log t) + O [ t ( log log t log t )_{1/2}] , (3.3)

gde f(x) = ax + b, s Øvnymi kofffficientami a i b.

Otmetim, qto asimptotika (3.3) vypisana v [7] na Øzyke sobstvennyh qisel λ_j 6 X, v to vremØ, kak v (3.3) ona perevedena na Øzyk parametra –_j = √ λ_j − 1/4, kotoryæ ispol~zuetsØ v fftoæ rabote. No principial~noæ raznicy zdes~ net. Otliqie tol~ko v normirovke intervala summirovaniØ s kotorym my rabotaem. Qtoby perevesti asimptotiku (3.3) obratno na Øzyk raboty [7] nado zamenit~ parametr t v pravoæ qasti (3.3) ishodØ iz ravenstva: t = √ X − 1/4. Nekotorye navodØwie soobraßeniØ govorØt v pol~zu gipotezy o tom, qto istinnyæ ostatok v pravoæ qasti (3.3) imeet porØdok t^{12 +ε} (3.4)

s l¸bym fiksirovannym ε > 0.

Drugimi slovami, moßno predpoloßit~, qto dlØ summy v levoæ qasti (3.3) spravedliva gipoteza tipa problemy kruga s dvumØ qlenami asimptotiki i ostatkom vida (3.4).

�ta analogiØ stanovitsØ bolee qetkoæ, esli pereæti s Øzyka parametra –_j = √ λ_j − 1/4 na Øzyk sobstvennyh qisel λ 6 X, t.e.

na Øzyk raboty [7]. V fftom sluqae ostatok (3.4) budet zamenen veliqinoæ porØdka X^{14 +ε}, (3.5)

qto v toqnosti sovpadaet s gipotetiqeskim ostatkom v probleme kruga.

Asimptotiki (3.1) i (3.2) tesno svØzany meßdu soboæ (sm. po fftomu povodu [11]). Pofftomu gipotetiqeskie soobraßeniØ ob ostatke (3.4) v asimptotike (3.3) toqno takße otnosØtsØ i k asimptotike (3.1). DlØ nee takße moßno predpoloßit~ spravedlivost~ gipotezy tipa problemy kruga: ∑ –j 6t^{αj =} 1 π^2 t^2 + t · f_1(log t) + O ( t^{12 +ε} ) , (3.6)

Z–FUNKCI˚ SEL^BERGA I GIPOTEZA LINDEL´FA 161 gde f_1(x) = a_1x + b_1 s drugimi kofffficientami a_1 i b_1, neßeli f(x) iz (3.3).

Esli ishodit~ iz ravenstva (3.6), togda ocenku (2.22) moßno suwestvenno usilit~ pri (σ−1/2) → +0. DlØ fftogo sleduet zametit~, qto iz (3.6) sleduet ne trivial~naØ ocenka dlØ koliqestva

–j v malyh “Øwikah” vida:

a_k(t) = ∑ kp_t 6|–_j −t|6^{k+1}p_t

≪ t^{12 +ε}, 0 6 k 6 √ t. (3.7)

Ocenka (3.7) pozvolØet izmenit~ ocenku summy (2.12). DlØ fftogo snaqala razob~em summu (2.12) na malye “Øwiki”: ∑ 06|–j −t|61 ( · ) 6 ∑ 06k6^√t ∑ kp_t 6|–_j −t|6^{k+1}p_t

( · ). (3.8)

Dal~xe zametim, qto dlØ k-go “Øwika” pravoæ qasti (3.8) spravedliva ocenka: ∑ kp_t 6|–_j −t|6^{k+1}p_t

( · ) ≪^{ak (t)} (σ−1/2) √ t+k , (3.9)

gde a_k(t) opredeleno v (3.7).

PodstavlØØ (3.9) v (3.8) i vydelØØ nulevoæ “Øwik” pri k = 0, privedem ocenku (3.8) k novomu vidu ∑ 06|–j −t|61^{( · ) ≪} a0(t) (σ−1/2) √ t+x + √ t∑ k=1 a_k(t) k . (3.10)

PodstavlØØ (3.7) v (3.10) privedem ocenku (2.12) k novomu vidu: ∑ 06|–j −t|61^{( · ) ≪ t} ε [( σ −^1_2 )_{−1} + √ t ] . (3.11)

Ostal~nye ocenki, naqinaØ s (2.13), osta¸tsØ temi ße samymi. Pofftomu ocenka (2.19) prinimaet toqnyæ vid: W_{m,n}(s) ≪ t^ε · [( σ − 1 2 )_{−1} + √ t ] . (3.12)

Konstanty v ocenkah (3.10), (3.11) i (3.12) zavisØt ot parametrov m i n.

162 A. I. VINOGRADOV

Analogiqno utoqnØetsØ i ocenka (2.22): Z_{m,n}(s) ≪ |s|^ε [( σ − 1 2 )_{−1} + √ |s| ] . (3.13)

Iz ocenki (3.13) sleduet, qto v uzkom intervale, rØdom s kritiqeskoæ prØmoæ: 0 < ( σ − 1 2 ) 6^1√_{|s|} (3.14)

dlØ Z-funkcii Sel~berga spravedliva meromorfnaØ gipoteza Lindelœfa Z_{m,n}(s) ≪ |s|^ε (σ − 1/2) . (3.15)

Napomnim, qto ocenka (3.15) ØvlØetsØ sledstviem gipotetiqeskoæ asimptotiki (3.6).

Literatura

1. Yu. V. Linnik, Additive problems and eigenvalues of the modular operators. Proc.

Intern. Congr. Math. Stockholm 1963, pp. 270–284.

2. A. Selberg, On the estimation of Fourier coefficients of modular forms. Proc.

Sympos. Pure Math., V. 8. Number Theory. Providence, R. T., Am. Math. Soc. (1965), pp. 1–15.

4. H. D. Kloosterman, On the representation of number in the form ax2 + by2 + cz2 + dt2. — Acta Math. 49 (1926), 407–464.

5. D. Goldfeld, P. Sarnak, Sums of Kloosterman sums. — Invent. Math. 71 (1983), 243–250.

6. N. V. Kuznecov, Gipoteza Petersona dlØ paraboliqeskih form vesa nul~ i gipoteza Linnika. I. Summa summ Kloostermana. — Mat. Sb. 111, No. 3 (1980), 334–383.

7. N. V. Kuznecov, Asimptotiqeskie formuly dlØ sobstvennyh znaqeniæ operatora Laplasa na fundamental~noæ oblasti modulØrnyh grupp. Preprint DVNC AN SSSR 1978.

8. J.-M. Deshouillers, H. Jwaniec, Kloosterman sums and Fourier coefficients of cusp forms. — Invent. Math. 70, No. 2 (1982), 219–283.

9. A. I. Vinogradov, Z-funkciØ Sel~berga. Lokal~nyæ podhod. Zap. nauqn.

semin. POMI, 260, (1999), 298–316.

10. A. I. Vinogradov, Gipoteza Petersona dlØ nulevogo vesa. I. Zap. nauqn.

semin. POMI, 249, (1997), 118–153; II. Internet www PdmI.ras ru jPreprintj

1999/index html, No. 18.

11. A. I. Vinogradov, Svertki Rankina i rØdy Dirihle¸ I. Internet www

PdmI.ras ru jPreprintj 1999/index html, No. 15 I.

Z–FUNKCI˚ SEL^BERGA I GIPOTEZA LINDEL´FA 163 Vinogradov A. I. The Selberg Z-function and the Lindelöf conjecture. It is proved that, under some assumptions, the Selberg Z-function Z(s) is of order t^ε/(σ −^1_2 ) in a sufficiently small neighborhood of the critical straight line σ >^1_2 , t ¿ 1, and ε > 0 is an arbitrary small but fixed.

Postupilo 24 dekabrØ 1999 g.

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im.V. A. Steklova RAN