Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 269, 2000 g.

E. V. Damaskinskiæ, P. P. Kulix

SIMMETRII, SV˚ZANNYE S URAVNENIEM ˚NGA–BAKSTERA I URAVNENIEM OTRAȷENI˚

PosvØwaetsØ svetloæ pamØti naxego druga AnatoliØ Georgieviqa Izergina

1. Vvedenie

Dva desØtiletiØ razvitiØ kvantovogo metoda obratnoæ zadaqi rasseØniØ (KMOZ) pokazali universal~nu¸ mow~ fftogo metoda pri rexenii integriruemyh modeleæ i issledovanii xirokogo spektra matematiqeskih struktur svØzannyh s nimi. Primerami integriruemyh modeleæ ØvlØ¸tsØ razliqnye integriruemye spinovye cepoqki, parametrizovannye (super)algebrami Li, ih predstavleniØmi, parametrami deformacii [1]. V kaqestve osnovnyh matematiqeskih struktur dostatoqno ukazat~ izvestnye kvantovye gruppy (kvazitreugol~nye algebry Hopfa, voznika¸wie v ramkah integriruemyh modeleæ) [2, 3].

V nastoØwee vremØ imeetsØ bol~xoe qislo lekciæ obzornogo haraktera, osvewa¸wih razliqnye aspekty kvantovogo metoda obratnoæ zadaqi rasseØniØ (KMOZ) i celyæ rØd monografiæ (naprimer, [1–9]), kotorye praktiqeski ne pereseka¸tsØ po svoemu soderßani¸ iz-za obxirnosti oblasti aktivnyh issledovaniæ po fftoæ problematike. Razliqnye fiziqeskie ØvleniØ opisyva¸tsØ modelØmi integriruemymi KMOZ i oblada¸wimi izowrœnnymi simmetriØmi (ukaßem tol~ko sverhprovodimost~ i model~ Habbarda, (sm., naprimer, [10, 11])).

V ramkah KMOZ plodotvorno vzaimodeæstvuet bol~xoe mnogoobrazie metodov i rezul~tatov sovremennoæ matematiqeskoæ fiziki. V nego, v qastnosti, organiqeski vhodØt raznoobraznye

Rabota vypolnØlas~ pri podderßke Rossiæskogo Fonda Fudamental~- nyh issledovaniæ, granty 98-01-00310, 00-01-00500. 180

URAVNENIE ˚NGA––BAKSTERA I URAVNENIE OTRAȷENI˚181 matematiqeskie razdely: gruppy i algebry Li (v tom qisle i beskoneqnomernye), teoriØ predstavleniæ i teoriØ deformaciæ, gruppy kos i topologiØ, algebraiqeskaØ i nekommutativnaØ geometrii i t.d.

Privodimyæ kratkiæ obzor, kotoryæ moßno rassmatrivat~ kak prodolßenie [12], imeet dve celi:

1. vvesti / napomnit~ osnovnye ponØtiØ KMOZ; 2. ukazat~ nekotorye nedavnie dostißeniØ v rassmatrivaemoæ oblasti.

Odnim iz takih dostißeniæ poslednih let ØvlØetsØ aktivnoe primenenie procedury tvistovaniØ kvantovyh grupp. Buduqi preobrazovaniem podobiØ koproizvedeniØ Δ algebry Hopfa A: Δ −→ Δ_t = FΔF^{−1}, F ∈ A ⊗ A , fflement tvista (skruqivaniØ) preobrazuet universal~nu¸ Rmatricu R neskol~ko otliqnym obrazom R_t = F_{21}RF^{−1}. V rezul~tate sootvetstvu¸wie integriruemye modeli mogut imet~ suwestvenno razliqnye svoæstva. Preobrazovanie tvista uspexno primenØetsØ k vyqisleni¸ korrelØcionnyh funkciæ [13], i dlØ ustanovleniØ svØzi fflliptiqeskih kvantovyh grupp i kvantovyh affinnyh algebr [14].

Dal~neæxee razvitie poluqil metod razdeleniØ peremennyh v ramkah KMOZ [15] s kvantovym preobrazovaniem Besklunda v kaqestve kanoniqesogo preobrazovaniØ s Q-operatorom Bakstera, svØzannogo s poroßda¸weæ funkcii [16].

Aktivno obsußdalis~ v poslednee vremØ i mnogomernye obobweniØ otdel~nyh qasteæ KMOZ (uravnenie tetraffdra, ego rexeniØ i modeli), naprimer funcional~nye rexeniØ [17], mnogomernoe uravnenie otraßeniØ [18].

Sredi vaßneæxih ponØtiæ KMOZ (sm., naprimer, [1, 4, 8, 12]) ukaßem:

1. Uravnenie ˚nga–Bakstera i R-matrica (obyqno kak n^2 ×

n^2 matrica, rassmatrivaemaØ kak operator v C^n ⊗C^n , i inogda, kak qisto algebraiqeskiæ ob¨ekt R ∈ A ⊗ A)

R_{1 2}(u − v)R_{1 3}(u)R_{2 3}(v) = R_{2 3}(v)R_{1 3}(u)R_{1 2}(u − v) .

2. Algebra ˚nga–Bakstera ili F RT -sootnoxenie dlØ ma-

tricy monodromii T (u)

R_{1 2}(u − v)T_1 (u)T_2(v) = T_2(v)T_1 (u)R_{1 2}(u − v),

182 E. V. DAMASKINSKI`, P. P. KULIX poroßda¸wee qisto algebraiqeskoe opisanie integriruemyh modeleæ s ispol~zovaniem fflementov T_{i j} (u) (obyqno s (kvazi)periodiqeskimi graniqnymi usloviØmi). Zdes~ ispol~zu¸tsØ standartnye dlØ KMOZ oboznaqeniØ: T_1 = T ⊗ I, T_2 = I ⊗ T . 3. L-operator L(u) (n × n-matrica s operatoroznaqnymi ffle-

mentami), kotoryæ moßet sovpadat~ s R-matriceæ, i opredelØet lokal~nu¸ realizaci¸ F RT -sootnoxeniØ v uzle cepoqki ili v toqke odnomernogo prostranstva. Tak ße kak i matrica monodromii, sootvetstvu¸waØ odnomu uzlu, L-operator udovletvorØet F RT -sootnoxeni¸, a T (u) dlØ cepoqki opredelØetsØ kak uporØdoqennoe proizvedenie Loperatorov

T^{(N )} (u) = L_N (u)L_{N −1}(u) . . . L_1(u) ,

ili kak P -ffksponenta v sluqae nepreryvnogo prostranstva.

4. Transfer matrica t(u) = tr T (u) (ili tr M T (u) s podhodØ-

weæ matriceæ M) ØvlØetsØ poroßda¸weæ funkcieæ dlØ integralov dvißeniØ rassmatrivaemoæ modeli [t(u), t(w)] , naprimer, gamil~toniana H ≃^d_{du} ln t(u) | |_{u=u0} . Algebra ˚nga–Bakstera poroßdaemaØ fflementami T_{i j} (u) moßet rassmatrivat~sØ i ispol~zovat~sØ kak (skrytaØ ili daße dinamiqeskaØ) simmetriØ sootvetstvu¸weæ integriruemoæ modeli. DlØ koneqnogo qisla uzlov t(u) poroßdaet (kvazi)periodiqeskie graniqnye usloviØ.

5. Bolee obwie neperiodiqeskie graniqnye usloviØ obyqno poluqa¸tsØ iz algebry uravneniØ otraßeniØ

R_{1 2}(u − v)T_1(u)R_{2 1}(u + v)T_2(v) =

= T_2(v)R_{2 1}(u + v)T_1(u)R_{1 2}(u − v). (2)

Matrica monodromii SklØnina T (u) = T (u)K(u)T (−u)^{−1}

moßet byt~ postroena pri ispol~zovanii matricy monodromii T (u) (1) i rexeniØ uravneniØ otraßeniØ (2) (n × n matrica K(u)). DlØ vydeleniØ integralov dvißeniØ v modeli s neperiodiqeskimi graniqnymi usloviØmi konstruiruetsØ transfer matrica vida

τ (u) = tr K^{(+)} (u)T (u) = tr K^{(+)} (u)T (u)K(u)T (−u)^{−1}, (3)

URAVNENIE ˚NGA––BAKSTERA I URAVNENIE OTRAȷENI˚183 gde K^{(+)} (u) proizvol~noe rexenie “soprØßœnnogo” uravneniØ otraßeniØ [19], opredelØemogo tak qtoby garantirovat~ kommutativnost~ [τ (u), τ (v)] = 0.

6. Sobstvennye znaqeniØ i sobstvennye funkcii transfer matricy t(u) ili τ (u) poluqa¸t primeneniem razliqnyh variantov Anzaca Bœte: koordinatnyæ, algebraiqeskiæ, funkcional~nyæ, rekkurentnyæ, ierarhiqeskiæ Anzac Bœte, i t.d.. �ta sloßnaØ tehnika ØvlØetsØ qast~¸ ewœ ne do konca razvitoæ teorii predstavleniæ algebr ˚nga–Bakstera.

K privedœnnomu spisku moßno dobavit~ mnogo dopolnitel~- nyh punktov. Naprimer, algebra Zamolodqikova–Faddeeva, spleta¸wie vektory, svØzyva¸wie verxinnye modeli s IRF -modelØmi, Q-operator Bakstera, i t.d.. Modeli, gamil~toniany i vysxie integraly kotoryh simmetriqny otnositel~no kvantovoæ gruppy, obyqno ime¸t neperiodiqeskie graniqnye usloviØ [20, 21]. Odnako imetsØ vozmoßnost~ sohranit~ periodiqnost~ pri ispol~zovanii specifiqeskih topologiqeskih postroeniæ [22]. Horoxo izvestna svØz~ uravneniØ ˚nga–Bakstera i uravneniæ otraßeniØ s gruppami otraßeniæ Kokstera. Bylo by interesno ustanovit~ poleznye algebraiqeskie struktury i dlØ drugih grupp Kokstera (sm. [23]).

DlØ togo qtoby privesti nekotorye prostye Øvnye formuly my naqnem s rassmotreniØ tvistovaniØ koneqnomernyh (super)algebr Li i postoØnnyh rexeniæ uravneniØ ˚nga–Bakstera.

2. Tvist algebr Hopfa

Napomnim opredelenie tvista algebr Hopfa. Algebra Hopfa A(m, Δ, ε, S) s umnoßeniem m: A ⊗ A → A, koproizvedeniem Δ: A → A ⊗ A, koediniceæ ε: A → C , i antipodom S: A → A (sm. opredeleniØ v [2, 3]) moßet byt~ preobrazovana s pomow~¸ obratimogo fflementa F ∈ A ⊗ A, F = ∑ f^{(1)}_i ⊗ f^{(2)}_i v tvistovannu¸ algebru Hopfa A_t(m, Δ_t, ε, S_t) [22]. �ta algebra Hopfa A_t imeet te ße samye otobraßeniØ umnoßeniØ i koedinicy i tvistovannye koproizvedenie i antipod

Δ_t(a) = FΔ(a)F^{−1}, S_t(a) = vS(a)v^{−1} , v = ∑ f^{(1)}_i S(f^{(2)}_i ), a ∈ A.

184 E. V. DAMASKINSKI`, P. P. KULIX Tvist F dolßen udovletvorØt~ uravneniØm

(ε ⊗ id )(F) = (id ⊗ ε)(F) = 1, (4)

F_{12}(Δ ⊗ id )(F) = F_{23}(id ⊗ Δ)(F). (5)

Kvazitreugol~naØ algebra Hopfa A(m, Δ, ε, S, R) dopolnitel~- no imeet universal~nu¸ R-matricu R ∈ A ⊗ A [2], svØzyva¸wu¸ koproizvedenie Δ s protivopoloßnym koproizvedeniem Δ^{op} preobrazovaniem podobiØ Δ^{op}(a) = RΔ(a)R^{−1}, a ∈ A . TvistovannaØ kvazitreugol~naØ kvantovaØ algebra Hopfa A_t(m, Δ_t, ε, S_t, R_t) imeet tvistovannu¸ universal~nu¸ R-matricu

R_t = τ (F) R F^{−1} , τ (F) = F_{2 1} = ∑ f^{(2)}_i ⊗ f^{(1)}_i , (6)

gde τ oboznaqaet perestanovku tenzornyh mnoßiteleæ.

Zametim, qto moßno opredelit~ kompozici¸ podhodØwih tvistov F = F_2F_1. �lement F_1 dolßen udovletvorØt~ uravneni¸ tvista s koproizvedeniem ishodnoæ algebry Hopfa, togda kak F_2 dolßno byt~ rexeniem fftogo uravneniØ s koproizvedeniem Δ_{t1} promeßutoqnoæ algebry Hopfa, tvistovannoæ fflementom F_1. V qastnosti, esli F daœt rexenie uravneniØ tvista (5), to F^{−1} udovletvorØet fftomu uravneni¸ no s Δ → Δ_t. Tvist opredelØet otnoxenie ffkvivalentnosti na mnoßestve algebr Hopfa.

Vaßnyæ podklass faktorizovannyh tvistov sostoit iz tvistu¸wih fflementov, udovletvorØ¸wih uravneniØm

(Δ ⊗ id )(F) = F_{13}F_{23} , (7)

(id ⊗ Δ_t)(F) = F_{12}F_{13} . (8)

Privedœm neskol~ko primerov tvistu¸wih fflementov dlØ universal~nyh obœrtyva¸wih algebr nekotoryh (super)algebr Li.

ȷordanov tvist algebry Li sl(2) s generatorami h, X :

[h, X] = 2X opredeletsØ fflementom F [25] vida

F^{(j)} = exp ( 1 2 h ⊗ ln(1 + 2ξ X) ) = e^{h⊗σ} . (9)

Tak kak kartanovskiæ fflement h primitiven v sl(2) : Δ(h) = h ⊗ 1 + 1 ⊗ h, a σ primitiven v ßordanovoæ algebre U_ξ(sl(2)) : Δ_t(σ) =

URAVNENIE ˚NGA––BAKSTERA I URAVNENIE OTRAȷENI˚185 σ ⊗ 1 + 1 ⊗ σ, to uravnenie tvista (kocikla) (5) vypolneno, takße kak i uravneniØ (7) i (8).

Rasxirennyæ ßordanov tvist dlØ sl(N ) [26]. Moßno poka-

zat~, qto fflement F^{(j)} (9) moßet byt~ rasxiren dopolnitel~nym mnoßitelem F^{(ej)} = F^{(e)}F^{(j)} do tvista universal~noæ obœrtyva- ¸weæ algebry Li sl(N ). DlØ U(sl(N )) tvistu¸wiæ fflement F^{(ej)} moßno vybrat~ v vide

F^{(ej)} = F^{(e)}F^{(j)} = exp (H_{1N} ⊗ σ) N −1∏

j=2 exp ( 2ξE_{1j} ⊗ E_{jN} e^{−2σ} ) , gde H_{1N} = E_{11} − E_{NN} , σ = 1 2 ln(1 + 2ξ E_{1N} ).

�tot tvist universal~noæ obœrtyva¸weæ algebry U(sl(N )) poroßdaetsØ tvistom algebry U(B^∨) (zdes~ B^∨ ograniqennaØ borelevskaØ podalgebra algebry Li sl(N ) s bazisom {H_{1N} , E_{1N} , E_{1j}, E_{jN} }_{j=2,...,N −1}), qto poroßdaet algebru Hopfa U_ξ(B^∨ ) s ishodnymi perestanovoqnymi sootnoxeniØmi (umnoßeniem), no s tvistovannym koproizvedeniem Δ_t(E_{i j} ), kotoroe moßno zapisat~ Øvno v vide koneqnyh summ iz E_{i j} i exp(±σ) [26]. Vozmoßno takße znaqitel~noe usloßnenie tvistov takogo tipa pri roste ranga algebry Li [27].

Tvist superalgebry osp(1|2). Kvazitreugol~naØ superalge-

bra Hopfa U_q(osp(1|2)) poroßdaetsØ tremØ fflementami {h, v_−, v_+} (h – qœtnyæ, v_± – neqœtnye), podqinØ¸wimisØ, tak ße kak i v sluqae universal~nyh obœrtyva¸wih algebr dlØ osp(1|2) sl(2), sootnoxeniØm

[h, v_±] = ± v_±, [v_+, v_−] = − 1 4 (q^h − q^{−h})/(q − q^{−1}), (10)

gde kommutator [ , ] ponimaetsØ kak Z_2-graduirovannyæ [a, b] = ab − (−1)^{p(a)p(b)}ba, gde p(a) = 0, 1 qetnost~ fflementa. Koproizvedenie imeet vid

Δ_q(h) = h ⊗ 1 + 1 ⊗ h, Δ_q(v_±) = v_± ⊗ q^{h/2} + q^{−h/2} ⊗ v_±. (11)

186 E. V. DAMASKINSKI`, P. P. KULIX Perestanovoqnye sootnoxeniØ superalgebry Li osp(1|2) sledu- ¸t iz (10) v predele q → 1 i pri dobavlenii X_± = ±4(v_±)^2 v kaqestve generatorov superalgebry Li. Otmetim, qto togda kak sl(2) vloßena v osp(1|2), analogiqnoe vloßenie algebry sl_q (2) v osp_q (1|2) otsutstvuet.

ȷordanov tvist F^{(j)} (9) sohranØØ algebraiqeskie sootnoxeniØ meßdu generatorami universal~noæ obœrtyva¸weæ algebry U(osp(1|2)), poroßdaet novoe koproizvedenie Δ_j [28]

Δ_j(h) = h ⊗ e^{−2σ} + 1 ⊗ h,

Δ_j(v_+ ) = v_+ ⊗ e^σ + 1 ⊗ v_+ ,

Δ_j(v_−) = v_− ⊗ e^{−σ} + 1 ⊗ v_− + ξ h ⊗ v_+ e^{−2σ}.

(12)

Procedura sßatiØ iz [25], primenœnnaØ k R-matrice superalgebry osp_q (1|2), privodit k fflementu tvista F^{(sj)} s dopolnitel~nym vkladom, svØzannym s neqœtnym generatorom v_+ . �tot tvistu¸wiæ fflement faktorizuetsØ F^{(sj)} = F^{(s)}F^{(j)}. Supertvistu¸wiæ fflement F^{(s)} imeet vid

F^{(s)} = exp (−2ξ (v ⊗ v) φ(σ ⊗ 1 , 1 ⊗ σ)) ,

gde φ(σ_1, σ_2) funkciØ, simmetriqnaØ po svoim argumentam, kotoraØ moßet byt~ opredelena posledovatel~no, porØdok za porØdkom, iz spleta¸wego sootnoxeniØ F^{(s)}Δ_j(v_+ ) = Δ_{s j} (v_+)F^{(s)} [28].

PostoØnnye rexeniØ uravneniØ ˚nga–Bakstera v C^n ⊗ C^n , n = 2, 3 naædeny v [29]. Obsußdenie ih kanoniqeskogo vida ograniqivaetsØ preobrazovaniem podobiØ vida R → Ad(M )^{⊗2}R, (kograniqnyæ tvist) [4]. Vozmoßno suwestvu¸wie tvisty dostatoqno obwego vida, svØzyva¸wie ffti rexeniØ, mogut znaqitel~no umen~xit~ qislo nezavisimyh rexeniæ. V qastnosti, tri postoØnnye R-matricy, svØzannye s bozonizirovannym variantom q-deformirovannoæ algebry gl(1|1), poroßda¸t neskol~ko razliqa¸wiesØ svobodnye fermionnye modeli (sm. niße).

Vvidu vloßimosti universal~nyh obœrtyva¸wih algebr U(g) v sootvetstvu¸wie Øngiany Y(g) imeetsØ vozmoßnost~ tvistovat~ ffti Øngiany putœm postroeniØ universal~nyh fflementov F ∈ U(g)^{⊗2}. �ta tehnika poroßdaet konkretnye dopolnitel~nye deformacii integriruemyh modeleæ [30]. Ispol~zuØ tvist moßno regulØrizovat~ predel~nye perehody ot fflliptiqeskih Rmatric k trigonometriqeskim pri sohranenii spleta¸wih vek-

URAVNENIE ˚NGA––BAKSTERA I URAVNENIE OTRAȷENI˚187 torov [31]. DlØ beskoneqnomernyh kvantovyh grupp takße izvestny tvisty Øvnogo vida sm., naprimer, [14, 32].

3. Primenenie tvista k integriruemym modelØm Universal~nyæ fflement tvista F opredelØet preobrazovanie podobiØ dlØ l¸bogo qisla iteraciæ koproizvedeniæ

Δ_t = FΔF^{−1} , Δ^{(n)}_t = Ω^{(n)}Δ^{(n)} ( Ω^{(n)} )_{−1} , gde Δ^{(2)} = Δ , Δ^{(3)} = (Δ ⊗ id ) Δ, i t.d., tak qto Δ^{(n)} : A → A^{⊗n} i

Ω^{(3)} = F_{1 2} (Δ ⊗ id ) F = F_{1 2}F_{1 2, 3} ,

Ω^{(n)} = Ω^{(n−1)} (Δ^n ⊗ id) F = F_{1 2}F_{1 2, 3} · · · F_{1 2... n−1, n} .

Uravnenie tvista (kocikla) poroßdaet mnogo identiqnyh vyraßeniæ dlØ Ω^{(n)}. V qastnosti, tvistovannaØ ^R^{(t)}_{i i+1} i ishodnaØ ^R_{i i+1} R-matricy svØzany preobrazovaniem podobiØ poroßdaemym kak F_{i i+1} = (ρ_i ⊗ρ_{i+1} )F tak i M^{(n)} = ( ∏_n i=1 ⊗ρ_i) Ω^{(n)} Sledovatel~no, gamil~toniany integriruemyh modeleæ so svobodnymi koncami, svØzannyh preobrazovaniem tvista, podobny

H^{(t)}_n = Ω^{(n)}H_n(Ω^{(n)})^{−1} = Ad(Ω^{(n)})H_n.

Ispol~zuØ vzaimnoodnoznaqnoe sootvetstvie rexeniæ Z_2-graduirovannogo varianta super uravneniØ ˚nga–Bakstera s rexeniØmi obyqnogo [4], rassmotrim postoØnnoe rexenie uravneniØ ˚nga–Bakstera, poluqaemoe iz universal~noæ R-matricy kvantovoæ algebry U_q (gl(1|1)) podhodØwim tvistom F ^R(q, ξ) = q 0 0 0 0 ω q^{−1} 0 0 q 0 0 ξ 0 0 −q^{−1} , ω = q − q^{−1} , ξ ∈ C . Tvist F universal~noæ R-matricy universal~noæ obœrtyva- ¸weæ algebry U_q(gl(1|1)) poroßdaetsØ central~nym fflementom c i h, X_± , i zadaœtsØ deæstviem tvista F^{(1)} = exp(αc ⊗ h), skazyva- ¸wimsØ na primitivnosti Δ(X_−), i posledu¸wim primeneniem tvista F^{(2)} = exp(ξX_− ⊗ X_−). �ta R-matrica zapisana v vide ^R = P ^R, svØzannom s gruppoæ kos, i udovletvorØet uravneni¸

^R_{1 2} ^R_{2 3} ^R_{1 2} = ^R_{2 3} ^R_{1 2} ^R_{2 3} .

188 E. V. DAMASKINSKI`, P. P. KULIX

Ona udovletvorØet takße uslovi¸ Gekke–Ivahori ^R^2 = ω ^R + I,. Sledovatel~no, procedura baksterizacii privodit k rexeni¸ uravneniØ ˚nga–Bakstera v forme, sootnoxeniØ iz gruppy kos i soderßawemu spektral~nyæ parametr ^R(u; q, ξ) = u ^R(q, ξ) − 1 u ^R^{−1}(q, ξ) . L-operator dlØ sootvetstvu¸weæ integriruemoæ cepoqki spinov sovpadaet s R-matriceæ

R(u; q, ξ) = P ^R = a(u) qb(u) ωu^{−1} uω b(u)q^{−1} ξb(u) d(u) ,

gde a(u) = uq − (uq)^{−1}, b(u) = u − u^{−1}, d(u) = q/u − u/q. HotØ ffta R-matrica ne kvaziklassiqeskaØ, ona vsœ ewœ regulØrna [4], t.e. R(±1) ∼ P, i sootvetstvu¸wie integraly dvißeniØ lokal~ny, naprimer, H = ∑ n h_{nn+1}, h_{nn+1} = P dR du (1) = 2 ( qσ^+_{n+1}σ^−_n + + 1 q σ^−_{n+1}σ^+_n ) + +qσ^z_n + 1 q σ^z_{n+1} + 2ξσ^−_n σ^−_{n+1}.

Otsutstvie kvadratiqnyh po σ^z_n qlenov oznaqaet, qto my imeem delo s model~¸ svobodnyh fermionov: posle primeneniØ preobrazovaniØ `ordana–Vignera gamil~tonian H opisyvaetsØ kvadratiqnoæ formoæ po fermievskim operatoram c_n, c^†_n. �tot gamil~tonian moßno diagonalizovat~ preobrazovaniØmi Fur~e i Bogol¸bova, odnako my budem sledovat~ receptu KMOZ [1, 4, 8]. Ispol~zuØ lokal~nye L-operatory L_{an}(u), moßno postroit~ matricu perehoda (monodromii) T^{(N )}(u), sootvetstvu¸wu¸ cepoqke s N uzlami,

T^{(N )}(u) = L_{aN} (u)L_{aN −1}(u) . . . L_{a1}(u) = ( A(u) B(u) C(u) D(u) ) , gde A(u), . . . , D(u) operatory v prostranstve sostoØniæ N spinov: ⊗^N_{n=1}C^2.

Kak i v XXX_ξ sluqae, model~ svØzana s tvistovannym Øngianom Y_ξ(sl(2)) [30]. Neffrmitov qlen ξσ^−_n σ^−_{n+1} ne vliØet na

URAVNENIE ˚NGA––BAKSTERA I URAVNENIE OTRAȷENI˚189 spektr gamil~toniana i transfer matricy t(u) = tr T^{(N )} (u) = A(u) + B(u): spec t(u; q, ξ) = spec t(u; q, 0).

V modeli otsutstvuet vyroßdenie gologo vakuuma dlØ ξ ≠ 0,

Ω = ⊗_n ( 0 1 ) n , A(u)Ω = (qb(u))^nΩ, D(u)Ω = (d(u))^nΩ.

Sobstvennye znaqeniØ transfer matricy ime¸t vid Λ(u; {v_j}) = (qb(u))^N ∏ j a(u/v_j) qb(u/v_j) + (d(u))^N ∏ j d(v_j/u) qb(v_j /u) . VvedØ additivnye peremennye q = e^γ , u = e^λ, v = e^ν i ispol~zuØ Øvnyæ vid funkciæ a(u), b(u), c(u), d(u), poluqaem

Λ(λ; {ν_j}) = ( 2q sinh^N (λ + γ)+

+(−1)^M 2q sinh^N (λ − γ) )^M∏ j sinh(λ − ν_j + γ) q sinh(λ − ν_j) . Kvazi-impul~sy ν_j, j = 1, 2, . . . , M udovletvorØ¸t uravneni¸ Bœte ( q sinh(ν_j + γ) sinh(γ − ν_j) )_N = (−1)^{M +1} .

Sootvetstvu¸wie sobstvennye vektory poluqa¸tsØ deæstviem operatorov roßdeniØ C(ν_j) na golyæ vakuum Ω [1,4,8,30].

Dovol~no sloßnye uravneniØ Bœte s netrivial~noæ pravoæ qast~¸ i s qislom naborov kvazi-impul~sov (ν^{(k)}_j )^{Mk}_{j=1}, k = 1, 2, . . . , rank g ravnym rangu sootvetstvu¸weæ prostoæ (super)algebry Li privedœn v [33, 34]. Algebraiqeskiæ anzac Bœte dlØ fflliptiqeskih kvantovyh grupp postroen v [35].

PrimenØØ proceduru baksterizacii k drugomu postoØnnomu rexeni¸ uravneniØ ˚nga–Bakstera, ime¸wemu vosem~ nenulevyh fflementov [29] ^R = 1 2 ω + 2 0 0 ω

0 ω s 0 0 s ω 0 ω 0 0 ω − 2 , ω = q − 1 q s = q + 1 q ,

190 E. V. DAMASKINSKI`, P. P. KULIX poluqaem R-matricu, zavisØwu¸ ot spektral~nogo parametra, ^R(u, q) = u ^R − 1 u ^R^{−1} . PoluqennaØ R-matrica R(u) = P ^R (u = exp λ)

R(u, q) = a 0 0 d 0 b c 0 0 c b 0 d 0 0 ~a , a = ωch λ + 2sh λ , ~a = ωch λ − 2sh λ , b = ssh λ , c = ωch λ , toße regulØrna (R(±1, q) ∼ P) . V silu usloviØ Gekke dlØ ^R plotnost~ gamil~toniana h_{n n+1} sovpadaet s ^R_{n n+1} i s toqnost~¸ do postoØnnogo qlena ravna

h_{n n+1} = σ^z_n + σ^z_{n+1} + qσ^x_nσ^x_{n+1} + 1 q σ^y_nσ^y_{n+1} ,

tak qto snova poluqaem variant izvestnoæ modeli svobodnyh fermionov.

NesmotrØ na neffrmitovost~ bol~xinstva gamil~tonianov, poluqa¸wihsØ v rezul~tate tvistovaniØ, oni nahodØt primenenie pri opisanii nestacionarnyh processov s nesohraneniem qastic [36, 37].

Bolee sloßnye spinovye modeli sootvetstvu¸t universal~- nym tvistu¸wim fflementam svØzyva¸wim kvantovye gruppy Drinfel~da–Dßimbo s kvantovymi gruppami Kremera–ȷerve [38, 39].

Literatura

1. L. D. Faddeev, How algebraic Bethe Ansatz works for integrable models. In: Les Houches Session LXIV (1995), Quantum symmetries, eds A. Connes, K. Gawedzki and J. Zinn-Justin, Elsevie Science (1998) pp. 149–219.

2. V. G. Drinfeld, Quantum Groups. in: Proc. Int. Congress of Mathematicians, Vol. 1, 798, Berkeley, California, Academic Press, New York (1986).

3. N. ı. Rexetihin, L. A. TahtadßØn, L. D. Faddeev, — Algebra i Analiz 1 (1989) 178. Engl. transl.: Leningrad Math. J., 1 (1990) 193.

4. P. P. Kulish and E. K. Sklyanin, — Lect. Notes Phys. 151 (1982) 69. 5. M. Jimbo (ed.), Yang–Baxter Equation in Integrable Systems. Singapore: WS (1990).

6. M. Gaudin, La fonction d’onde de Bethe. Paris: Masson, (1983).

URAVNENIE ˚NGA––BAKSTERA I URAVNENIE OTRAȷENI˚191

7. F. A. Smirnov, Form factors in completely integrable models of quantum field theory. Singapore, WS (1992).

8. N. M. Bogol¸bov, A. G. Izergin, V. E. Korepin, KorrelØcionnye funk-

cii integriruemyh sistem i kvantovyæ metod obratnoæ zadaqi. Nauka,

M. (1992).

9. M. Jimbo and T. Miwa, Algebraic analysis of solvable lattice models. Preprint CBMS/85N, (1994).

10. A. Montorsi and M. Rasetti, Phys. Rev. Lett. 72 (1994) 1730, Zap. Nauch. Semin.

POMI 251 (1998) 69.

11. D. Arnaudon, Algebraic approach to q-deformed supersymmetric variants of the Hubbard model with pair hopping. Preprint ENSLAPP-A-650/97 (1997).

12. P. P. Kulish, Yang–Baxter equation and reflection equations in integrable models.

Proc. Intern. Universitatswochen für Kern- und Teilchenphysik, Schladming, eds H. Grosse and L. Pittner, Springer-Verlag, (1996) 125.

13. J.-M. Maillet and J. Sanchez de Santos, Drinfeld twists and algebraic Bethe Ansatz. q-alg/9612012 (1996).

14. O. Babelon, D. Bernard, and E. Billey, — Phys. Lett. B. 375 (1966) 89.

M. Jimbo, H. Konno, S. Odake and J. Shiraishi, Quasi-Hopf twistors for elliptic quantum groups. q-alg/9712029, (1997).

D. Arnaudon, E. Buffenoire, E. Ragoucy, and Ph. Roche, — Lett. Math. Phys. 44 (1998) 201.

15. E. K. Sklyanin, Quantum inverse scattering method: selected topics. In: Quantum group and quantum integrable systems, ed. M.-L. Ge, Singapore, WS, (1992). E. K. Sklyanin, — Comm. Math. Phys. 142 (1992) 123.

16. V. B. Kuznetsov and E. K. Sklyanin, — J. Phys. A. 31 (1998) 2241.

17. R. Kaxaev, I. Korepanov, S. Sergeev, — TMF 117 (1998) 370.

18. A. P. Isaev and P. P. Kulish, — Mod. Phys. Lett. A12 (1997) 427. 19. P. P. Kulish and R. Sasaki, — Prog. Theor. Phys. 89 (1993) 741. 20. P. P. Kulish and E. K. Sklyanin, — J. Phys. A. A24 (1991) L435. 21. L. Mezincescu, R. I. Nepomechie, and V. Rittenberg, — Phys. Lett. A. 147 (1990) 70.

L. Mezincescu and R. I. Nepomechie, — J. Phys. A. 24 (1991) L17. L. Mezincescu and R. I. Nepomechie, — Int. J. Mod. Phys. A 6 (1991) 5231; ibid. A 7 (1992) 5657.

22. M. Karowski and A. Zapletal, — Nucl. Phys. B419 (1994) 567. 23. M.-L. Ge and Q. Zhao, — Phys. Lett. A175 (1993) 199.

24. V. G. Drinfel~d, — DAN SSSR 273 (1983) 531.

V. G. Drinfel~d, — Algebra i Analiz 1 (1990) 1419.

25. M. Gerstenhaber, A. Giaquinto, and S. Schack, In: Quantum Groups. Proc. EIMI.

ed. P. P. Kulish 1990, Lect. Notes Math. 1510, Springer-Verlag, (1992) 9. O. V. Ogievetsky, In Proc. Winter School Geometry and Physics, Zidkov, Suppl. Rendiconti cir. Math. Palermo, Serie II No. 37 (1993) 185.

26. P. P. Kulish, V. D. Lyakhovsky, and A. I. Mudrov, — J. Math. Phys. 40 (1999) 4569.

27. P. P. Kulish, V. D. Lyakhovsky, and M. A. del Olmo, — J. Phys. A. 32 (1999) 8671.

28. E. Celeghini and P. P. Kulish, — J. Phys. A. 31 (1998) L79.

192 E. V. DAMASKINSKI`, P. P. KULIX

P. P. Kulish, Super-jordanian deformation of the orthosymplectic Lie superalgebras. Preprint DFF 315/6/98 (1998), math.QA/9806104 (1998).

29. J. Hietarinta, — J. Math. Phys. 34 (1993) 1725.

H. Ewen and O. Ogievetsky, Classification of GL(3) quantum matrix groups. Preprint MPI-PhT/94-93 (1993).

M. Gerstenhaber and A. Giaquinto, — Lett. Math. Phys. 44 (1998) 131. 30. P. P. Kulish and A. Stolin, — Czech. Jour. Phys. 47, No. 1 (1997) 123; ibid. 47, No. 12 (1997) 1207.

31. A. Antonov, K. Hasegawa and A. Zabrodin, — Nucl. Phys. B. 503 (1997) 747. 32. B. Enriquez and G. Felder, A construction of Hopf algebra cocycles for the double Yangian DY (SL2). q-alg/9703012 (1997).

33. P. P. Kulish and N. Yu. Reshetikhin, — J. Phys. A. 16 (1983) L591. 34. E. Ogievetsky, N. Yu. Reshetikhin, and P. B. Wiegmann, — Nucl. Phys. B280 (1987) 45.

35. G. Felder and A. Varchenko, Algebraic Bethe ansatz for the elliptic quantum group Eτ,η (sl2). q-alg/9605024 (1996).

36. F. C. Alcaraz, M. Droz, M. Henkel, and V. Rittenberg, — Ann. Phys. 230 (1994) 250.

37. H. Hinrichsen and V. Rittenberg, — Phys. Lett. B. 275 (1992) 350. 38. P. P. Kulish and A. I. Mudrov, — Lett. Math. Phys. 47 (1999) 137.

39. E. V. Damaskinskiæ, P. P. Kulix, M. Qaæqian, — TMF 116, No. 1 (1998) 101. q-alg/9712016.

Damaskinsky E. V., Kulish P. P. Symmetries related to Yang–Baxter equation and reflection equations.

The short review of some of the main achievements obtained recently in investigations of the symmetry properties of systems solved by the quantum inverse scattering methods and connected with the Yang–Baxter equation and reflection equations are reviewed. Special attention is devoted to the twist procedure. Twist relates three constant R-matrices corresponding to Lie super-algebra gl(1|1).

Postupilo 28 fevralØ 2000 g. Voennyæ inßenernyæ tehniqeskiæ universitet

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN