Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 269, 2000 g.

E. V. Damaskinskiæ, P. P. Kulix, M. A. Sokolov

O STRUKTURE KOGRANIQNYH R-MATRIC KLASSIQESKIH SERI`

PosvØwaetsØ svetloæ pamØti AnatoliØ Georgieviqa Izergina

1. Vvedenie

Vaßnym instrumentom metoda obratnoæ zadaqi, kak klassiqeskoæ tak i kvantovoæ, ØvlØetsØ R-matrica, znanie kotoroæ pozvolØet, v principe, prointegrirovat~ associirovannu¸ s takoæ R-matriceæ dinamiqesku¸ sistemu [1, 2]. V fftom smysle poisk novyh integriruemyh modeleæ svØzan s poiskom novyh R-matric. V algebraiqeskom kontekste R-matrica voznikaet kak ob¨ekt, opredelØ¸wiæ poqti kokommutativnu¸ algebru Hopfa [3]. Toqnee, pust~ A = A(Δ, ε, S) est~ algebra Hopfa s koumnoßeniem Δ, koediniceæ ε i antipodom S. Oboznaqim Δ^{op} = τ ∘ Δ protivopoloßnoe koumnoßenie v A, gde τ operator perestanovki

τ (a ⊗ b) = b ⊗ a v A ⊗ A. Obratimyæ fflement R ∈ A ⊗ A takoæ, qto

Δ^{op} = RΔR^{−1}, (1)

nazyva¸t universal~noæ R-matriceæ. Esli ime¸t mesto sootnoxeniØ

R_{12}(Δ ⊗ id_A)(R) = R_{23}(id_A ⊗ Δ)(R), R_{12}R_{21} = 11_A, (2)

to algebra A (kak i sama R-matrica) nazyvaetsØ kograniqnoæ. Esli vmesto (2) R udovletvorØet sootnoxeniØm

(Δ ⊗ id_A)(R) = R_{13}R_{23}, (id_A ⊗ Δ)(R) = R_{13}R_{12}, (3)

to ona nazyvaetsØ kvazitreugol~noæ. Nakonec, esli kvazitreugol~naØ algebra udovletvorØet vtoromu iz sootnoxeniæ (2), to

Rabota vypolnØlas~ pri podderßke Rossiæskogo Fonda Fudamental~- nyh issledovaniæ, granty 97-01-01152, 98-01-00310. 193

194 E. V. DAMASKINSKI`, P. P. KULIX, M. A. SOKOLOV ona nazyvaetsØ treugol~noæ. Kvazitreugol~naØ R-matrica udovletvorØet uravneni¸ ˚nga–Bakstera

R_{12}R_{13}R_{23} = R_{23}R_{13}R_{12}. (4)

Vypolnenie uravneniØ ˚nga–Bakstera ØvlØetsØ odnoæ iz priqin naibol~xeæ izuqennosti kvazitreugol~nyh algebr Hopfa. V nastoØwee vremØ, izvestno dostatoqno mnogo rexeniæ fftogo uravneniØ. S drugoæ storony, kograniqnym R-matricam udelØlos~ men~xe vnimaniØ, hotØ ih znaqenie dlØ metoda obratnoæ zadaqi takße veliko. Suwestvuet recept po kotoromu kaßdoæ kvazitreugol~noæ R-matrice R odnoznaqno sopostavlØetsØ kograniqnaØ R-matrica R^c [3]:

R → R^c = (R_{12}R_{21})^{−1/2}R. (5)

Obratnoe utverßdenie neverno, tak kak klass kograniqnyh Rmatric xire. V formulirovke teorii kvantovyh matriqnyh grupp Faddeeva, Rexetihina i TahtadßØna [4] central~nu¸ rol~ igra¸t qislovye R-matricy, ØvlØ¸wiesØ predstavleni- Ømi universal~nyh R-matric R = ρ(R) v M at(n, C) ⊗ M at(n, C). Vaßnoe svoæstvo l¸boæ kograniqnoæ R-matricy R^c, poroßdennoæ nekotoroæ kvazitreugol~noæ (5), sostoit v tom, qto ona opredelØet te ße perestanovoqnye sootnoxeniØ dlØ generatorov matriqnoæ kvantovoæ gruppy, qto i ishodnaØ R-matrica. Deæstvitel~no, sootnoxenie (1) ffkvivalentno matriqnomu (FRT)- uravneni¸ dlØ generatorov dual~noæ k A kvantovoæ gruppy F un(A) [4] RT_1T_2 = T_2T_1R. (6)

Zdes~

R = R_{12} = ρ(R), T_1 = T ⊗ 11, T_2 = 11 ⊗ T,

gde 11 – ediniqnaØ matrica. Iz sootnoxeniØ (1) sleduet

Δ = τ ∘ Δ^{op} = R_{21}Δ^{op}R^{−1}_{21} = K_{21}ΔK^{−1}_{21} , (7)

gde K_{21} = R_{21}R_{12} i τ ∘ R_{12} = R_{21}.

Takim obrazom imeem

ΔK_{21} = K_{21}Δ. (8)

O STRUKTURE KOGRANIQNYH R–MATRIC 195 Analogiqno, imeem

Δ^{op} = K_{12}Δ^{op}K^{−1}_{12} ,

Δ^{op}K_{12} = K_{12}Δ^{op}, gde K_{12} = R_{12}R_{21}. (9)

˚sno, qto l¸boæ polinom F (K, 11_A) udovletvorØet tomu ße sootnoxeni¸ (8)

ΔF (K_{21}, 11_A) = F (K_{21}, 11_A)Δ.

�to uravnenie (i uravnenie (9)) ffkvivalentno dual~nomu uravneni¸

F (K_{21}, 11)T_1T_2 = T_1T_2F (K_{21}, 11),

gde K = ρ(K). Ots¸da sleduet, qto FRT-uravnenie invariantno otnositel~no preobrazovaniØ R-matricy: R → F (K, 11)R. V sluqae kompaktnoæ kvantovoæ gruppy, F (K, 11) moßno rassmatrivat~ kak beskoneqnyæ shodØwiæsØ rØd po K i 11. V qastnosti, pri matrice K dostatoqno blizkoæ k ediniqnoæ, moßem poloßit~

F (K, 11) = K^{− 12} = (11 + (K − 11))^{− 12} .

Sledovatel~no, perestanovoqnye sootnoxeniØ generatorov kvantovoæ gruppy opredelennye FRT-uravneniem s kvazitreugol~- noæ R-matriceæ toßdestvenny sootnoxeniØm opredelennym s kograniqnoæ R-matriceæ R^c = K^{− 1}2 R.

Tak kak klass kograniqnyh R-matric xire klassa kvazitreugol~nyh, to moßno predpoloßit~ qto v fftom klasse suwestvu- ¸t R-matricy prostoæ struktury i prosto svØzannye s sootvetstvu¸wimi klassiqeskimi r-matricami (naprimer – ffksponencial~no). Qtoby izuqit~ fftot vopros, v nastoØweæ zametke rassmatriva¸tsØ kograniqnye qislovye R-matricy, sootvetstvu- ¸wie v fundamental~nom predstavlenii kvazitreugol~nym Rmatricam prostyh algebr Li klassiqeskih seriæ. Budet pokazano, qto v fftih sluqaØh kograniqnye R-matricy deæstvitel~no mogut byt~ predstavleny kak proizvedenie matriqnyh ffksponencial~nyh mnoßiteleæ s pokazatelØmi svØzannymi s klassiqeskimi r-matricami.

Naqnem s prosteæxego primera gruppy SL_q (2).

196 E. V. DAMASKINSKI`, P. P. KULIX, M. A. SOKOLOV 2. R-matrica kvantovoæ gruppy SL_q (2) Kvazitreugol~naØ qislovaØ R-matrica s parametrom deformacii q (kotoryæ budem sqitat~ dostatoqno blizkim k 1) dlØ gruppy SL_q (2) imeet vid

R = q . . . . 1 . . . λ 1 . . . . q , (10)

gde λ = q − 1/q. V dal~neæxem my budem ispol~zovat~ takße sledu¸wie oboznaqeniØ: ω = q + 1/q, λ_{[a]} = q^a − 1/q^a, ω_{[a]} = q^a + 1/q^a. Imeem

K = R_{12}R_{21} = R_{12}P R_{12}P = q^2 . . . . 1 λ . . λ 1 + λ^2 . . . . q^2 , (11) gde P = 1 . . . . . 1 . . 1 . . . . . 1 matrica perestanovki.

Vyqislim √ R_{12}R_{21} i obratnu¸ eæ matricu, vybiraØ vetv~, na

kotoroæ K^{1/2} | |_{q=1} = 11 - ediniqnaØ matrica,

K^{1/2} = q . . . . 2 ω λ ω . . λ ω 2 + λ^2 ω . . . . q ,

K^{−1/2} = q^{−1} . . . . 2 + λ^2 ω − λ ω . . − λ ω 2 ω . . . . q^{−1} .

O STRUKTURE KOGRANIQNYH R–MATRIC 197 Kograniqnu¸ R-matricu poluqaem preobrazovaniem Drinfel~da (5)

R^c = K^{−1/2}R = 1 . . . . 2 ω − λ ω . . λ ω 2 ω . . . . 1 . (12)

Poloßim^2 ω = cos h. V fftom sluqae sin h = λ ω , tg h = λ/2 i R^c (12) perepisyvaetsØ v vide

R^c = 1 . . . . cos h − sin h . . sin h cos h . . . . 1 . (13)

Matrica (13) moßet byt~ predstavlena v ffksponencial~noæ for- me R^c(h) = exp(hr^c) , gde r^c = . . . . . . −1 . . 1 . . . . . . . (14)

Matrica r^c, figuriru¸waØ v ffksponente, poluqaetsØ antisimmetrizacieæ r^c = 1/2(r − P rP ) klassiqeskoæ r-matricy

r = 1 . . . . . . . . 2 . . . . . 1 , (15)

sootvetstvu¸weæ gruppe SL_q (2), i, v otliqii ot posledneæ, uße ne udovletvorØet klassiqeskomu uravneni¸ ˚nga–Bakstera

[[r, r]] ≡ [r_{12}, r_{13}] + [r_{12}, r_{23}] + [r_{13}, r_{23}] = 0. (16)

DlØ togo qtoby pokazat~, qto matrica r^c ØvlØetsØ kograniqnoæ, rassmotrim algebru Li g = sl(2, C) c perestanovoqnym sootnoxeniØm

[H, X^{(±)}] = ±2X^{(±)}, [X^{(+)}, X^{(−)}] = H.

198 E. V. DAMASKINSKI`, P. P. KULIX, M. A. SOKOLOV Vvedem fflement r^c = X^{(−)} ⊗ X^{(+)} − X^{(+)} ⊗ X^{(−)} prinadleßawiæ g ∧ g. Matrica (14), v fftom sluqae, est~ ρ(r^c), gde ρ – fundamental~noe predstavlenie algebry sl(2, C). Vyqislenie skobki Shoutena [[r^c, r^c]] daet fflement

[[r^c, r^c]] = H ∧ X^{(−)} ∧ X^{(+)},

prinadleßawiæ ∧^3g i, sledovatel~no, ad^3-invariantnyæ. Napomnim, qto kak raz takoæ fflement i nazyvaetsØ klassiqeskoæ kograniqnoæ r-matriceæ [3, 5].

Zametim, qto matrica (13) moßet byt~ zapisana v vide proizvedeniØ R^c_{12} = F_{21}F^{−1}_{12} ,

R^c_{12} = F_{21}F^{−1}_{12} = (17)

= 1 . . . . 1 . . . tg h 1 cos h . . . . 1

1 . . . . cos h − sin h . . . 1 . . . . 1 , napomina¸wego vyraßenie R-matricy qerez tvist.

Formulu (17) moßno ispol~zovat~ dlØ vyqisleniØ strukturnyh konstant koproizvedeniØ s pomow~¸ tvista.

PrimenØØ vyqisleniØ, analogiqnye provedennym vyxe, k mnogoparametriqeskoæ R-matrice

R_{pk} = q . . . . p . . . q^2 − pk q k . . . . q (18)

(gde parametr q ØvlØetsØ nesuwestvennym) poluqaem mnogoparametriqesku¸ kograniqnu¸ R-matricu

R^c_{pk} = 1 . . . . 2qp q^2 + pk − q^2 − pk q^2 + pk . . q^2 − pk q^2 + pk 2kq q^2 + pk . . . . 1 . (19)

V semeæstve matric (19) moßno vydelit~ dve odnoparametriqeskie podgruppy R^c_{1 k} i R^c_{p 1} (t.e. v pervom sluqae q = 1, p = 1, a

O STRUKTURE KOGRANIQNYH R–MATRIC 199 vo vtorom – q = 1, k = 1). DlØ R^c_{1 k} zakon umnoßeniØ imeet vid

R^c_{1 k1} R^c_{1 k2} = R^c_{1 k3} , gde k_3 = k_1 ∗ k_2 =

2(1 + k_1)(1 + k_2) 4 − (1 − k_1)(1 − k_2)

− 1. (20)

DlØ podgruppy opredelØemoæ matriceæ R^c_{p 1} zakon umnoßeniØ takoæ ße kak i v (2.10) s zamenoæ k na p.

3. R-matricy kvantovyh grupp SLq (n) Rassmotrennyæ vyxe primer moßet byt~ legko obobwen na R-matricy sootvetstvu¸wie standartno kvantovannym gruppam

SL_q (n). Kvazitreugol~nye R-matricy dlØ fftih grupp ime¸t vid

[4]:

R_{SLq(n)} = n∑ i≠j e_{ii} ⊗ e_{jj} + q n∑ i=1 e_{ii} ⊗ e_{ii} + λ ∑ i>j e_{ij} ⊗ e_{ji}. (21) Zdes~ i dalee e_{ij} – matriqnye edinicy razmera n × n (kotoryæ my dalee ne budem ukazyvat~, tak kak on Øsen iz konteksta) s edinstvennym nenulevym fflementom: (e_{ij} )_{kl} = δ_{ik}δ_{jl}. PovtorØØ rassußdeniØ predyduwego punkta, poluqaem

R^c_{SLq(n)} = (R_{12}R_{21})^{−1/2}R = = n∑ i=1 e_{ii} ⊗ e_{ii} + 2 ω n∑ i≠j e_{ii} ⊗ e_{jj} + λ ω n∑ i>j e_{ij} ∧ e_{ji}. (22) Kak i v sluqae SL_q (2), fftu matricu moßno poluqit~ ffksponenciirovav antisimmetriqnu¸ qast~ sootvetstvu¸weæ klassiqeskoæ r-matricy r = n∑ i=1 e_{ii} ⊗ e_{ii} + 2 ∑ i<j e_{ji} ⊗ e_{ij} . (23) PoluqennaØ posle antisimmetrizacii matrica

r^c = 1 2 (r_{12} − r_{21}) = ∑ i>j e_{ij} ∧ e_{ji} (24)

200 E. V. DAMASKINSKI`, P. P. KULIX, M. A. SOKOLOV predstavlØet soboæ summu vzaimno kommutiru¸wih r-matric vida

r^c = ∑ i>j r_{ij}; r_{ij} = e_{ij} ∧ e_{ji}; [r_{ij}, r_{mn}] = 0, i > j, m > n. (25) R-matrica (22) poluqaetsØ kak proizvedenie ffksponencial~nyh mnoßiteleæ

R^c_{SLq(n)} = exp(hr^c) = ∏ i>j exp(hr_{ij}), (26)

kaßdyæ iz kotoryh imeet vid

exp(hr_{ij}) =

1 . . . . . . . . . . cos h . − sin h 1 . . . . . . . . . . . 1 sin h . cos h . . . . . . . . . . 1

,

gde h tot ße parametr, qto i v sluqae SL_q (2) : cos h =^2_ω , a trigonometriqeskie funkcii stoØt na pereseqenii strok i stolbcov s nomerami i i j.

4. R-matricy malyh razmernosteæ dlØ ortogonal~nyh i simplektiqeskih kvantovyh grupp PerehodØ k primeram R-matric, opredelØ¸wih kvantovye gruppy seriæ B_{q n}, C_{q n} i D_{q n}, naqnem so sluqaØ SO_q(3). Ime- em

R_{SOq(3)} = q 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1/q 0 0 0 0 0 0 0 λ 0 1 0 0 0 0 0 0 0 −λ √ q 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 λ(1 − 1/q) 0 −λ √ q 0 1/q 0 0 0 0 0 0 0 λ 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 q

, (27)

O STRUKTURE KOGRANIQNYH R–MATRIC 201 gde λ = q − q^{−1}. VyqislØØ kograniqnu¸ R-matricu, poluqaem

R^c_{SOq(3)} =

1 . . . . . . . . . 2 ω^{. −} λ ω^{. . . . .} . . 2 ω^. 2λ_{[1/2]} ω^. λ^2_{[1/2]} ω^{. .} . λ ω^. 2 ω^{. . . . .} . . − 2λ_{[1/2]} ω^. 4 ω − 1 . 2λ_{[1/2]} ω^{. .} . . . . . 2 ω^{. −} λ ω^. . . λ^2_{[1/2]} ω^{. −} 2λ_{[1/2]} ω^. 2 ω^{. .} . . . . . λ ω^. 2 ω^. . . . . . . . . 1

. (28)

Perestanovkoæ strok i stolbcov matricu (28) moßno privesti k bloqno-diagonal~nomu vidu. Sredi eœ netrivial~nyh blokov est~ dva 2×2 bloka, znakomyh po gruppam SL_q (n), i odin 3×3 blok (ego fflementy v matrice (28) nahodØtsØ na pereseqenii strok i stolbcov s nomerami 3, 5, 7) predstavlØ¸wiæ soboæ ortogonal~nu¸ matricu. Kak i v sluqae SL_q (n), matricu (28) moßno predstavit~ v vide proizvedeniØ ffksponent. Zdes~, odnako, ne udaetsØ oboætis~ odnim lineænym parametrom. Qtoby vosproizvesti R^c_{SOq(3)}, predstavim sootvetstvu¸wu¸ antisimmetrizovannu¸ qast~ klassiqeskoæ r-matricy v vide

r^c_{SOq(3)} = r_{21} + r_{32} + r^d_{SOq(3)},

gde, kak i v predyduwem punkte, r_{ij} = e_{ij} ∧ e_{ji}, a

r^d_{SOq(3)} = e_{12} ∧ e_{32} − e_{21} ∧ e_{23}.

Otmetim, qto matricy r^d_{SOq(3)} i r_{ij} kommutiru¸t. DlØ zapisi matricy (28) v ffksponencial~nom vide vvedœm, krome parametra h, novyæ parametr h^′, svØzannyæ s nim sootnoxeniem cos √ 2h^′ = 2 cos h − 1. (29)

Togda poluqaem

R^c_{SOq(3)} = exp(hr_{21}) exp(hr_{32}) exp (h^′r^d_{SOq(3)}) (30)

202 E. V. DAMASKINSKI`, P. P. KULIX, M. A. SOKOLOV

ili v razvernutoæ forme

R^c_{SOq(3)} = (31)

=

1 . . . . . . . . . cos h . − sin h . . . . . . . cos^2 h^′ √ 2^. sin √ 2h^′ √ 2^.

sin^2 h^′ √ 2^{. .} . sin h . cos h . . . . . . . − sin √ 2h^′ √ 2^. cos √ 2h^′ . sin √ 2h^′ √ 2^{. .} . . . . . cos h . − sin h . . . sin^2 h^′ √ 2^{. −} sin √ 2h^′ √ 2^.

cos^2 h^′ √ 2^{. .} . . . . . sin h . cos h . . . . . . . . . 1

.

NesmotrØ na nelineænu¸ svØz~ parametrov h, h^′, matrica (31) imeet v kaqestve klassiqeskogo predela matricu r^c_{SOq(3)}:

R^c_{SOq(3)} = 11 + hr^c_{SOq(3)} + o(h^3).

Sluqaæ R-matricy gruppy SO_q (4) okazyvaetsØ prowe, tak kak vvodit~ vtoroæ parametr net neobhodimosti:

R^c_{SOq(4)} = exp(hr^c_{SOq(4)}) =

= exp(hr_{21}) exp(hr_{31}) exp(hr_{42}) exp(hr_{43}) exp(−hr^d_{SOq(4)}), (32)

gde r^c_{SOq(4)} antisimmetrizovannaØ klassiqeskaØ r-matrica dlØ

SO_q (4)

r^c_{SOq(4)} = r_{21} + r_{31} + r_{42} + r_{43} − r^d_{SOq(4)},

r^d_{SOq(4)} = e_{21} ∧ e_{34} + e_{31} ∧ e_{24} + e_{42} ∧ e_{13} + e_{43} ∧ e_{12}.

SvØz~ meßdu parametrami h i q takaØ ße kak v sluqae SL_q (2): 2 ω = cos h, λ ω = sin h.

O STRUKTURE KOGRANIQNYH R–MATRIC 203 Na simplektiqeskom sluqae ostanovimsØ qut~ podrobne. Rmatrica kvantovoæ gruppy Sp_q (4):

R_{Spq(4)} = q · · · · · · · · · · · · · · · · 1 · · · · · · · · · ·· · · · · · · 1 · · · · · · · · · · · · · · · · q−1 · · · · · · · · · · · · · λ · · 1 · · · · · · · · · · · · · · · · q · · · · · · · · · · · · · −λ/q · · q −1 · · · · · · · · · · · · · · · · 1 · · · · · · · · · · λ · · · · · 1 · · · · · · · · · · λ/q3 · · λX · · q−1 · · · · · · · · · · · · · · · · q · · · · · · · · · · · · · · · · 1 · · · · · · · λY · · λ/q3 · · −λ/q · · q−1 · · · · · · · · · · λ · · · · · 1 · · · · · · · · · · · · · λ · · 1 · · · · · · · · · · · · · · · · q

, (33)

gde X = (1 + q^{−2}) , Y = (1 + q^{−4})

poroßdaet kograniqnu¸ R-matricu sledu¸wego vida

R^c_{Spq(4)} =

=

1 . . . . . . . . . . . . . . . . cos h . . − sin h. . . . . . . . . . . . . cos h . . . . . − sin h . . . . . . . . . . A . . B . . C . . D . . . . sin h . . cos h . . . . . . . . . . . . . . . . 1 . . . . . . . . . . . . . E . . A . . F . . C . . . . . . . . . . cos h . . . . . − sin h . . . . sin h . . . . . cos h . . . . . . . . . . −C . . −D . . A . . B . . . . . . . . . . . . . 1 . . . . . . . . . . . . . . . . cos h . . − sin h . . . . −F . . −C . . E . . A . . . . . . . . . . sin h . . . . . cos h . . . . . . . . . . . . . sin h . . cos h . . . . . . . . . . . . . . . . 1

. (34)

Kak i v sluqae gruppy SO_q (3), v matrice (34) vydelØ¸tsØ obyqnye SL_q (2)-bloki i blok 4 × 4 predstavlØ¸wiæ soboæ ortogonal~nu¸ matricu. Parametr h v (34) takoæ ße kak i v sluqae

SL_q (2), a ostal~nye bolee sloßno svØzany s parametrom defor-

macii q:

204 E. V. DAMASKINSKI`, P. P. KULIX, M. A. SOKOLOV

A = cos r cos b C = cos r sin b B = − sin r √ 1 + ω^2

(cos b + ω sin b) D = sin r √ 1 + ω^2

(ω cos b − sin b)

E = sin r √ 1 + ω^2

(cos b − ω sin b) F = sin r √ 1 + ω^2

(ω cos b + sin b)

cos r = 2 ω √ ω_{[2]} − 1 cos b = ω_{[2]} ω √ ω_{[2]} − 1 sin b = − λ ω √ ω_{[2]} − 1 . Rassmotrim antisimmetrizovannu¸ klassiqesku¸ r-matricu dlØ Sp_q (4)

r^c_{Spq(4)} = r_1 + r_2 + r_3 + r_4, (35) gde r_1 = e_{21} ∧ e_{12} + e_{31} ∧ e_{13} + e_{42} ∧ e_{24} + e_{43} ∧ e_{34}

r_2 = −e_{21} ∧ e_{24} − e_{43} ∧ e_{12},

r_3 = e_{31} ∧ e_{24} + e_{42} ∧ e_{13},

r_4 = 2e_{32} ∧ e_{23} + 2e_{41} ∧ e_{14}.

Togda

R^c_{Spq(4)} = exp hr_1 exp br_3 exp (ar_2 + cr_4) =

= exp (hr_1 + ar_2 + br_3 + cr_4).

(36)

5. Zakl¸qenie

Privedœnnye vyxe primery pokazyva¸t, qto, po kraæneæ mere nekotorye, kograniqnye R-matricy dlØ algebr Li klassiqeskih seriæ ime¸t bolee prostu¸ strukturu po sravneni¸ s poroßda¸wimi ih kvazitreugol~nymi. K soßaleni¸, vyqislenie kograniqnyh R-matric ortogonal~nyh i simplektiqeskih grupp bolee vysokih porØdkov natalkivaetsØ na trudnosti svØzannye s izvleqeniem kvadratnogo kornØ iz matric (nesmotrØ na to qto suwestvuet algoritm takogo vyqisleniØ, sm., naprimer [9]). Moßno, tem ne menee, predpoloßit~, qto dlØ takih matric pri bol~xih n struktura ostaetsØ ffksponencial~noæ. Takoe predpoloßenie podkreplØetsØ primerami matric, poroßda- ¸wimi nestandartno kvantovannye gruppy. Rassmotrim, napri-

O STRUKTURE KOGRANIQNYH R–MATRIC 205 mer, tak nazyvaemu¸ ßordanovu R-matricu [6, 7] (opredelØ¸- wu¸ perestanovoqnye sootnoxeniØ kvantovoæ gruppy GL_h(2))

R_j = 1 −h h h^2 0 1 0 −h 0 0 1 h 0 0 0 1

(37)

i ee obobwenie na razmernost~ 3 (primer R_{4.2} v [8]) pri c = −h,

p = exp h, q = y = 0, a = −h^2

R_J =

1 0 h 0 0 0 −h 0 −h^2 0 e^h 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 −h 0 0 0 e^{−h} 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 e^{−h} 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 h 0 0 0 0 0 0 0 e^h 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1

. (38)

�ti matricy (37), (38) ØvlØ¸tsØ treugol~nymi R_{12}R_{21} = 1 (i, pofftomu, kograniqnymi) i udovletvorØ¸t funkcional~nomu sootnoxeni¸

R(h_1)R(h_2) = R(h_1 + h_2). (39)

Takim obrazom, ih predstavlenie v ffksponencial~noæ forme vyglØdit soverxenno estestvennym. Imeem R = exp (hr), gde

R_j = exp (hr_j), gde r_j =

0 −1 1 0 0 0 0 −1 0 0 0 1 0 0 0 0

(40) i R_J = exp (hr_J ), gde r_J = e_{11} ∧ e_{22} − e_{22} ∧ e_{33} + e_{11} ∧ e_{13} − e_{13} ∧ e_{33}. (41)

Oqevidno, qto interesnym ØvlØetsØ izuqenie Øvnogo vida universal~nyh kograniqnyh matric. Kograniqnye algebry Hopfa s kograniqnymi R-matricami obsußdalis~ takße v [10] v svØzi

206 E. V. DAMASKINSKI`, P. P. KULIX, M. A. SOKOLOV s vozmoßnym ispol~zovaniem kvantovyh grupp v kaqestve kalibrovoqnyh. Interesno, takße, izuqit~ kograniqnye R-matricy zavisØwie ot spektral~nogo parametra. �to my planiruem provesti v blißaæxee vremØ.

Literatura 1. L. A. TahtadßØn, L. D. Faddeev, Gamil~tonov podhod v teorii solitonov. Nauka, M. (1986) .

2. N. M. Bogol¸bov, A. G. Izergin, V. E. Korepin, KorrelØcionnye funk-

cii integriruemyh sistem i kvantovyæ metod obratnoæ zadaqi. Nauka,

M. (1992) .

3. V. G. Drinfeld, Quantum Groups. in: Proc. Int. Congress of Mathematicians, Vol. 1, 798, Berkeley, California, Academic Press, New York (1986) .

4. L. D. Faddeev, N. Yu. Reshetikhin, and L.A.Takhtajan, — Algebra Analiz, 1 (1989) 178 (in Russian). Engl. transl.: Leningrad Math. J., 1 (1990) 193 .

5. V. Chari and A. Pressley, A Guide to Quantum Groups. Cambridge Univ. Press (1994) .

6. E. E. Demidov, Yu. Manin, E. E. Mukhin, and D. V. Zhadanovich, Prog. Theor.

Phys. Suppl. 102, 203 (1990) .

7. S.Zakrzewski, Lett. Math. Phys. 22 (1991), 287 .

8. J. Hietarinta, The upper triangular solutions to the three-state constant quantum Yang–Baxter equation. Turku-Fl-P7 (1993) .

9. F. R. Gantmaher, TeoriØ matric. Nauka, M. (1988) .

10. S. Zakrzewski, A characterization of coboundary Poisson Lie groups and Hopf algebras. in: Quantum Groups and Quantum Spaces, Banach Center Publications 40 (1997), 273 .

Damaskinsky E. V., Kulish P. P., and Sokolov M. A. On the structure of coboundary R-matrices for classical series.

Coboundary R-matrix for quantum algebras associated with simple Lie algebras of classical series are computed. In the fundamental representations these R-matrices are equal to exponents of the related classical r-matrices.

Postupilo 28 fevralØ 2000 g.

Voennyæ inßenernyæ tehniqeskiæ universitet

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN

S.-Peterburgskiæ institut maxinostroeniØ