Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 269, 2000 g.

R. M. Kaxaev, O. Tirkkonen

DOKAZATEL^STVO OB˙EMNO` GIPOTEZY DL˚ TORIQESKIH UZLOV

PosvØwaetsØ pamØti A. G. Izergina

1. Vvedenie

V nedavneæ rabote [6] H. Murakami i D. Murakami pokazali, qto q-dilogarifmiqeskiæ invariant uzlov, vvedennyæ v rabotah [1, 2], ØvlØetsØ special~nym sluqaem kraxenogo invarianta (polinoma) Dßonsa, associirovannogo s kvantovoæ gruppoæ SU (2)_q . Ispol~zuØ svØz~ q-dilogarifmiqeskogo invarianta s giperboliqeskim ob¨emom dopolneniØ uzla, obnarußennu¸ v rabote [3], oni takße predloßili ob¨emnu¸ gipotezu: dlØ l¸bogo uzla vyxe upomØnutaØ specifikaciØ kraxenogo invarianta Dßonsa v opredelennom predele daet simplicial~nyæ ob¨em (ili normu Gromova) uzla. Zameqatel~nym sledstviem fftoæ gipotezy ØvlØetsØ to, qto uzel trivialen togda i tol~ko togda, kogda vse ego kraxenye invarianty Dßonsa trivial~ny, sm. [6].

Cel~ fftoæ stat~i sostoit v tom, qtoby dokazat~ ob¨emnu¸ gipotezu v sluqae toriqeskih uzlov. DlØ togo, qtoby sformulirovat~ nax rezul~tat, snaqala napomnim formulu dlØ kraxenogo invarianta Dßonsa, sleduØ rabotam [5, 7].

Kraxenyæ invariant Dßonsa J_{K,k}(h) lentoqnogo uzla K – ffto loranovskiæ polinom po otnoxeni¸ k peremennoæ q = e^h, zavisØwiæ ot cveta k – razmernosti SU (2)_q -modulØ. Pust~ m, p ØvlØ¸tsØ vzaimno prostymi poloßitel~nymi celymi qislami. Oboznaqim qerez L ≡ O_{m,p} toriqeskiæ uzel tipa (m, p), poluqennyæ kak kabel~ tipa (m, p) iz trivial~nogo uzla s nulevym skruqivaniem (sm. [5] dlØ toqnogo opredeleniØ). Togda, kraxe-

Rabota R.M.K. podderßana Akademieæ FinlØndii i qastiqno grantom RFFI 99-01-00101. 262

DOKAZATEL^STVO OB˙EMNO` GIPOTEZY 263 nyæ invariant Dßonsa uzla L imeet sledu¸wu¸ Øvnu¸ formu:

2 sinh(kh/2) J_{L,k}(h) J_{O,k}(h) = ∑ ϵ=±1

(k−1)/2 ∑ r=−(k−1)/2 ϵe^{hmpr2 +hr(m+ϵp)+ϵh/2} , (1) gde O ØvlØetsØ trivial~nym uzlom s nulevym skruqivaniem, a J_{O,k}(h) = sinh(kh/2)/ sinh(h/2). Soglasno rezul~tatu H. Murakami i D. Murakami [6], q-dilo-garifmiqeskiæ invariant ⟨L⟩_k ØvlØetsØ sledu¸weæ specifikacieæ kraxenogo invarianta Dßonsa (s toqnost~¸ do umnoßeniØ na koren~ k-oæ stepeni iz edinicy): ⟨L⟩_k ≡ lim_{h→2πi/k} J_{L,k}(h) J_{O,k}(h) . (2)

V dal~neæxem my budem nazyvat~ ee giperboliqeskaØ specifikaciØ. Nax rezul~tat opisyvaet asimptotiqeskoe razloßenie veliqiny ⟨L⟩_k, kogda k → ∞.

Teorema. GiperboliqeskaØ specifikaciØ (2) kraxenogo invarian-

ta Dßonsa dlØ toriqeskogo uzla L tipa (m, p) imeet sledu¸wee asimptotiqeskoe razloßenie pri bol~xih k:

⟨L⟩_ke^{iπ2k} (^{mp + pm} ) = mp−1∑

j=1 ⟨L⟩^{(j)}_k + ⟨L⟩^{(∞)}_k , (3) gde ⟨L⟩^{(j)}_k = = 2(2mp/k)^{−3/2}e^{i π4} (−1)^{(k−1)j}e^{−i πkj22mp} j^2 sin(πj/m) sin(πj/p), (4) i ⟨L⟩^{(∞)}_k = 1 4 e^{iπkmp/2} ∑ n¿1 1 n! ( iπ 2kmp )_{n−1} ∂^{2n}(xτ_L(x)) ∂x^{2n} | | x=0 , (5)

sm. niße formulu (6) dlØ opredeleniØ funkcii τ_L(x).

Iz uravneniæ (3)–(5) legko uvidet~, qto |⟨L⟩_k| ∼ k^{3/2}, k → ∞.

264 R. M. KAXAEV, O. TIRKKONEN

Sledstvie. Ob¨emnaØ gipoteza spravedliva dlØ toriqeskih uz-

lov, t.e.

lim_{k→∞} k^{−1} log |⟨L⟩_k| = 0.

V sledu¸wem razdele my dokazyvaem teoremu, ispol~zuØ odno integral~noe predstavlenie dlØ gaussovoæ summy v formule (1).

Blagodarnosti. My priznatel~ny D. Borisovu, T. Kffrki i

H. Murakami za poleznye obsußdeniØ. R. M. K. blagodarit L. D. Faddeeva za ego postoØnnu¸ podderßku pri vypolnenii fftoæ raboty.

2. Dokazatel~stvo teoremy Naqnem s opredeleniØ sledu¸weæ funkcii:

τ_L(z) ≡ 2 sinh(mz) sinh(pz)/ sinh(mpz), (6)

kotoraØ svØzana s polinomom Aleksandera uzla L,

Δ_L(t) ≡ (t^{mp/2} − t^{−mp/2})(t^{1/2} − t^{−1/2}) (t^{m/2} − t^{−m/2})(t^{p/2} − t^{−p/2}) , po formule

τ_L(z) = 2 sinh(z)/Δ_L(e^{2z}).

Soglasno rezul~tatu Milnora [4] i Turaeva [9], funkciØ τ_L(z) opisyvaet kruqenie Raædemaæstera dopolneniØ uzla.

Lemma 1. DlØ l¸bogo deæstvitel~nogo ϕ, udovletvorØ¸wego uslo-

vi¸ ℜhe^{−2iϕ} > 0, formula (1) imeet sledu¸wee integral~noe predstavlenie:

2 sinh(kh/2) J_{L,k}(h) J_{O,k}(h) = = √ mp πh e^{− h4} (^{mp + pm} ) ∫ C_ϕ dz e^{mp} ı_{kz− z2} h ȷ τ_L(z), (7)

gde kontur integrirovaniØ C_ϕ est~ obraz deæstvitel~noæ osi pri otobraßenii R ∋ x → xe^{iϕ} ∈ Cϕ ⊂ C , (8)

DOKAZATEL^STVO OB˙EMNO` GIPOTEZY 265

s inducirovannoæ orientacieæ.

Dokazatel~stvo. Snaqala zametim, qto dlØ l¸bogo nenulevo-

go kompleksnogo qisla h ≠ 0 i l¸bogo kompleksnogo qisla w, vypolnØetsØ sledu¸waØ gaussova integral~naØ formula: √ πhe^{hw2} = ∫ C_ϕ dz e^{−z2/h+2wz} , (9) gde vybor kontura integrirovaniØ C_ϕ, opisannyæ v formulirovke teoremy, diktuetsØ usloviem shodimosti integrala, a kvadratnyæ koren~ ponimaetsØ v smysle analitiqeskogo prodolßeniØ glavnoæ vetvi pri poloßitel~nyh znaqeniØh peremennoæ h.

StartuØ s pravoæ qasti uravneniØ (1), soberem qleny, soderßawie peremennu¸ summirovaniØ r, v polnyæ kvadrat:

e^{h4} (^{mp + pm} ) r.h.s. (1) = ∑ ϵ=±1 ϵ k−1∑ r=0 e^{hmp}(^{r− k} �1_{2 +} m+ϵp_{2mp} )2

– teper~ formula (9) moßet byt~ ispol~zovana dlØ vyraßeniØ r-zavisimoæ ffksponenty – = ∑ ϵ=±1 ϵ k−1∑ r=0 1 √ πhmp ∫ C_ϕ dz e^{− z2hmp +z(2r−k+1+p} �1_{+ϵm}�1_)

– s posledu¸wim vyqisleniem summirovaniæ – = 2 √ πhmp ∫ C_ϕ dz e^{− z2hmp +z/p} sinh(kz) sinh(z/m)/ sinh(z) – ffksponenta exp(z/p) v podintegral~nom vyraßenii, buduqi umnoßennoæ na neqetnu¸ funkci¸ peremennoæ z (po otnoxeni¸ k podstanovke z ↔ −z), moßet byt~ zamenena na neqetnu¸ qast~ – = 2 √ πhmp ∫ C_ϕ dz e^{− z2hmp} sinh(kz) sinh(z/m) sinh(z/p)/ sinh(z) – obrawaØ predyduwee rassußdenie, zamenim funkci¸ sinh(kz) ffksponentoæ – = 2 √ πhmp ∫ C_ϕ dz e^{− z2hmp +kz} sinh(z/m) sinh(z/p)/ sinh(z),

266 R. M. KAXAEV, O. TIRKKONEN – a takße rastØnem peremennu¸ integrirovaniØ (z → zmp) – = √ mp πh ∫ C_ϕ dz e^{mp} ı_{kz− z2} h ȷ τ_L(z),

gde my vospol~zovalis~ oboznaqeniem (6).

Predstavlenie (7) pohoße na formulu Rozanskogo (2.2) iz raboty [8], hotØ poslednØØ ponimaetsØ tol~ko v smysle asimptotiqeskogo razloßeniØ v stepennoæ rØd.

Lemma 2. GiperboliqeskaØ specifikaciØ (2) kraxenogo invarian-

ta Dßonsa dlØ toriqeskih uzlov imeet sledu¸wee integral~noe predstavlenie

2⟨L⟩_k = (mpk/2)^{3/2}e^{− iπ2k} (^{mp + pm + k2} ) ∫ C_ϕ dz e^{πmpk(z+ i2 z2)}z^2τ_L(πz), (10)

gde kontur integrirovaniØ C_ϕ opredelen v (8) s ograniqeniem 0 < ϕ < π/2. Dokazatel~stvo. LevaØ storona uravneniØ (7) zanulØetsØ pri

h = 2πi/k iz-za mnoßitelØ sinh(kh/2). �to oznaqaet, qto integral

v pravoæ qasti takße zanulØetsØ. DifferenciruØ po otnoxeni¸ k peremennoæ h odnovremenno sinh-funkci¸ v levoæ qasti i integral v pravoæ qasti uravneniØ (7), polagaØ zatem h = 2πi/k i rastØgivaØ peremennu¸ integrirovaniØ na π, my moßem perepisat~ rezul~tat v vide uravneniØ (10).

[Dokazatel~stvo teoremy]. Pri bol~xih k moßno vospol~zo-

vat~sØ metodom perevala dlØ vyqisleniØ integrala v formule (10). EdinstvennaØ stacionarnaØ toqka pri z = i otdelena ot kontura integrirovaniØ koneqnym qislom pol¸sov funkcii

τ_L(πz), kotorye raspoloßeny v toqkah z_j ≡ ij/mp, 0 < j < mp.

Takim obrazom, prinimaØ vo vnimanie shodimost~ na beskoneqnosti, my moßem sdvinut~ kontur C_ϕ na mnimu¸ edinicu i dobavit~ integrirovanie vdol~ zamknutogo kontura, okrußa¸wego toqki z_j protiv qasovoæ strelki. Integrirovanie vdol~ sdvinutogo kontura C_ϕ moßet byt~ preobrazovano s pomow~¸ lineænoæ

DOKAZATEL^STVO OB˙EMNO` GIPOTEZY 267 zameny peremennoæ integrirovaniØ z → z + i: ∫ i+C_ϕ dz e^{πmpk(z+ i2 z2 )}z^2τ_L(πz) =

= e^{iπmpk/2} ∫ C_ϕ dz e^{iπmpkz2 /2}(z + i)^2τ_L(πz + iπ)

= −2ie^{iπmpk/2} ∫ C_ϕ dz e^{iπmpkz2/2}zτ_L(πz),

gde v posledneæ stroqke my ispol~zovali svoæstvo (kvazi-) periodiqnosti sinh-funkcii, vzaimnu¸ prostotu qisel m i p, a takße vykinuli iz podintegral~nogo vyraßeniØ neqetnye po otnoxeni¸ k smene znaka z ↔ −z slagaemye. Teper~, poluqennaØ formula neposredstvenno vedet k formule (3) asimptotiqeskogo razloßeniØ vyraßeniØ ⟨L⟩^{(∞)}_k , esli vospol~zovat~sØ razloßeniem Tffælora funkcii zτ_L(πz) v toqke z = 0, a zatem vyqislit~ gaussovy integraly. Ostal~nye slagaemye v uravnenii (3) voznika¸t v rezul~tate vyqisleniØ dobavlennogo konturnogo integrala metodom vyqetov.

Literatura

1. R. M. Kashaev, Quantum dilogarithm as a 6j-symbol. — Modern Phys. Lett. A 9, No. 40 (1994), 3757–68.

2. R. M. Kashaev, A link invariant from the quantum dilogarithm. — Modern Phys.

Lett. A 10, No. 19 (1995), 1409–18.

3. R. M. Kashaev, The hyperbolic volume of knots from the quantum dilogarithm.

— Lett. Math. Phys. 39, No. 3 (1997), 269–75. 4. J. Milnor, — Ann. of Math. 76 (1962), 137.

5. H. R. Morton, The coloured Jones function and Alexander polynomial for torus knots. — Proc. Cambridge Philos. Soc. 117, 1 (1995), 129–35.

6. H. Murakami and J. Murakami, The colored Jones polynomials and the simplicial volume of a knot. math.GT/9905075.

7. M. Rosso and V. Jones, On the invariants of torus knots derived from quantum groups J. Knot Theory Ramifications.

8. L. Rozansky, Higher order terms in the Melvin–Morton expansion of the colored Jones polynomial. q-alg/9601009.

9. V. G. Turaev, — Russ. Math. Surv. 41 (1986), 199.

268 R. M. KAXAEV, O. TIRKKONEN Kashaev R. M., Tirkkonen O. Proof of the volume conjrcture for torus knots.

The volume conjecture, formulated recently by H. Murakami and J. Murakami, is proved for the case of torus knots.

Postupilo 28 dekabrØ 1999 g.

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN

E-mail: kashaev@pdmi.ras.ru

Issledovatel~skiæ centr Nokia,

P.O. Box 407, FIN-00045

Gruppa Nokia, FinlØndiØ

E-mail: olav.tirkkonen@nokia.com