Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 269, 2000 g.

S. M. Sergeev

KVANTOVYE MATRICY KO�FFICIENTOV DISKRETNO` LINE`NO` ZADAQI

PosvØwaetsØ pamØti A. G. Izergina

Vvedenie

S¸ßetom dannyh zapisok ØvlØetsØ nekotoryæ klass operatornoznaqnyh matric, nazyvaemyh matricami kofffficientov kvantovoæ vspomogatel~noæ lineænoæ zadaqi [1–3].

ObsußdaemaØ lineænaØ zadaqa voznikaet na vspomogatel~nyh dvumernyh grafah, obrazovannyh orientirovannymi prØmymi liniØmi, t.e. na dvumernyh rexetkah proizvol~noæ formy, verxiny kotoryh ime¸t koordinacionnoe qislo 4. Na rexetke opredelØetsØ dva tipa ob¨ektov: s kaßdoæ kletkoæ s (”site”) rexetki associiruetsØ nekotoraØ lineæaØ forma ϕ^∗_s, a s kaßdoæ verxinoæ v (“vertex”) associiru¸tsØ nabor ob¨ektov u_v, w_v i κ_v, priqem vse κ_v ØvlØ¸tsØ C-qislovymi parametrami, a fflementy

u_v, w_v obrazu¸t lokal~nu¸ algebru VeælØ:

u_v w_v = q w_v u_v , i [u_v, u_v0] = [w_v, w_v0] = [u_v, w_v0] = 0 , ∀ v ≠ v^′ . (1)

Edinstvennym pravilom postroeniØ vspomogatel~noæ lineænoæ zadaqi ØvlØetsØ pravilo postroeniØ verxinnoæ lineænoæ formy f^∗_v , pokazannoe na risunke (1). Na fftom risunke a, b, c, d oboznaqa¸t kletki, okrußa¸wie verxinu v, a fflementy u_v, w_v, κ_v ispol~zu¸tsØ v kaqestve kofffficientov pri opredelenii f^∗_v kak

Do aprelØ 2000 g.: Filial Instituta ˚dernoæ Fiziki SO RAN, Protvino, RossiØ. 292

KVANTOVYE MATRICY KO�FFICIENTOV 293 lineænoæ kombinacii kletoqnyh blizleßawih ϕ^∗_{a,b,c,d}. Po smyslu, oqevidno, vse lineænye formy sut~ fflementy formal~nogo levogo modulØ prØmogo proizvedeniØ vseh veælevskih algebr. Sama ße lineænaØ zadaqa voznikaet kak ves~ nabor verxinnyh uravneniæ {f^∗_v = 0}, kotorye nadleßit ponimat~ kak sistemu uravneniæ na kletoqnye ϕ^∗_s.

Esli my imeem delo s koneqnoæ rexetkoæ s periodiqeskimi graniqnymi usloviØmi, to, oqevidno, koliqestvo verxin sovpadaet s koliqestvom kletok,

# v = # s = Δ , (2)

i pofftomu sistema {f^∗_v = 0} ØvlØetsØ sistemoæ iz Δ uravneniæ na Δ neizvestnyh. Poskol~ku ffta sistema uravneniæ lineæna po svoeæ strukture, to ona opredelØet matricu kofffficientov, estestvenno nabiraemu¸ iz kaßdogo uravneniØ tipa privedennogo na risunke (1). �ta matrica i est~ matrica kofffficientov lineænoæ zadaqi.

Otmetim odno iz glavnyh svoæstv matricy kofffficientov: po priqine lokal~nosti kvantovye kofffficienty, otnosØwiesØ k razliqnym verxinam, vsegda kommutiru¸t. Na matriqnom Øzyke ffto oznaqaet, qto fflementy razliqnyh stolbcov matricy kofffficientov vsegda kommutiru¸t.

Smysl vvedeniØ vspomogatel~noæ lineænoæ sistemy zakl¸qaetsØ v tom, qto ee moßno rassmatrivat~ kak predstavlenie nulevoæ krivizny. Pust~ dan nekotoryæ graf G, nadelennyæ svoeæ sistemoæ {ϕ^∗_s, u_v, w_v}. Smeweniem nekotoryh liniæ, obrazu¸wih dannyæ G, moßno poluqit~ inoæ graf G^′, kotoryæ estestvenno nadelit~ svoeæ sistemoæ {ϕ^{∗′}, u^′_v, w^′_v}. Kl¸qevym ØvlØetsØ sledu- ¸wiæ fakt: uslovie lineænoæ ffkvivalentnosti sistem {f^∗_v = 0} dlØ G i {f^{∗′}_v = 0} dlØ G^′, doopredelØemoe nekotorym obrazom dlØ sluqaØ nekommutativnyh kofffficientov, odnoznaqno fiksiruet otobraßenie {u_v, w_v} → {u^′_v, w^′_v}, pri kotorom operatornoznaqnye kofffficienty grafa G^′ ØvlØ¸tsØ racional~nymi funkciØmi operatorno-znaqnyh kofffficientov ishodnogo grafa G. Bolee togo, otobraßenie Øvnym obrazom sohranØet strukturu lokal~noæ algebry VeælØ (1). Naliqie takogo otobraßeniØ, ego odnoznaqnost~ i kanoniqnost~ pozvolØ¸t stroit~ kvantovye integriruemye modeli [3, 2].

294 S. M. SERGEEV

DlØ takih modeleæ vspomogatel~naØ lineænaØ sistema igraet pervostepennu¸ rol~. Osnovnym ee priloßeniem ØvlØetsØ to, qto formal~nyæ opredelitel~ matricy kofffficientov (s toqnost~¸ do nekotoroæ normirovki) ØvlØetsØ proizvodØwim funkcionalom dlØ invariantov otobraßeniØ G → G^′, t.e. dlØ integralov dvißeniØ. V sluqae ße, kogda parametr kvantovoæ deformacii q, figuriru¸wiæ v opredelenii algebry VeælØ, ØvlØetsØ kornem iz edinicy, q^N = 1, i algebra VeælØ imeet koneqnomernye predstavleniØ, v kotoryh operator otobraßeniØ {u_v, w_v}

→ {u^′_v, w^′_v} takße moßet byt~ sdelan koneqnym, na kvantovyæ

opredelitel~ voznikaet universal~noe funkcional~noe uravnenie, pozvolØ¸wee vyqislØt~ spektr integralov dvißeniØ [4]. Issledovani¸ matric kofffficientov i strogomu vyvodu funkcional~nogo uravneniØ i posvØwena ffta zametka.

Issledovanie svoæstv matric kofffficientov my razdelili na dva fftapa. Sperva my opixem naibolee obwie ih svoæstva, sledu¸wie iz lokal~nosti algebry kofffficientov. Zatem ße my sosredotoqimsØ na koneqnomernom sluqae, i osnovnym rezul~tatom naxeæ raboty budet strogiæ vyvod funkcional~nogo uravneniØ.

1. Matricy klassa L i ih svoæstva

Itak, vo vvedenii byla opisana sistema lineænyh sootnoxeniæ, kofffficienty kotoroæ ØvlØ¸tsØ nekommutativnymi ob¨ektami. Matrica kofffficientov lineænoæ zadaqi ØvlØetsØ Δ × Δ matriceæ, kofffficienty kotoroæ nekommutativny. V fftom razdele my izuqim obwie svoæstva matric s nekommutativnymi matriqnymi fflementami, no takimi, qto matriqnye fflementy ih raznyh stolbcov kommutiru¸t. �to svoæstvo poloßim v osnovu opredeleniØ naxego osnovnogo ob¨ekta, dlØ kotorogo budut formulirovat~sØ lemmy i teoremy dannogo razdela.

Opredelenie 1. Pust~ L – klass matric razmerom Δ × Δ, ℓ ∈ L ⇔ ℓ = ||ℓ_{s,v}|| , s, v = 1, ..., Δ , (3) takih, qto matriqnye fflementy ℓ_{s,v} ØvlØ¸tsØ obrazu¸wimi nekotorogo (nekommutativnogo) kol~ca s ediniceæ, no tak, qto fflementy raznyh stolbcov v i v^′ vsegda kommutiru¸t: ℓ_{s,v} · ℓ_s0_{,v}0 = ℓ_s0_{,v}0 · ℓ_{s,v} ∀ s, s^′, v, v^′ : v ≠ v^′ . (4)

KVANTOVYE MATRICY KO�FFICIENTOV 295 Smysl fftogo opredeleniØ i oboznaqeniæ oqeviden: matricy kofffficientov kvantovoæ lineænoæ zadaqi prinadleßat klassu L, a ispol~zuemye matriqnye indeksy oboznaqa¸t s-kletka, vverxina.

Opredelenie 2. Kvantovym opredelitelem matricy ℓ ∈ L na-

zyvaetsØ fflement kol~ca {ℓ_{s,v}} sledu¸wego vida:

J = det(ℓ) = ∑ σ (−)^σ ∏ s ℓ_{s,v=σ(s)} , (5) gde σ – fflement gruppy perestanovok Δ indeksov. �lement J horoxo opredelen po priqine kommutativnosti razliqnyh stolbcov, qto privodit k kommutativnosti vseh mnoßiteleæ v proizvedenii.

Opredelenie 3. Matricu ℓ ∈ L budem nazyvat~ nevyroßden-

noæ, esli ee kvantovyæ opredelitel~ obratim:

∃ J^{−1} : det(ℓ) · J^{−1} = 1 . (6)

Lemma 1. DlØ l¸boæ nevyroßdennoæ matricy iz rassmatrivae-

mogo klassa suwestvuet matrica, obratnaØ eæ sprava:

∀ ℓ ∈ L ∃ ℓ^{−1} : ℓ · ℓ^{−1} = 1 . (7)

Dokazatel~stvo. Kommutativnost~ fflementov razliqnyh stolb-

cov matricy ℓ ∈ L privodit k tomu, qto ne tol~ko formal~nyæ kvantovyæ opredelitel~, no i kvantovye algebraiqeskie dopolneniØ horoxo opredeleny. Pust~ A_{v,s} – algebraiqeskoe dopolnenie k fflementu ℓ_{s,v}: J = ∑ v ℓ_{s,v} A_{v,s} ∀ s . (8) Rassmotrim summu ∑ v ℓ_s0_{,v} A_{v,s} , s ≠ s^′ . (9) Po smyslu ffta summa est~ opredelitel~ matricy, v kotoroæ s- Ø stroka zamenena na s^′-¸. Stolbcy takoæ matricy po-preßnemu

296 S. M. SERGEEV kommutativny, a po priqine sovpadeniØ dvuh strok ee opredelitel~ toßdestvenno raven nul¸. Sledovatel~no,

ℓ · ℓ^{−1} = 1 , ( ℓ^{−1} ) v,s = A_{v,s} · J^{−1} . (10) � Lemma 2. DlØ l¸boæ nevyroßdennoæ ℓ ∈ L matrica ℓ^{(2)} razmera

Δ(Δ − 1)/2 × Δ(Δ − 1)/2, zadavaemaØ formuloæ

ℓ^{(2)}_{s,s}0_{|v,v}0 = ℓ_{s,v} ℓ_s0_{,v}0 − ℓ_{s,v}0 ℓ_s0_{,v} , v < v^′ , s < s^′ (11)

gde oboznaqeniØ v < v^′ i s < s^′ podrazumeva¸t nekotoroe uporØdoqenie par indeksov, takße oratima sprava.

Dokazatel~stvo. Proanaliziruem matricu vtoryh algebraiqe-

skih dopolneniæ, opredelØemu¸ formuloæ J = ∑ v<v0 (ℓ_{s,v} ℓ_s0_{,v}0 − ℓ_{s,v}0 ℓ_s0_{,v}) · A^{(2)}_{v,v}0_{|s,s}0 , ∀ s, s^′ : s < s^′ , (12) gde, po priqine uporØdoqennosti nomerov matriqnyh fflementov v opredelenii determinanta, vozniklo uporØdoqenie v < v^′ i s <

s^′ v opredelenii matricy vtoryh algebraiqeskih doploneniæ.

Vypixem summu

ℓ^{(2)}_{s,s}0_{|v,v}0 A^{(2)}_{v,v}0_{|t,t}0 (13)

i raskroem opredelenie ℓ^{(2)}. ProvodØ v poluqivxemsØ vyraßenii rassußdenie o sovpada¸wih strokah, analogiqnoe prodelannomu pri dokazatel~stve lemmy (1), srazu ße zakl¸qaem, qto

ℓ^{(2)} · ℓ^{(2)−1} = 1 , ( ℓ^{(2)−1} ) v,v0_{|s,s}0 = A^{(2)v,v}0^{|s,s}0 J^{−1} . (14) � Sledu¸waØ teorema predstavlØet iskl¸qitel~nu¸ vaßnost~ dlØ vseh dal~neæxih postroeniæ.

Teorema 1. RexeniØ zs(ε) sistemy lineænyh uravneniæ ∑ s z_s ℓ_{s,v} = ε_v ∀ v , (15)

gde ε_v – qisla i ℓ ∈ L – nevyroßdenna, kommutativny:

z_s(ε) · z_s0(ε) = z_s0(ε) · z_s(ε) . (16)

KVANTOVYE MATRICY KO�FFICIENTOV 297

Dokazatel~stvo. Pust~ s < s^′. Rassmotrim Z_{v,v}0 = ∑ s<s0 (z_sz_s0 − z_s0z_s) · ℓ^{(2)}_{s,s}0_{|v,v}0 . (17)

RaskryvaØ skobki pod znakom summy i proizvodØ pereoboznaqenie indeksov summirovaniØ, privodim Z_{v,v}0 k vidu Z_{v,v}0 = ∑ ∀s,s0 (z_sz_s0 − z_s0z_s) · ℓ_{s,v} ℓ_s0_{,v}0 . (18)

Poskol~ku v fftoæ summe v ≠ v^′, to summy po s, s^′ berutsØ srazu: Z_{v,v}0 = ∑ s z_s ε_v0 ℓ_{s,v} − ∑ s0 z_s0 ε_v ℓ_s0_{,v}0 . (19)

Dalee, poskol~ku ε – qisla, to toßdestvenno poluqaetsØ

Z_{v,v}0 = ε_vε_v0 − ε_v0 ε_v = 0 . (20)

�to v svo¸ oqered~, v silu obratimosti matricy ℓ^{(2)}, lemma (2), oznaqaet

z_s z_s0 − z_s0 z_s = 0 . (21) � Utverßdenie teoremy (1) ffkvivalentno utverßdeni¸ o sledu- ¸weæ algebre kvantovyh algebraiqeskih dopolneniæ: ∀ v, v^′, s, s^′

A_{v,s}J^{−1}A_v0_{,s}0J^{−1} + A_v0_{,s}J^{−1}A_{v,s}0J^{−1}

= A_{v,s}0J^{−1}A_v0_{,s}J^{−1} + A_v0_{,s}0J^{−1}A_{v,s}J^{−1} , (22)

i v qastnosti, pri v^′ = v,

A_{v,s}J^{−1}A_{v,s}0J^{−1} = A_{v,s}0J^{−1}A_{v,s}J^{−1} . (23)

�ti sootnoxeniØ poluqa¸tsØ var~irovaniem z_sz_s0 − z_s0z_s = 0 po

ε_v, ε_v0.

Pust~ ℓ ∈ L ne obØzatel~no nevyroßdenna. Rassmotrim nedoopredelennu¸ sistemu vektornyh uravneniæ ∑ s ϕ^∗_s · ℓ_{s,v} = 0 ∀ v ≠ v_0 , (24)

gde vse ϕ^∗_s prinadleßat levomu modul¸ kol~ca {ℓ_{s,v}}. Predpoloßim, qto dlØ dannogo v_0 suwestvuet s_0, takoæ, qto algebraiqeskoe dopolnenie A_{v0,s0} obratimo. Togda imeet mesto sledu¸waØ

298 S. M. SERGEEV

Teorema 2. Obwee rexenie sistemy (24) dlØ proizvol~noæ ℓ ∈ L

takoæ, qto ∃ v_0, s_0 : A_{v0,s0} obratima, imeet vid

ϕ^∗_s = ϕ^∗_0 · z_{s,s0} , (25)

gde fflementy z_{s,s0} kommutativny pri raznyh s. Krome togo, pri opisannyh usloviØh na ℓ vsegda imeet mesto sootnoxenie

z_{s,s0} J = J ~z_{s,s0} . (26)

Dokazatel~stvo. Predpoloßim snaqala, qto ℓ nevyroßdena.

Pomnoßim (24) sprava na algebraiqeskie dopolneniØ A_{v,s} i prosummiruem po v. Poluqim

0 = ϕ^∗_s J − f^∗_{v0} A_{v0,s} , (27)

gde vozniklo “nedosta¸wee” vektornoe uravnenie f^∗_{v0} = ∑ s ϕ^∗_s ℓ_{s,v0} . V predpoloßenii o nevyroßdennosti ℓ i ob obratimosti A_{v0,s0} , sravnivaØ uravneniØ (27) dlØ s i s_0, poluqaem

ϕ^∗_s = ϕ^∗_{s0} z^{−1}_{s0} z_s , (28)

gde z_s = A_{v0,s} J^{−1} – rexeniØ sistemy (15) pri ε_v = δ_{v,v0} . V silu teoremy (1) vse z_s kommutativny, i, znaqit,

z_{s,s0} = z_s z^{−1}_{s0} = A_{v0,s} A^{−1}_{v0,s0} (29)

takße kommutativny pri razliqnyh s. Zametim teper~, qto vid

z_{s,s0} ne soderßit obratnyh stepeneæ kvantovogo opredelitelØ J,

vseh ih moßno stroit~ xag za xagom, rexaØ sistemu (24) otnositel~no vseh ϕ^∗_s krome ϕ^∗_{s0} , pri uslovii, qto s_0 – nevyroßdennyæ indeks. Takim obrazom, trebovanie nevyroßdennosti matricy ℓ ne ØvlØetsØ neobhodimym ni dlØ nahoßdeniØ fflementov z_{s,s0} , ni dlØ ih kommutativnosti.

Sootnoxenie ße (26) est~ takße sledstvie kommutativnosti

z_s, a imenno, (23), zapisannom v vide

A_{v0,s} A^{−1}_{v0,s0} J = J A^{−1}_{v0,s0} A_{v0,s} , (30)

otkuda sleduet

~z_{s,s0} = A^{−1}_{v0,s0} A_{v0,s} . (31) � Na fftom zaverxim pereqislenie svoæstv matric klassa L i usilim trebovaniØ na klass issleduemyh matric.

KVANTOVYE MATRICY KO�FFICIENTOV 299 3. Matrica kofffficientov koneqnoæ lineænoæ sistemy

Pereædem teper~ k special~nomu vidu matric ℓ iz klassa L, a imenno, sobstvenno naxih matric kofffficientov lineænoæ sistemy v koneqnomernom sluqae.

Matricy obsußdaemogo vida udobnee vsego opredelØt~ kak matricy kofffficientov sistemy lineænyh sootnoxeniæ

f^∗_v = ∑ s ϕ^∗_s · ℓ_{s,v} , (32) v toqnosti povtorØØ oboznaqeniØ formuly risunka (1).

Snaqala napomnim soderßanie trebovaniØ koneqnosti. Nekommutativnye fflementy {ℓ_{s,v}} sobrany v stolbcy, i my budem predpolagat~, qto fflementy v-go stolbca izomorfny nekotoroæ

N × N -mernoæ matriqnoæ algebre, tak qto fflement ℓ_{s,v} predsta-

vim kak N × N -mernaØ matrica ℓ^{(v)}s na v-m meste v tenzornom proizvedenii, ℓ_{s,v} = 1 ⊗ 1 ⊗ · · · ⊗ ℓ^{(v)}_s v �e_{mesto} ⊗ · · · ⊗ 1 . (33)

Polnoe Gil~bertovo prostranstvo sostoØniæ H_Δ teper~ est~ prØmoe proizvedenie svoih Δ xtuk N -mernyh komponent, i imeet, takim obrazom, razmernost~ N^Δ. Estestvenno, dlØ klassa L my budem sqitat~ H_Δ levym modulem. My sqitaem N odnim i tem ße dlØ vseh komponent, hotØ ffto i ne obØzatel~no. PolnaØ ße razmernost~ matricy ℓ ravna, takim obrazom, Δ N^Δ × Δ N^Δ. Imeet mesto sledu¸waØ

Lemma 3._{Det ℓ = det J ,}

(34)

gde Det oboznaqaet polnyæ, Δ N^Δ × Δ N^Δ, opredelitel~ a det J beretsØ po J kak matrice razmernosti N^Δ × N^Δ.

Po priqine svoeæ fflementarnosti ffta lemma ne trebuet dokazatel~stva.

Opredelenie 4. Klass koneqnomernyh matric ℓ ∈ L, matriq-

nye fflementy kotoryh ime¸t strukturu (33), ih lokal~nye obrazu¸wie ØvlØ¸tsØ beskletoqnymi Veælevskimi generatorami, i podrazumeva¸tsØ toroidal~nye graniqnye usloviØ na strukturu

300 S. M. SERGEEV

rexetki, na kotoroæ voznikaet sistema (32), my budem nazyvat~ klassom matric kofffficientov lineænoæ zadaqi, ili LP .

Lemma 4. V toqke obwego poloßeniØ matricy kofffficientov

lineænoæ zadaqi kak ee kvantovyæ determinant, tak i vse ee kvantovye algebraiqeskie dopolneniØ obratimy.

Dokazatel~stvo. V silu lemmy (3) obratimost~ kvantovogo de-

terminanta i kvantovyh algebraiqeskih dopolneniæ ffkvivalentna otliqi¸ ot nulØ “bol~xogo” determinanta, ili samoæ matricy ℓ, ili bol~xogo determinanta formal~nogo minora matricy ℓ. Poskol~ku bol~xie determinanty ØvlØ¸tsØ analitiqeskimi funkciØmi parametrov, to ih otliqie ot nulØ dostatoqno ustanovit~ dlØ kakogo-libo odnogo znaqeniØ parametrov. Naprimer, pri vseh u_v = w_v = 0 fflementarno ustanavlivaetsØ

Det ℓ = Det A_{v=s} = 1, qto dokazyvaet obratimost~ J i A_{v,s} pri v = s v toqke obwego poloßeniØ.

DlØ primera nenulevogo bol~xogo determinanta algebraiqeskogo dopolneniØ A_{v|s} sleduet zanulit~ vse u_v, w_v krome izbrannyh, teh, qto obrazu¸t nekiæ estestvennyæ put~ ot verxiny v do toæ verxiny, sredi okrußa¸wih kotoru¸ kletok est~ s (sm. kombinatornoe predstavlenie kvantovogo determinanta v vide puteæ na rexetke, [3, 4]), i togda DetA budet nabirat~sØ peremnoßeniem N^Δ-h stepeneæ vydelennyh obrazu¸wih. � Opredelenie 5. Matrica ℓ kofffficientov lineænoæ zadaqi na-

zyvaetsØ minimal~no vyroßdennoæ, esli Det ℓ = 0, no vse kvantovye algebraiqeskie dopolneniØ obratimy.

Teper~ my vyskaßem nekotoroe predpoloßenie, kotoroe osnovyvaetsØ na neprotivoreqivosti dal~neæxih rezul~tatov,

Predloßenie 1. Minimal~no vyroßdennye matricy koffffici-

entov lineænoæ zadaqi suwestvu¸t dlØ l¸bogo Δ.

DlØ malyh Δ i N spravedlivost~ dannogo predpoloßeniØ, ravno kak i spravedlivost~ vseh predyduwih i posledu¸wih teorem, poddaetsØ prØmoæ verifikacii (priqem ograniqeniem ØvlØ¸tsØ lix~ vozmoßnosti nastol~nogo ßeleznogo druga s knopoqkami i stepeni matematiqeskoæ isporqennosti avtora (-ov) ispol~zuemogo programnogo produkta). Krome togo, v dal~neæxem stanet oqevidnym, qto dostatoqno predpoloßit~ suwestvo-

KVANTOVYE MATRICY KO�FFICIENTOV 301 vanie matric, u kotoryh pri vyroßdennom J nevyroßdenno kak minimum vsego odno kvantovoe algebraiqeskoe dopolnenie.

Dalee my budem interesovat~sØ matricami kofffficientov lineænoæ zadaqi kak v toqke obwego poloßeniØ, tak i minimal~- no vyroßdennymi.

Pust~ ℓ minimal~no vyroßdena. Pust~, dalee H^{(0)} – podprostranstvo polnogo Gil~bertova prostranstva H_Δ, na kotorom

J = 0,

ϕ^∗ ∈ H^{(0)} ⇔ ϕ^∗ · J = 0 . (35)

Rassmotrim odnorodnu¸ sistemu lineænyh uravneniæ ∑ s ϕ^∗_s · ℓ_{s,v} = 0 ∀ v , (36)

kotoraØ i budet teper~ glavnym ob¨ektom pri issledovanii vyroßdennyh matric klassa LP .

Lemma 5. Vse vektory ϕ^∗_s netrivial~nogo rexeniØ (36), gde ℓ –

minimal~no vyroßdennaØ matrica kofffficientov lineænoæ zadaqi, prinadleßat podprostranstvu H^{(0)}.

Dokazatel~stvo. Vydelim iz sistemy (36) uravnenie, sootvet-

stvu¸wee v_0-mu stolbcu matricy ℓ. OstavxiesØ uravneniØ sovpada¸t s sistemoæ (24), i v predpoloßenii o nevyroßdennosti algebraiqeskih dopolneniæ i v silu teoremy (2) oni razreximy v vide

ϕ^∗_s = ϕ^∗_{s0} · z_{s,s0} (v_0) , (37)

priqem ostavxeesØ uravnenie f^∗_{v0} = 0 imeet posle ispol~zovaniØ formuly z_{s,s0} (v_0) = A_{v0,s}A^{−1}_{v0,s0} vid

f^∗_{v0} = ∑ s ϕ^∗_s ℓ_{s,v0} = ϕ^∗_{s0} · ( ∑ s A_{v0,s} ℓ_{s,v0} ) · A^{−1}_{v0,s0} = 0 . (38)

Summa v skobkah v poslednem vyraßenii est~ kvantovyæ opredelitel~, i, sledovatel~no,

ϕ^∗_{s0} · J = 0 , (39)

otkuda v silu ili vtoroæ qasti teoremy (2), sootnoxeniØ (26), ili ße v silu proizvol~nosti vybora s_0 sleduet

ϕ^∗_s · J = 0 ∀ s . (40) �

302 S. M. SERGEEV

Lemma 6. Maksimal~naØ razmernost~ prostranstva H^{(0)} dlØ mi-

nimal~no vyroßdennoæ matricy ℓ kofffficientov lineænoæ zadaqi est~ N^{Δ−1}.

Dokazatel~stvo. Vyberem (obratimoe) algebraiqeskoe dopol-

nenie A_{v,s0}. Predstavim kvantovyæ opredelitel~ v vide J = ∑ s ℓ_{s,v} A_{v,s} = ( ∑ s z_{s,s0} (v) ℓ_{s,v} ) A^{−1}_{v,s0}^{def}= ^ℓ_v A^{−1}_{v,s0} . (41)

Napomnim, qto v naxem podhode vid summy po s vsegda takov:

^ℓ_v = z_a + z_b q^{1/2} u_v + z_c w_v + z_d κ_v u_v w_v , (42)

gde associirovannye s kletkami z_{a,b,c,d} kommutiru¸t meßdu soboæ i s u_v, w_v. Primeqatel~no v fftom sootnoxenii to, qto operator C_v = z_a − ^ℓ_v cikliqen po v-mu prostranstvu, tak qto qastiqnoe uslovie sovmestnosti (42), ime¸wee vid ^ℓ^{(N)}v = z^N_a − C^N_v , zapisyvaetsØ kak

^ℓ^{(N)}_v = z^N_a − z^N_b ϵ_N u^N_v + z^N_c ϵ_N w^N_v + z^N_d κ^N_v u^N_v w^N_v , (43) gde ϵ_N^{def}= (−)^{N−1} . (44)

�to, v qastnosti, pozvolØet postroit~ proektor na nulevoæ vektor ϕ^∗ operatora ^ℓ_v v v-m prostranstve:

π_v = 1 N ∑ j (−)^j z^{N−j}_a C^j_v . (45)

Takim obrazom, v toqke obwego poloßeniØ po u^N_v , w^N_v , κ_v nulevoæ vektor operatora ^ℓ_v odnomeren po v-æ komponente polnogo prostranstva H_Δ. Sledovatel~no, razmernost~ lineænoæ oboloqki vektorov ϕ^∗ : ϕ^∗ · ^ℓ_v = 0 ne prevoshodit dimH_Δ/N = N^{Δ−1}. � Opredelenie 6. ζ – vektorom nazyvaetsØ vektor ϕ^∗(ζ) ∈ HΔ,

udovletvorØ¸wiæ pri dannyh qislah {ζ_s} sisteme iz Δ lokal~nyh uravneniæ ϕ^∗(ζ) · ( ∑ s ζ_s ℓ_{s,v} ) = 0 . (46)

Nabor vseh vozmoßnyh nenulevyh ζ-vektorov nazyvaetsØ ζ-bazi-som.

KVANTOVYE MATRICY KO�FFICIENTOV 303

Lemma 7. Neobhodimym i dostatoqnvm usloviem suwestvovaniØ

nenulevogo ζ-bazisa dlØ minimal~no vyroßdennoæ matricy kofffficientov lineænoæ zadaqi ØvlØetsØ

J^{(N)}_f = 0 , (47)

gde J^{(N)}_f – ffto opredelitel~ qislovoæ matricy ||ℓ^{(N)}s,v ||, analogiqnoæ kvantovoæ matrice lineænoæ zadaqi ||ℓ_{s,v}|| s sootvetstviem ℓ_{s,v} → ℓ^{(N)}_{s,v} sledu¸wego vida

1 → 1 , q^{1/2} u_v → − ε_N u^N_v , w_v → w^N_v ,

κ_v u_v w_v → κ^N_v u^N_v w^N_v . (48)

Dokazatel~stvo. Kak upominalos~ pri dokazatel~stve lemmy

(6), neobhodimym i dostatoqnym usloviem sovmestnosti nulevogo uravneniØ tipa (42), ϕ^∗ · ( ζ_a + ζ_b q^{1/2} u + ζ_c w + ζ_d κ u w ) = 0 (49)

ØvlØetsØ qislovoe sootnoxenie tipa (43),

ζ^N_a − ζ^N_b ε_N u^N + ζ^N_c w^N + ζ^N_d κ^N u^N w^N = 0 . (50)

Po forme ffti qislovye sootnoxeniØ sobira¸tsØ v sledu¸wu¸ sistemu odnorodnyh lineænyh uravneniæ ∑ s ζ^N_s ℓ^{(N)}_{s,v} = 0 , (51)

gde qislovye kofffficienty ℓ^{(N)}s,v opisyva¸tsØ v formulirovke dannoæ lemmy. Neobhodimym i dostatoqnym usloviem razreximosti qislovoæ sistemy odnorodnyh uravneniæ ØvlØetsØ

J^{(N)}_f^{def}= det ||ℓ^{(N)}_{s,v} || = 0 . (52)

Pri fftom neizvestnye ζ^N_s vosstanavliva¸tsØ odnoznaqno s toqnost~¸ do normirovki. Poskol~ku my rabotaem s matricami kofffficientov obwego poloßeniØ, to moßno sqitat~, qto vse

ζ^N_s ≠ 0, qto kak raz i sootvetstvuet minimal~noæ vyroßden-

nosti ℓ. Tak qto moßno ispol~zovat~ normirovku ζ_{s0} ≡ 1 dlØ proizvol~nogo s_0. �

304 S. M. SERGEEV

Lemma 8. ζ-bazis ØvlØetsØ polnym bazisom podprostranstva

H^{(0)}, razmernost~ ße fftogo podprostranstva maksimal~na i ravna N^{Δ−1}.

Dokazatel~stvo. Rassmotrim sistemu uravneniæ, opredelØ¸-

wu¸ ζ-vektor, i primenim k fftoæ sisteme metod dokazatel~stva teoremy (1). Vydeliv proizvol~nyæ stolbec v_0 i stroku s_0, dlØ kotoroæ ζ_{s0} ≡ 1, my moßem razrexit~ sistemu uravneniæ dlØ ζ-vektora dlØ vseh v ≠ v_0 v vide

ϕ^∗(ζ) ζ_s = ϕ^∗(ζ) · z_{s,s0} (v_0) , (53)

gde z_{s,s0} (v_0) opredelen pri dokazatel~stve teoremy (1), i pri fftom poslednee, v_0-e, uravnenie prevratitsØ v ϕ^∗(ζ) · ∑ s z_{s,s0} (v_0) ℓ_{s,v0} = ϕ^∗(ζ) · J A^{−1}_{v0,s0} = 0 . (54)

Takim obrazom,

∀ ζ ϕ^∗(ζ) · J = 0 ⇔ ϕ^∗(ζ) ∈ H^{(0)} . (55)

Zametim, qto pri fftom ζ_s (pri ζ_{s0} = 1) ØvlØetsØ sobstvennym znaqeniem operatora

^ζ_s = z_{s,s0}(v_0) π_0 = π_0 z_{s,s0}(v_0) π_0 , (56)

gde π_0 – proektor na H^{(0)}, pronesenie π_0 skvoz~ z_{s,s0} (v_0) sprava nalevo est~ sledstvie vtoroæ qasti teoremy (1), i v silu minimal~noæ nevyroßdennosti, ℓ vse ^ζ_s ne zavisØt ot v_0. Krome togo, vse ^ζ^N_s , oqevidno, na H^{(0)} cikliqny.

Dalee, buduqi sobstvennymi vektorami nabora operatorov ^ζ_s s razliqnymi sobstvennymi znaqeniØmi, vse ζ-vektory lineæno nezavisimy (a ^ζ_s ne soderßat ȷordanovyh kletok). Takim obrazom, razmernost~ lineænoæ oboloqki ζ-vektorov v silu normirovki ζ_{s0} = 1 est~ N^{Δ−1}, qto sovpadaet s maksimal~no vozmoßnoæ razmernost~¸ H^{(0)}, i, takim obrazom, lineænaØ oboloqka ζ-vektorov i est~ H^{(0)}. � Teper~ vse gotovo dlØ dokazatel~stva osnovnoæ teoremy:

KVANTOVYE MATRICY KO�FFICIENTOV 305

Teorema 3. Pust~ ℓ – nevyroßdennaØ matrica kofffficientov

lineænoæ zadaqi, J – ee kvantovyæ opredelitel~, a J^{(N)}_f – opredelitel~ matricy kofffficientov N -h stepeneæ ζ-bazisa. Togda

det J = ( J^{(N)}_f )N^{Δ−1} . (57)

Dokazatel~stvo. Pol~zuØs~ proizvolom parametrov ℓ, rassmo-

trim zadaqu minimal~nogo vyroßdeniØ matricy ℓ. Neobhodimym usloviem suwestvovaniØ H^{(0)} s odnoæ storony ØvlØetsØ

det J = 0, a s drugoæ storony, v silu neobhodimosti i do-

statoqnosti, dokazannoæ v lemme (8), J^{(N)}_f = 0. Ots¸da sleduet, qto s toqnost~¸ do trivial~nogo mnoßitelØ

det J = ( J^{(N)}_f )_c , (58)

gde c-nekotoraØ stepen~. Prostoe sravnenie razmernosti J^{(N)}_f i

det J po parametram pokazyvaet, qto

c = dim H^{(0)} = N^{Δ−1} , (59)

a fflementarnyæ kombinatornyæ analiz govorit o tom, qto vozmoßnyæ trivial~nyæ mnoßitel~ raven 1. � Kommentariæ: logiqno predpoloßit~, qto cikliqny ne tol~ko

^ζ_s, no i z_{s,s0}(v_0), priqem dlØ nevyroßdennoæ matricy ℓ. Togda

ffta vysokaØ stepen~, v kotoru¸ vozvoditsØ J_f , uße vidna pri sledu¸wem vyqislenii v duhe dokazatel~stva teoremy (2):

det J = det ( ∑ s A_{v,s} ℓ_{s,v} )

= det ( ∑ s z_{s,s0}(v) ℓ_{s,v} ) det A_{v,s0}

= ∏ z_{s,s}0 (v) ( ∑ s z^N_{s,s0} ℓ^{(N)}_{s,v} ) det A_{v,s0}

= ( ∑ s z^N_{s,s0} ℓ^{(N)}_{s,v} )N^{Δ−1} det A_{v,s0} .

(60)

306 S. M. SERGEEV

Teorema (3) i formula (57) i est~ osnovnoæ rezul~tat, posledovatel~nomu vyvodu kotorogo, v suwnosti, posvØwena ffta zametka. Sootnoxenie (57) i est~ funkcional~noe uravnenie. Qtoby ffto uvidet~, sleduet vspomnit~ vvedenie: kvantovyæ opredelitel~ est~ proizvodØwaØ funkciØ dlØ integralov dvißeniØ. DlØ koneqnomernogo sluqaØ, kogda razmernost~ Gil~bertova prostranstva dimH_Δ = N^Δ, qislo integralov dvißeniØ ravno Δ+1, sm. [3, 2, 4]. �to govorit o pereopredelennosti sistemy integralov dvißeniØ, sredi kotoryh est~ odna nekommutativnaØ para, ime¸waØ smysl kanoniqeskoæ pary centra inercii. Oboznaqim fftu paru kak U, W, gde podrazumevaetsØ

U · W = q W · U . (61)

Ostal~nye ße Δ − 1 integralov {t_α} kommutativny meßdu soboæ i kommutiru¸t s paroæ U, W. Takim obrazom

det J = ∏ {t_α} det_{U,W} J(U, W|{t_α}) , (62)

gde det_{U,W} obznaqaet opredelitel~ po tomu bloku, v kotorom U, W

deæstvu¸t netrivial~no. V naxeæ zametke my opustili nekotorye dopolnitel~nye svoæstva polnoæ lineænoæ zadaqi, svØzannye s vozmoßnost~¸ naloßit~ netrivial~nye monodromiqeskie svoæstva na lineænye peremennye ϕ^∗_s. Iz fftih svoæstv sleduet, qto kak J, tak i J^{(N)}_f , ØvlØ¸tsØ neprivodimymi polinomami po kvazimomentam. Iz neprivodimosti sleduet, qto proizvedenie po sobstvennym znaqeniØm t_α trivial~no i sootvetstvuet toæ samoæ vysokoæ stepeni c = N^{Δ−1} v formulirovke teoremy (3). Poluqa¸weesØ uravnenie

det_{U,W} J = J_f (63)

i est~ iskomoe funkcional~noe uravnenie, faktiqeski proizvodØwee abelevu algebru “nastoØwih” integralov dvißeniØ t_α.

Blagodarnosti Avtor hotel by vyrazit~ iskrenn¸¸ prizna-

tel~nost~ A. G. Izerginu , L. D. Faddeevu, R. M. Kaxaevu, G. P. Pron~ko, A. G. Pron~ko i ı. G. Stroganovu za proØvlennyæ k rabote interes. OsobennaØ blagodarnost~ Igor¸ Korepanovu za iskl¸qitel~no poleznye obsußdeniØ v processe poluqeniØ rezul~tatov.

KVANTOVYE MATRICY KO�FFICIENTOV 307 �ta rabota qastiqno podderßana Rossiæskim Fondom Fundamental~nyh Issledovaniæ, stipendiØ nomer 98-01-00070.

Literatura

1. S. M. Sergeev, On a two dimensional system associated with the complex of the solutions of the tetrahedron equation. solv-int/9709013, 1997, to appear in Intnl. J. of Mod. Phys.

2. S. M. Sergeev, A three-dimensional integrable quantum mapping. Proceedings of the International Conference of Mathematical physics, Chelyabinsk Theor. and Math. Phys., 118 (1999), pp. 378–384.

3. S. M. Sergeev, Quantum 2+1 evolution model. J. Phys. A: Math. Gen. V. 32, pp.

5639-5714 (1999).

4. S. M. Sergeev, Auxiliary transfer matrices for three dimensional integrable models.

Theor. and Math. Phys., 2000, submitted.

Sergeev S. M. Quantum matrices of coefficients of a discrete linear problem.

Some of the most general properties of the quantum matrices is discussed. These matrices of coefficients of the quantum discrete auxiliary linear problem for three-dimensional integrable models. An universal functional equation for the quantum determinant is obtained in the case of a finite-dimensional representation of a local Weyl algebra.

Postupilo 10 ØnvarØ 2000 g. Ob¨edinennyæ institut Ødernyh issledovaniæ, Dubna, RossiØ