Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 269, 2000 g.

N. A. Slavnov

FREDGOL^MOV DETERMINANT DL˚ STATISTIQESKO` SUMMY XESTIVERXINNO` MODELI

PosvØwaetsØ pamØti A. G. Izergina

1. Vvedenie

V nastoØweæ rabote rassmatrivaetsØ xestiverxinnaØ model~ (model~ l~da) na dvumernoæ kvadratnoæ rexetke so special~nymi graniqnymi usloviØmi “domennoæ stenki” [1]. Vpervye xestiverxinnaØ model~ byla rexena v rabotah [2, 3], gde byla vyqislena statistiqeskaØ summa i plotnost~ svobodnoæ ffnergii v sluqae periodiqeskih graniqnyh usloviæ. Pri usloviØh domennoæ stenki Øvnoe vyraßenie dlØ statistiqeskoæ summy na rexetke koneqnogo ob¨ema bylo naædeno A. G. Izerginym [4]. V predstavlenie Izergina vhodit determinant matricy porØdka N (gde N^2 – qislo uzlov rexetki). Takim obrazom, vopros o povedenii statistiqeskoæ summy v termodinamiqeskom predele svoditsØ k izuqeni¸ asimptotiqeskih svoæstv determinanta pri N → ∞.

Cel~¸ dannoæ raboty ØvlØetsØ poluqenie novogo predstavleniØ dlØ statistiqeskoæ summy, udobnogo dlØ asimptotiqeskogo analiza. Takim udobnym predstavleniem, na nax vzglØd, ØvlØetsØ fredgol~mov determinant. PoØsnim v vkratce osnovnu¸ ide¸ predlagaemogo podhoda.

Pust~ dana matrica M porØdka N , matriqnye fflementy kotoroæ M_{jk}(t) zavisØt ot nekotorogo parametra t. Determinanty fftoæ matricy det M pri razliqnyh N obrazu¸t posledovatel~nost~ funkciæ f_N (t). Otvet na vopros o svoæstvah predel~- noæ funkcii f_∞(t) = lim_{N→∞} f_N (t) zaqastu¸ okazyvaetsØ ves~ma sloßnym. NesmotrØ na to, qto det M ØvlØetsØ koneqnoæ summoæ

NastoØwaØ rabota byla vypolnena pri finansovoæ podderßke RFFI, grant 99-01-00151, i INTAS-99-1782. 308

FREDGOL^MOV DETERMINANT 309

koneqnyh proizvedeniæ, pri bol~xih N ffto “Øvnoe” vyraßenie stanovitsØ kraæne gromozdkim i redko poddaetsØ analizu.

Predpoloßim odnako, qto nam udalos~ zamenit~ det M na fredgol~mov determinant

det M = det(I + V )

nekotorogo integral~nogo operatora, Ødro kotorogo parametriqeski zavisit ot t i N : V (x, y) = V_N (x, y|t). Fredgol~mov determinant ØvlØetsØ beskoneqnoæ summoæ, kaßdoe slagaemoe kotoroæ predstavimo v vide kratnogo integrala, naprimer,

det(I + V ) = exp (_∞ ∑ k=1 (−1)^{k+1} k ∫ V_N (x_1, x_2|t) · · · V_N (x_k, x_1|t) d^kx ) . Esli pri koneqnom N vyqisleniØ ukazannyh integralov ves~ma sloßnye, to pri N → ∞ naliqie bol~xogo parametra v podyntegral~nyh vyraßeniØh qasto pozvolØet asimptotiqeski ocenit~ ne tol~ko kaßdyæ integral, no i ves~ rØd v celom. Tem samym poØvlØetsØ vozmoßnost~ poluqit~ ocenku dlØ determinanta. Takim obrazom, moßno skazat~, qto pri N → ∞ predstavleniØ v vide determinanta matric koneqnogo porØdka stanovØtsØ “menee Øvnymi”, v to vremØ kak fredgol~movy determinanty stanovØtsØ “bolee Øvnymi”.

Takogo sorta preobrazovaniØ koneqnyh determinantov v fredgol~movy deæstvitel~no okazyva¸tsØ poleznymi, naprimer, pri asimptotiqeskom analize korrelØcionnyh funkciæ kvantovyh integriruemyh modeleæ, vyqislenii asimptotiki ortogonal~- nyh polinomov, spektra sluqaænyh matric i dr. My rassqityvaem, qto i v rassmatrivaemom sluqae predstavlenie v vide fredgol~mova determinanta pomoßet, v koneqnom itoge, rexit~ vopros o termodinamiqeskom predele statistiqeskoæ summy xestiverxinnoæ modeli.^1

OstanovimsØ kratko na soderßanii raboty. V sledu¸wem razdele da¸tsØ osnovnye svedeniØ o xestiverxinnoæ modeli i privoditsØ formula Izergina dlØ statistiqeskoæ summy. V

1Nedavno garmoniqeskiæ predel xestiverxinnoæ modeli issledovalsØ s pomow~¸ uravneniØ cepoqki tody [5] i metodov matriqnyh modeleæ [6]. Podhod, predlagaemyæ v nastoØweæ rabote, radikal~nym obrazom otliqaetsØ ot upomØnutyh metodov, i my nadeemsØ, qto on takße zaslußivaet vnimaniØ.

310 N. A. SLAVNOV

tret~em razdele provodØtsØ preobrazovaniØ ukazannoæ formuly k predstavleni¸ v vide determinanta Fredgol~ma. Primenimost~ poluqennoæ formuly dlØ asimptotiqeskogo analiza obsußdaetsØ v poslednem razdele.

2. XestiverxinnaØ model~

Rassmotrim statistiqesku¸ model~ na kvadratnoæ rexetke razmera N ×N , s kaßdym rebrom kotoroæ associirovana nekotoraØ peremennaØ (klassiqeskiæ spin), prinima¸waØ znaqeniØ ±1. Obyqno ffti peremennye oboznaqa¸t strelkami, otoßdestvlØØ ↑, → s 1, a ↓, ← s −1. Takim obrazom, v obwem sluqae v kaßdoæ verxine vozmoßny 16 razliqnyh konfiguraciæ strelok. XestiverxinnaØ model~ vydelØetsØ dopolnitel~nym usloviem, qto qislo vhodØwih i vyhodØwih strelok v kaßdoæ verxine sovpadaet. Vozmoßnye tipy verxin pokazany na Ris. 1. Kaßdoæ iz pereqislennyh verxinnyh konfiguraciæ pripisyva¸tsØ statistiqeskie vesa, kotorye, voobwe govorØ, mogut zaviset~ ot nomera verxiny. My rassmatrivaem model~, simmetriqnu¸ otnositel~no odnovremennogo povorota vseh strelok. Takim obrazom, my imeem 3N^2 statistiqeskih vesov w_{jk} = {a_{jk}, b_{jk}, c_{jk}}, gde indeksy j, k = 0, 1, . . ., N −1 numeru¸t verxiny. Graniqnye usloviØ domennoæ stenki sootvetstvu¸t vhodØwim strelkam na verhnih i nißnih granØh, i vyhodØwim na bokovyh.

Ris. 1. Verxiny xestiverxinnoæ modeli i ih statistiqeskie vesa.

StatistiqeskaØ summa daetsØ sledu¸weæ formuloæ

Z_N = ∑ {C} N−1∏ j,k=0 w_{jk}. (2.1)

Zdes~ summirovanie vedetsØ po vsem vozmoßnym konfiguraciØm C na vseæ rexetke.

XestiverxinnaØ model~ okazyvaetsØ toqno rexaemoæ, esli

3N^2 vesov {a_{jk}, b_{jk}, c_{jk}}, parametrizu¸tsØ 2N + 1 peremennymi λ_j

FREDGOL^MOV DETERMINANT 311

i ξ_j , (j = 0, 1, . . ., N − 1) i η:

a_{jk} = φ(λ_j − ξ_k + η), b_{jk} = φ(λ_j − ξ_k), c_{jk} = φ(η). (2.2)

Parametry λ_j associiru¸tsØ s gorizontal~nymi liniØmi, ξ_j – s vertikal~nymi (sm. Ris. 2), η – proizvol~naØ kompleksnaØ konstanta. FunkciØ φ(x) opredelena s toqnost~¸ do mul~tiplikativnoæ postoØnnoæ i ravna

φ(x) = sinh(x), libo φ(x) = x. (2.3)

V pervom sluqae model~ ffkvivalentna kvantovomu magnetiku XXZ, vo vtorom – magnetiku XXX.

Ris. 2. ParametrizaciØ reber i verxin rexetki.

Formula Izergina dlØ statistiqeskoæ summy xestiverxinnoæ modeli na rexetke koneqnogo ob¨ema s graniqnymi uslovi- Ømi domennoæ stenki imeet vid

Z_N = N−1∏ a,b=0 φ(λ_a − ξ_b + η)φ(λ_a − ξ_b) ∏ N>a>b¿0 φ(λ_a − λ_b)φ(ξ_b − ξ_a) ×

× det ( φ(η) φ(λ_j − ξ_k)φ(λ_j − ξ_k + η) ) . (2.4)

My obrawaem vnimanie qitatelØ na to, qto zdes~ i v dal~neæxem numeraciØ matriqnyh indeksov naqinaetsØ ne s edinicy, a s nulØ: j, k = 0, 1, . . ., N − 1.

Nas budet interesovat~ odnorodnyæ predel, kogda statistiqeskie vesa ne zavisØt ot nomera uzla rexetki. Inymi slovami

λ_j = λ, ξ_j = ξ, j = 0, 1 . . ., N − 1. Sootvetstvu¸wiæ predel~nyæ

perehod v (2.4) moßno osuwestvit~, vospol~zovavxis~ formuloæ

lim_{λj} !_λ ξk!ξ det[Φ(λ_j , ξ_k)] Δ(λ)Δ(ξ)

= det [ 1 j!k! ∂^j ∂λ^j ∂^k ∂ξ^k Φ(λ, ξ) ] . (2.5)

312 N. A. SLAVNOV

Zdes~ Φ(λ, ξ) – nekotoraØ, dostatoqno gladkaØ funkciØ dvuh peremennyh Δ(λ) i Δ(ξ) – opredeliteli Vandermonda ot peremennyh {λ} i {ξ} sootvetstvenno.

V racional~nom sluqae, kogda φ(x) = x neposredstvennoe primenenie (2.5) daet Z^{(XXX)} N =

= [ ν(ν + η) ]_N2 N−1∏ m=0 (m!)^2 det [ (j + k)! ( ν^{−j−k−1} − (ν + η)^{−j−k−1} )] , (2.6)

gde ν = λ − ξ.

V trigonometriqeskom sluqae udobno snaqala pereæti k peremennym u_j = e^{2λj} , v_j = e^{2ξj} i q = e^η . Togda (2.4) prinimaet vid

Z^{(XXZ)} N = N−1∏ a=0 ( e^{λa−ξa} ) N−1∏ a,b=0 sinh(λ_a − ξ_b + η)(u_a − v_b) ∏ N>a>b¿0 (u_a − u_b)(v_b − v_a) ×

× det ( 1 u_j − v_k − q qu_j − q^{−1}v_k ) . (2.7)

K posledneæ formule uße bez truda moßet byt~ primeneno pravilo (2.5), qto posle nesloßnyh preobrazovaniæ daet

Z^{(XXZ)} N = e^{Nν} [ sinh(ν) sinh(ν + η)

]_N2 N−1∏ m=0 (m!)^2 ×

× det [ (j + k)!

sinh^{j+k+1}(ν) − q^{j−k+1}(j + k)! sinh^{j+k+1}(ν + η) ] . (2.8)

Zdes~, kak i v (2.6) ν = λ − ξ, a q = e^η .

V dal~neæxem my ostanovimsØ na trigonometriqeskom sluqae (2.8), kak naibolee obwem. Formula dlØ statistiqeskoæ summy Z^{(XXX)} N , kak obyqno, moßet byt~ poluqena iz trigonometriqeskoæ v predele ν = ϵν, η = ϵη, ϵ → 0.

FREDGOL^MOV DETERMINANT 313

Naxa zadaqa sostoit v tom, qtoby privesti vyraßenie (2.8) k vidu, udobnomu dlØ asimptotiqeskogo analiza N → ∞. V formule (2.8) ime¸tsØ mnoßiteli s trivial~noæ asimptotikoæ: e^{Nν} i [ sinh(ν) sinh(ν +η)

]_N2

. Nesloßno takße vyqislit~ povedenie fak-

tora ∏_{N−1} m=0 (m!)^2 pri N → ∞. Osnovnu¸ problemu predstavlØet

determinant. V sledu¸wem razdele my rassmotrim nekotorye special~nye preobrazovaniØ formuly (2.8), kotorye v koneqnom itoge da¸t novoe predstavlenie dlØ statistiqeskoæ summy, soderßawee opredelitel~ integral~nogo operatora.

3. Fredgol~mov determinant

V kaqestve pervogo xaga udobno vynesti iz determinanta (2.8), naprimer, sinh^{−j−k−1}(ν). Togda (2.8) prinimaet vid Z^{(XXZ)} N = e^{Nν} sinh^{N2} (ν + η) N−1∏ m=0 (m!)^2 det[A − qtQT AT Q^{−1}]. (3.1)

Zdes~ A_{jk} = (j + k)!, T_{jk} = δ_{jk}t^j , Q_{jk} = δ_{jk}q^j, t = sinh(ν) sinh(ν + η)

. (3.2)

Zameqanie. S tem ße uspehom moßno bylo by vynesti mnoßite-

li sinh^{−j−k−1}(ν + η). Voznika¸wee pri fftom vyraßenie s toqnost~¸ do zamen t → t^{−1}, q → q^{−1} i trivial~nogo obwego mnoßitelØ sovpadaet s (3.1).

Preobrazuem teper~ (3.1) sledu¸wim obrazom det[A − qtQT AT Q^{−1}] = det A · det[I − U ], gde U = qtA^{−1}QT AT Q^{−1}. (3.3)

Preimuwestvo fftogo sposoba deæstviæ sostoit v tom, qto det A sokrawaet proizvedenie faktorialov v znamenatele, tak kak

det A = N∏ m=0 (m!)^2, (3.4)

(sm. Priloßenie 1). Takim obrazom, zadaqa svoditsØ k nahoßdeni¸ obratnoæ matricy A^{−1} i vyqisleni¸ proizvedeniØ U =

314 N. A. SLAVNOV

qtA^{−1}QT AT Q^{−1}. ObratnaØ matrica A^{−1} moßet byt~ legko zapi-

sana qerez polinomy Lagerra, pofftomu niße my napominaniem ih osnovnye svoæstva.

Polinomy Lagerra L_n(x) opredelØ¸tsØ formuloæ

L_n(x) = e^x n! d^n dx^n (x^ne^{−x}) (3.5)

i obrazu¸t ortogonal~nu¸ sistemu na poluosi R_+ s vesom e^{−x}: ∞∫ 0 L_n(x)L_m(x) e^{−x} dx = δ_{nm}. (3.6)

Kl¸qevym ob¨ektom, opredelØ¸wim matricu A^{−1} ØvlØetsØ Ødro K_n(x, y) = n∑ k=0 L_k(x)L_k(y). (3.7)

Ewe odno poleznoe predstavlenie dlØ K_n(x, y) sleduet iz formuly KristoffelØ–Darbu: K_n(x, y) = − n + 1 x − y ( L_{n+1}(x)L_n(y) − L_{n+1}(y)L_n(x) ) . (3.8)

Oqevidno, qto dlØ proizvol~nogo polinoma π_m(x) stepeni m, men~xeæ ili ravnoæ n, vypolnØetsØ ∞∫ 0 π_m(x)K_n(x, y)e^{−x} dx = π_m(y), 0 6 m 6 n. (3.9)

DlØ dokazatel~stva (3.9) dostatoqno podstavit~ v levu¸ qast~ razloßenie π_m(x) po polinomam Lagerra π_m(x) = ∑_m k=0 c_kL_k(x) i

vospol~zovat~sØ opredeleniem (3.7).

Buduqi polinomom po peremennym x i y, Ødro K_n(x, y) predstavimo v vide K_n(x, y) = n∑ j,k=0 K^{(n)}_{jk} x^jy^k, (3.10) gde K^{(n)}_{jk} = 1 j!k! ∂^{j+k} ∂x^j ∂y^k K_n(x, y) | | | x=y=0 . (3.11)

Teper~ my gotovy sformulirovat~ teoremu ob obratnoæ matri- ce.

FREDGOL^MOV DETERMINANT 315

Teorema 1. Pust~ Ajk = (j + k)!, j, k = 0, 1 . . ., N − 1. Togda obrat-

naØ matrica imeet fflementy

(A^{−1})_{jk} = K^{(N−1)}_{jk} . (3.12)

Dokazatel~stvo. Vospol~zovavxis~ integral~nym predstavle-

niem dlØ (j + k)!, imeem N−1∑ l=0 A_{jl}K^{(N−1)} lk =

= 1 k! ∂^k ∂y^k N−1∑ l=0 1 l! ∂^l ∂x^l ∞∫ 0 s^{j+l}e^{−s}K_{N−1}(x, y) ds | | | |_{x=y=0} . (3.13)

RØd po l ØvlØetsØ rØdom Tffælora (faktiqeski, tak kak K_{N−1} (x, y) ØvlØetsØ polinomom po x stepeni N − 1, ukazannyæ rØd svoditsØ k koneqnoæ summe). Sledovatel~no, N−1∑ l=0 A_{jl}K^{(N−1)} lk = 1 k! ∂^k ∂y^k ∞∫ 0 s^j e^{−s}K_{N−1}(s, y) ds | | | |_{y=0}. (3.14)

V silu (3.9) integral v (3.14) raven y^j . Takim obrazom, my prihodim k_{N−1} ∑ l=0 A_{jl}K^{(N−1)} lk = 1 k! ∂^k ∂y^k y^j | | | |_{y=0} = δ^{jk}. (3.15)

Teorema dokazana.

Zameqanie. Obobwenie sootnoxeniæ meßdu matricami HankelØ

i Ødrami KristoffelØ–Darbu moßno naæti v [7].

Poluqennoe Øvnoe vyraßenie dlØ A^{−1} pozvolØet legko vyqislit~ matricu U (3.3). Deæstvitel~no, U_{jk} = 1 k! ∂^k ∂y^k N−1∑ l=0 t^{l+k+1} q^{l−k+1}× 1 l! ∂^l ∂x^l ∞∫ 0 s^{j+l}e^{−s}K_{N−1} (x, y) ds | | | |_{x=y=0}. (3.16)

316 N. A. SLAVNOV

Tak ße, kak i pri dokazatel~stve Teoremy 1, summa po l legko vyqislØetsØ i daet U_{jk} = qt k! ∂^k ∂y^k ∞∫ 0 x^j(q^{−1}t)^ke^{−x}K_{N−1} (xqt, y) dx | | | |_{y=0}. (3.17)

Itak, statistiqeskaØ summa Z^{(XXZ)}_N okazyvaetsØ proporcional~noæ determinantu matricy δ_{jk} − U_{jk} (3.17). DlØ vyqisleniØ poslednego udobno vospol~zovat~sØ formuloæ

det(I − U ) = exp{ tr log(I − U )} = exp { − ∞∑ n=1 1 n tr U^n } . (3.18)

Takim obrazom, trebuetsØ naæti sledy stepeneæ matricy U . Legko videt~, qto

(U^n)_{jk} = (qt)^n k! ∂^k ∂y^k ∞∫ 0 x^j_1(q^{−1}t)^kK_{N−1} (x_1qt, x_2q^{−1}t) · · ·

· · · K_{N−1}(x_nqt, y)e^− P^{nm=1 xm} d^nx | | | |_{y=0}. (3.19)

Deæstvitel~no, dlØ n = 1 (3.19) sovpadaet s (3.17). PredpolagaØ spravedlivost~ (3.19) dlØ U^n, my nemedlenno poluqaem N−1∑ l=0 (U^n)_{jl}U_{lk} =

= (qt)^{n+1} k! ∂^k ∂y^k ∞∫ 0 x^j_1(q^{−1}t)^kK_{N−1}(x_1qt, x_2q^{−1}t) · · · (3.20)

· · · K_{N−1} (x_nqt, x_{n+1}q^{−1}t)K_{N−1} (x_{n+1}qt, y)e^− P^{n+1m=1 xm} d^{n+1}x | | |_{y=0}. (Zdes~ snova summirovanie po l svoditsØ k rØdu Tffælora.) Ots¸da

tr (U^n) = (qt)^n ∞∫ 0 K_{N−1}(x_1qt, x_2q^{−1}t) · · ·

FREDGOL^MOV DETERMINANT 317 · · · K_{N−1}(x_nqt, x_1q^{−1}t)e^− P^{nm=1 xm} d^nx. (3.21) PoluqennaØ formula (3.21) dlØ sleda U^n pozvolØet zamenit~

det(δ_{jk} − U_{jk}) na fredgol~mov determinant. DlØ fftogo vvedem in-

tegral~nyæ operator I − V , deæstvu¸wiæ na R_+ [(I − V )f](x) = f(x) − ∞∫ 0 V (x, y)f(y) dy, (3.22) i ime¸wiæ Ødro V (x, y) = qtK_{N−1}(xqt, yq^{−1}t)e^{−(x+y)/2} = = qt N−1∑ k=0 L_k(xqt)L_k(yq^{−1} t) e^{−(x+y)/2}. (3.23) V silu (3.8) V (x, y) takße moßet byt~ predstavleno v vide V (x, y) = qN qx − q^{−1}y ( L_{N−1} (xqt)L_N (yq^{−1} t)− −L_N (xqt)L_{N−1} (yq^{−1}t) ) e^{−(x+y)/2}. (3.24)

Togda v silu (3.21)

tr U^n = tr V^n, (3.25)

i my okonqatel~no poluqaem

det(δ_{jk} − U_{jk}) = det(I − V ). (3.26)

4. Obsußdenie

Itak, my poluqili novoe predstavlenie dlØ statistiqeskoæ summy xestiverxinnoæ modeli, soderßawee fredgol~mov determinant integral~nogo operatora s Ødrom (3.23), (3.24): Z^{(XXZ)} N = e^{Nν} [ sinh(ν) sinh(ν + η)

]_N2 det(I − V ). (4.1)

Poskol~ku Ødro V ØvlØetsØ vyroßdennym, my vsegda moßem vernut~sØ k determinantu matricy koneqnogo porØdka det ( I − qt N−1∑ k=0 L_k(xqt)L_k(yq^{−1} t)e^{−(x+y)/2} ) =

318 N. A. SLAVNOV

= det δ_{jk} − qt ∞∫ 0 L_j (xqt)L_k(xq^{−1}t)e^{−x} dx . (4.2)

Odnako dlØ asimptotiqeskogo analiza pri N → ∞, predstavlenie v vide fredgol~mova determinanta po rØdu priqin vyglØdit bolee predpoqtitel~nym.

Vo-pervyh, formula (3.9) pokazyvaet, qto Ødro K_N (x, y) deæstvuet kak ediniqnyæ operator na podprostranstve polinomov stepeni N . Moßno bylo by predpolagat~, qto pri N , stremØwemsØ k beskoneqnosti, K_N (x, y) stremitsØ k ediniqnomu operatoru (del~ta-funkciæ). RazumeetsØ, podobnyæ predel~nyæ perehod trebuet twatel~nogo analiza shodimosti. Zameqatel~no odnako, qto pri otdel~nyh znaqeniØh q i t takaØ naivnaØ interpretaciØ Ødra (3.23) deæstvitel~no okazyvaetsØ vernoæ, i v predele N → ∞ fredgol~mov determinant moßno vyqislit~ Øv- no. Vo-vtoryh, analogiqnye integral~nye operatory s Ødrami, zavisØwimi ot polinomov Lagerra qasto vstreqa¸tsØ v teorii sluqaænyh matric i sluqaænyh perestanovok [8, 9]. Nekotorye metody analiza takih operatorov mogut byt~ neposredstvenno pereneseny na rassmatrivaemyæ sluqaæ. Krome togo, pri bol~- xih N polinomy Lagerra mogut byt~ approksimirovany funkciØmi BesselØ, qto takße privodit nas k integral~nomu operatoru, q~i analogi izuqalis~ v rabotah [10–12].

V-tret~ih, v qastnom sluqae statistiqeskoæ summy Z^{(XXX)}_N , kogda q = 1, Ødro V (x, y) prinimaet vid V (x, y) = N x − y (L_{N−1} (xt)L_N (yt) − L_N (xt)L_{N−1}(yt)) e^{−(x+y)/2}. Integral~nyæ operator s Ødrom (4.3) prinadleßit k klassu vpolne integriruemyh operatorov [3]. Sootvetstvu¸wie fredgol~movy determinanty okazyva¸tsØ τ -funkciØmi toqno rexaemyh klassiqeskih uravneniæ i mogut byt~ vyqisleny s pomow~¸ metodov matriqnoæ zadaqi Rimana–Gil~berta. My rassqityvaem provesti podrobnyæ asimptotiqeskiæ analiz statistiqeskoæ summy xestiverxinnoæ modeli s graniqnymi usloviØmi domennoæ stenki v posledu¸wih publikaciØh.

Avtor blagodarit A. R. Itsa za poleznye obsußdeniØ.

FREDGOL^MOV DETERMINANT 319

Priloßenie 1. Vyqislenie determinanta

Odin iz sposobov dokazat~ (3.4) – vospol~zovat~sØ izvestnoæ formuloæ dlØ determinanta Koxi ∏ N>a>b¿0 (α_a − α_b)(β_b − β_a) N−1∏ a,b=0 (α_a − β_b)

= det ( 1 α_j − β_k ) . (P.1)

Zdes~ {α} i {β} – proizvol~nye kompleksnye peremennye. Podeliv obe qasti (P.1) na opredeliteli Vandermonda Δ(α) i Δ(β) i vzØv odnorodnyæ predel α_j → α, β_j → β, j = 0, 1, . . ., N − 1, my s pomow~¸ (2.5) prihodim k

(α − β)^{−N2} = N−1∏ m=0 (m!)^{−2} det ( (j + k)! (α − β)^{j+k+1} ) , (P.2)

otkuda uße nemedlenno sleduet (3.4).

Drugoæ sposob vyqisleniØ det A osnovan na primenenii polinomov Lagerra. Privedem takße i fftot metod, poskol~ku on pozvolØet ne tol~ko dokazat~ (3.4), no i vyqislit~ A^{−1}.

Vospol~zovavxis~ integral~nym predstavleniem dlØ faktoriala, imeem

det A = det ∞∫ 0 e^{−s}s^{j+k} ds . (P.3)

OboznaqaØ v j-oæ stroke peremennu¸ integrirovaniØ qerez s_j , my svodim determinant k kratnomu integralu

det A = ∞∫ 0 ds_0 · · · ds_{N−1} det ( e^{−sj} s^{j+k}_j ) =

= ∞∫ 0 ds_0 · · · ds_{N−1} N−1∏ j=0 ( e^{−sj} s^j ) Δ(s), (P.4)

gde Δ(s) – opredelitel~ Vandermonda. Vospol~zuemsØ horoxo izvestnym toßdestvom

Δ(s) = det[p_k(s_j )], (P.5)

320 N. A. SLAVNOV

gde p_k(s) – sistema proizvol~nyh polinomov so starxim kofffficientom, ravnym 1:

p_k(s) = s^k + o(s). (P.6)

V qastnosti my moßem vybrat~ polinomy Lagerra

p_k(s) ≡ ~L_k(s) = (−1)^ke^s d^k ds^k (s^ke^{−s}). (P.7)

Normirovka v (P.7) otliqaetsØ o normirovki v (3.5) mnoßitelem (−1)^kk!, qtoby obespeqit~ uslovie (P.6). Po fftoæ priqine polinomy (P.7) oboznaqeny qerez ~L_k. Uslovie ortogonal~nosti togda prinimaet vid ∞∫ 0 ~L_m(s)~L_n(s)e^{−s} ds = (n!)^2δ_{nm}. (P.8)

Takim obrazom, formula (P.4) perehodit v

det A = ∞∫ 0 ds_0 · · · ds_{N−1} N−1∏ j=0 ( e^{−sj} s^j ) det[~L_k(s_j )]. (P.9)

IntegriruØ pod znakom determinanta, poluqaem

det A = det ∞∫ 0 e^{−s}s^j ~L_k(s) ds . (P.10)

V silu ortogonal~nosti polinomov ~L_k(s) matriqnye fflementy v (P.10) ravny 0, esli j < k. Takim obrazom, my imeem delo s determinantom treugol~noæ matricy, a, sledovatel~no,

det A = N−1∏ m=0 ∞∫ 0 e^{−s}s^m ~L_m(s) ds . (P.11)

OstaetsØ zametit~, qto razloßenie s^m po ~L_m(s) imeet vid

s^m = ~L_m(s) + mladxie polinomy,

otkuda v silu (P.8)

det A = N−1∏ m=0 (m!)^2, (P.12)

FREDGOL^MOV DETERMINANT 321

qto i zaverxaet dokazatel~stvo.

Ukazannym metodom moßno vyqislØt~ ne tol~ko det A, no takße i minory porØdka N −1, qto daet vozmoßnost~ poluqit~ otvet dlØ A^{−1}.

Literatura

1. V. E. Korepin, — Commun. Math. Phys. 86 (1982), 391. 2. E. H. Lieb, — Phys. Rev. 18 (1967), 1046; 19 (1967), 108. 3. B. Sutherland, — Phys. Rev. Lett. 19 (1967), 103.

4. A. G. Izergin,, — DAN SSSR 297 (1987), 331.

5. V. E. Korepin and P. Zinn-Justin, Preprint cond-mat/0004250. 6. P. Zinn-Justin, Preprint math-ph/0005008. 7. A. Borodin, Preprint math.CA/9804027.

8. M. L. Metha, Random Matrices. 2nd ed., Academic Press, San Diego (1991). 9. C. A. Tracy and H. Widom, On the Distribution of the Lengths of the Longest Monotone Subsequences in Random Words. math.CO/9904042.

10. S. Nishigaki, — Phys. Lett. B387 (1996), 139.

11. C. A. Tracy and H. Widom, — Commun. Math. Phys., 161 (1994), 289. 12. E. L. Basor and C. A. Tracy, — J. Stat. Phys., 73 (1993), 415. 13. A. R. Its, A. G. Izergin, V. E. Korepin and N. A. Slavnov, — Int. Journ. Mod.

Phys. B4 (1990), 1003.

Slavnov N. A. Fredholm determinant representation for the partition function of the six-vertex model.

The six-vertex model with domain wallboundary conditions is considered. A Fremholm determinant representation for the partition function of the model is ontained. The kernel of the corresponding integral operator depends on Laguerre polynomials.

Postupilo 10 maØ 2000 g. Matematiqeskiæ institut im. V. A. Steklova RAN