Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 270, 2000 g.

V. I. Vas¸nin

OPISANIE GIPERINVARIANTNYH PODPROSTRANSTV SȷATI` V TERMINAH IH HARAKTERISTIQESKIH FUNKCI`

Horoxo izvestno (sm., naprimer, [1]), qto suwestvuet vzaimno odnoznaqnoe sootvetstvie meßdu invariantnymi podprostranstvami vpolne neunitarnogo sßatiØ i regulØrnymi faktorizaciØmi ego harakteristiqeskoæ funkcii. Cel~¸ nastoØweæ zametki ØvlØetsØ opisanie teh regulØrnyh faktorizaciæ, dlØ kotoryh sootvetstvu¸wie invariantnye podprostranstva ØvlØ¸tsØ giperinvariantnymi. Budet dokazana sledu¸waØ teorema:

Teorema. Pust~ T – vpolne neunitarnoe sßatie, deæstvu¸wee v

gil~bertovom prostranstve, Θ ∈ H^∞(E→E_∗) – ego harakteristiqeskaØ funkciØ. Pust~ L ∈ Lat T , i Θ = Θ^′Θ^{′′} – sootvetstvu¸waØ regulØrnaØ faktorizaciØ, Θ^′ ∈ H^∞(E→F ), Θ^{′′} ∈ H^∞(F→E_∗). Poloßim Δ^′_∗ = (I −Θ^′Θ^{′∗})^{1/2}, Δ^{′′} = (I −Θ^{′′∗}Θ^{′′})^{1/2}. Togda L ∈ HypLat T v tom i tol~ko v tom sluqae, kogda vypolneny dva sledu¸wih usloviØ:

1^∘) supp Δ^′_∗ ∩ supp Δ^{′′} – mnoßestvo lebegovoæ mery nol~; 2^∘) dlØ l¸boæ pary operator-funkciæ A ∈ H^∞(E → E), A_∗ ∈ H^∞(E_∗ → E_∗), spletaemyh funkcieæ Θ, t.e. takoæ qto ΘA = A_∗Θ, suwestvuet funkciØ A_F ∈ H^∞(F → F ), spletaemaØ mnoßitelem Θ^′ s A i mnoßitelem Θ^{′′} s A_∗, t.e. Θ^′A = A_F Θ^′, Θ^{′′}A_F = A_∗Θ^{′′}.

1. Osnovnye ponØtiØ i oboznaqeniØ

Osnovnye ponØtiØ, kotorye budut ispol~zovat~sØ v dannoæ stat~e, mogut byt~ naædeny v klassiqeskoæ knige Sœkefal~vi- NadØ–Foæaxa [1]. Odnako Ø budu ispol~zovat~ tak nazyvaemu¸ beskoordinatnu¸ tehniku, opira¸wu¸sØ na ponØtie funkcional~nyh vloßeniæ. Podrobnoe opisanie beskoordinatnoæ mode-

Rabota qastiqno podderßana grantom RFFI 98-01-00312, FCP “IntegraciØ” reg. No. 326.53 i grantom Xvedskoæ Korolevskoæ Akademii Nauk. 7

8 V. I. VASıNIN li moßno naæti v [2] ili [3]. A tut budet privedeno lix~ kratkoe opisanie voznika¸wih ob¨ektov.

Pust~ T – vpolne neunitarnoe sßatie v gil~bertovom prostranstve H. Esli H – prostranstvo ego minimal~noæ unitarnoæ dilatacii U, to H moßet byt~ razloßeno v ortogonal~nu¸ summu H = G_∗ ⊕ H ⊕ G, gde UG ⊂ G, U^∗G_∗ ⊂ G_∗. Minimal~nost~ dilatacii oznaqaet, qto

H = span{ U^nH : n ∈ Z},

otkuda vytekaet, qto U|G i U^∗|G_∗ – qistye izometrii, t.e. operatory sdviga. Sledovatel~no, oni unitarno ffkvivalentny operatoram umnoßeniØ na z v nekotoryh H^2-prostranstvah. A imenno, moßno vzØt~ dva vspomagatel~nyh gil~bertovyh prostranstva E i E_∗, razmernosti kotoryh ravny kratnostØm naxih izometriæ

dim E = dim(G ⊖ UG),

dim E_∗ = dim(G_∗ ⊖ U^∗G_∗),

i zatem opredelit~ izometriqeskie vloßeniØ π i π_∗ prostranstv

L^2(E) i L^2(E_∗) v H, spleta¸wie umnoßenie na z s operatorom

U, i takie qto

G = πH^2(E), G_∗ = πH^2_−(E_∗).

Togda H = H ⊖ ( πH^2(E) ⊕ πH^2_−(E_∗) ) , i ortogonal~nyæ proektor na H zadaetsØ formuloæ P_H = I − πP_+π_∗ − π^∗P_−π^∗ , gde P_+ – proektor Rissa v L^2 na H^2, a P_− = I − P_+ – ortogonal~nyæ proektor na H^2_− = L^2 ⊖ H^2. Operator Θ^{def}= π^∗π ØvlØetsØ operatorom umnoßeniØ na nekotoru¸ sßima¸wu¸ analitiqesku¸ funkci¸, nazyvaemu¸ harakteristiqeskoæ funkcieæ operatora T .

Podprostranstva

R^{def}= H ⊖ π_∗L^2(E_∗) i R_∗^{def}= H ⊖ πL^2(E)

OPISANIE GIPERINVARIANTNYH PODPROSTRANSTV 9 nazyva¸tsØ ostatoqnym i ∗-ostatoqnym podprostranstvami. Oni takße mogut byt~ predstavleny kak obrazy nekotoryh izometriæ, deæstvu¸wih iz L^2-prostranstv i spleta¸wih umnoßenie na z s U. A imenno, poloßim

Δ^{def}= (I − Θ^∗Θ)^{1/2}, Δ_∗^{def}= (I − ΘΘ^∗)^{1/2}, i L^2(ΔE)^{def}= clos ΔL^2(E), L^2(Δ_∗E_∗)^{def}= clos Δ_∗L^2(E_∗).

Opredelim teper~ operatory τ : L^2(ΔE) → H i τ_∗ : L^2(Δ_∗E_∗) → H formulami

τ Δ^{def}= π − π_∗Θ, τ_∗Δ_∗^{def}= π_∗ − πΘ^∗.

Pervonaqal~no zadannye na plotnyh podmnoßestvah, ffti operatory mogut byt~ prodolßeny na vse prostranstvo po nepreryvnosti. Operatory τ τ^∗ i τ_∗τ^∗_∗ ØvlØ¸tsØ ortogonal~nymi proektorami na R i R_∗, t.e.

ππ^∗ + τ_∗τ^∗_∗ = I, π_∗π^∗ + τ τ^∗ = I.

V dal~neæxem budut postoØnno ispol~zovat~sØ sootnoxeniØ meßdu vloßeniØmi π i τ bez special~nyh upominaniæ. Pofftomu privedem zdes~ nekotorye poleznye toßdestva, vyteka¸wie neposredstvenno iz opredeleniæ: π^∗π =I, π^∗π =Θ, τ^∗π =Δ, τ^∗_∗ π =0, π^∗π_∗ =Θ^∗, π^∗π_∗ =I, τ^∗π_∗ =0, τ^∗_∗ π_∗ =Δ_∗, π^∗τ =Δ, π^∗τ =0, τ^∗τ =I, τ^∗_∗ τ = − Θ, π^∗τ_∗ =0, π^∗τ_∗ =Δ_∗, τ^∗τ_∗ = − Θ^∗, τ^∗_∗ τ_∗ =I. Qtoby poluqit~ funkcional~nu¸ model~ v forme Sœkefal~vi- NadØ–Foæaxa, nußno vybrat~ H = L^2(E_∗) ⊕ L^2(ΔE), ili, zapisyvaØ v forme stolbcov, H = ( L^2(E_∗) L^2(ΔE) ) , G = ( Θ Δ ) H^2(E), G_∗ = ( H^2_−(E_∗) 0 ) , π = ( Θ Δ ) , π_∗ = ( I 0 ) , τ = ( 0 I ) , τ_∗ = ( Δ_∗ −Θ^∗ ) .

10 V. I. VASıNIN

Dva klassiqeskih rezul~tata (a imeeno, teorema o pod¨eme i svØz~ meßdu invariantnymi podprostranstvami i regulØrnymi faktorizaciØmi harakteristiqeskoæ funkcii) budut ispol~- zovat~sØ v beskoordinatnoæ forme, kak oni predstavleny v [4] (v [2] takße moßno naæti ffto predstavlenie). DlØ udobstva privedem zdes~ formulirovki fftih teorem.

Teorema o pod¨eme. Esli X – ograniqennyæ operator v H, kom-

mutiru¸wiæ s T , to suwestvuet operator Y v H s toæ ße samoæ normoæ, kommutiru¸wiæ s U, i takoæ, qto Y G ⊂ G, Y^∗G_∗ ⊂ G_∗, i X = P_H Y |H. Bolee togo, operator Y imeet vid

Y = π_∗A_∗π^∗ + τ ΔAπ^∗ + τ Bτ^∗_∗ , (1)

ili (qto to ße samoe)

Y = πAπ^∗ + π_∗A_∗Δ_∗τ^∗_∗ + τ Bτ^∗_∗ .

Zdes~ A ∈ H^∞(E →E), A_∗ ∈ H^∞(E_∗ →E_∗), B ∈ L^∞(Δ_∗E_∗ →ΔE), i A_∗Θ = ΘA, gde Θ – harakteristiqeskaØ funkciØ operatora T .

Teorema ob invariantnyh podprostranstvah. Sledu¸wie ut-

verßdeniØ ravnosil~ny:

(i) T imeet invariantnoe podprostranstvo; (ii) Θ dopuskaet regulØrnu¸ faktorizaci¸;

(iii) suwestvuet takoe izometriqeskoe vloßenie η prostranstva L^2(F ) v H, qto (a) η^∗G ⊂ H^2(F ); (b) η^∗G_∗ ⊂ H^2_−(F ); (c) π^∗(I − ηη^∗)π = 0.

V dal~neæxem nam ponadobitsØ ne tol~ko abstraktnaØ ffkvivalentnost~ invariantnyh podprostranstv, regulØrnyh faktorizaciæ i sootvetstvu¸wih funkcional~nyh vloßeniæ η, no i Øvnye formuly, svØzyva¸wie ffti ob¨ekty.

Preßde vsego napomnim opredelenie regulØrnoæ faktorizacii. FaktorizaciØ

Θ = Θ^{′′}Θ^′, (2)

OPISANIE GIPERINVARIANTNYH PODPROSTRANSTV 11 gde Θ^′ ∈ H^∞(E→F ), Θ^{′′} ∈ H^∞(F→E_∗), nazyvaetsØ regulØrnoæ esli operator

Z : L^2(ΔE) → ( L^2(Δ^′E) L^2(Δ^{′′}F ) ) , ZΔ^{def}= ( Z^′ Z^{′′} ) Δ = ( Δ^′ Δ^{′′}Θ^′ ) , ØvlØetsØ unitarnym. Zdes~ Z^′, Z^{′′} – proekcii operatora Z na podrostranstva L^2(Δ^′E) i, sootvetstvenno, L^2(Δ^{′′}F ), i Δ^{′ def}=

(I − Θ^{′∗}Θ^′)^{1/2}, Δ^{′′ def}= (I − Θ^{′′∗}Θ^{′′})^{1/2}. Esli η – izometriqeskoe

vloßenie, sovmestimoe s π i π_∗, t.e. dlØ nego vypolneny usloviØ (a)–(c) teoremy ob invariantnyh podprostranstvah, to polagaØ Θ^′ = η^∗π, Θ^{′′} = π^∗η, my poluqaem regulØrnu¸ faktorizaci¸ (2). Naoborot, esli zadana regulØrnaØ faktorizaciØ (2), to dopolnitel~noe vloßenie η, oblada¸wee svoæstvami (a)–(c), moßno opredelit~ formuloæ

η = π_∗Θ^{′′} + τ Z^{′′∗}Δ^{′′}. (3)

Simmetriqnym obrazom moßno vvesti operator Z_∗:

Z_∗ : L^2(Δ_∗E_∗) → ( L^2(Δ^{′′}_∗ E_∗) L^2(Δ^′_∗F ) ) , Z_∗Δ_∗^{def}= ( Z^{′′}_∗ Z^′_∗ ) Δ_∗ = ( Δ^{′′}_∗ Δ^′_∗Θ^{′′∗} ) , gde Δ^′_∗^{def}= (I − Θ^′Θ^{′∗})^{1/2}, Δ^{′′}_∗^{def}= (I − Θ^{′′}Θ^{′′∗})^{1/2}, a Z^′_∗, Z^{′′}_∗ – proekcii operatora Z_∗ na podprostranstva L^2(Δ^′_∗F ) i, sootvetstvenno, L^2(Δ^{′′}_∗ E_∗). Togda moßno napisat~ sledu¸wu¸ formulu dlØ η (simmetriqnu¸ formule (3)):

η = πΘ^{′∗} + τ_∗Z^{′∗}_∗ Δ^′_∗. (4)

Sleduet otmetit~, qto Z unitaren (t.e. faktorizaciØ Θ =

Θ_2Θ_1 regulØrna) togda i tol~ko togda, kogda Z_∗ unitaren.

Vvedem teper~ ewe qetyre izometriqeskih vloßeniØ:

τ^{′ def}= τ Z^{′∗}, τ^{′′ def}= τ Z^{′′∗}, τ^′_∗^{def}= τ_∗Z^{′∗}_∗ , τ^{′′}_∗^{def}= τ_∗Z^{′′∗}_∗ .

Kaßdyæ iz fftih operatorov ØvlØetsØ proizvedeniem dvuh izometriæ, pofftomu vse oni – izometriqeskie vloßeniØ sootvetstvu- ¸wih L^2-prostranstv v H. Poloßim

R^{′ def}= τ^′L^2(Δ^′E), R^{′′ def}= τ^{′′}L^2(Δ^{′′}F ),

R^′_∗^{def}= τ^′_∗L^2(Δ^′_∗F ), R^{′′}_∗^{def}= τ^{′′}_∗ L^2(Δ^{′′}_∗ E_∗).

12 V. I. VASıNIN Tak kak Z i Z_∗ unitarny, to R = R^′ ⊕ R^{′′}, R_∗ = R^′_∗ ⊕ R^{′′}_∗ . Netrivial~nym faktom ØvlØetsØ to, qto dlØ regulØrnyh faktorizaciæ podprostranstva R^′ i R^{′′}_∗ ortogonal~ny, a ih summa – ffto ortogonal~noe dopolnenie v H podprostranstva ηL^2(F ). Takim obrazom, spravedlivy tri sledu¸wih ortogonal~nyh razloßeniØ prostranstva minimal~noæ unitarnoæ dilatacii:

H = ηL^2(F ) ⊕ R^′ ⊕ R^{′′}_∗ = πL^2(E) ⊕ R^′_∗ ⊕ R^{′′}_∗ = π_∗L^2(E_∗) ⊕ R^′ ⊕ R^{′′},

a T -invariantnym podprostranstvom, sootvetstvu¸wim naxemu vloßeni¸ η, budet podprostranstvo L = ( ηH^2(F ) ⊕ R^′ ) ⊖ G = ( ηH^2(F ) ⊕ τ^′L^2(Δ^′E) ) ⊖ πH^2(E). DlØ ko-invariantnogo podprostranstva L^{⊥ def}= H ⊖L spravedlivo predstavlenie

L^⊥ = ( ηH^2_−(F ) ⊕ R^{′′}_∗ ) ⊖ G_∗ = ( ηH^2_−(F ) ⊕ τ^{′′}_∗ L^2(Δ^{′′}_∗ E_∗) ) ⊖ π_∗H^2_−(E_∗).

2. Individual~naØ lemma

Preßde qem opisyvat~ podprostranstva, invariantnye otnositel~no vseh operatorov iz kommutanta, opixem te podprostranstva, kotorye invariantny otnositel~no kakogo-libo odnogo fiksirovannogo operatora X, kommutiru¸wego s T .

Lemma. Pust~ X ∈ {T }^′, a Y – pod¨em operatora X s funkcio-

nal~nymi parametrami {A, A_∗, B}, zada¸wimi Y po formule (1). Opredelim dva vspomagatel~nyh funkcional~nyh parametra pod¨-

ema Y : C^{def}= τ^∗Y τ = ΔAΔ − BΘ i C_∗^{def}= τ^∗_∗ Y τ_∗ = Δ_∗A_∗Δ_∗ − ΘB. Pust~ L ∈ Lat T i formula (2) daet sootvetstvu¸wu¸ regulØrnu¸ faktorizaci¸ harakteristiqeskoæ funkcii. Togda L ∈ Lat X v tom i tol~ko v tom sluqae, kogda vypolneny sledu¸wie tri usloviØ:

1) Θ^{′′∗}A_∗Θ^{′′} + Δ^{′′2}Θ^′AΘ^{′∗} + Δ^{′′}Z^{′′}BZ^{′∗}_∗ Δ^′_∗ ∈ H^∞(F→F ); 2) Z^{′′}CZ^{′∗} = 0; 3) Z^{′′}_∗ C_∗Z^{′∗}_∗ = 0.

Dokazatel~stvo. Preßde vsego perepixem sootnoxeniØ 1)–3) v

terminah funkcional~nyh vloßeniæ: 1^′) η^∗Y η ∈ H^∞(F→F );

OPISANIE GIPERINVARIANTNYH PODPROSTRANSTV 13 2^′) τ^{′′∗}Y τ^′ = 0; 3^′) τ^{′′∗}_∗ Y τ^′_∗ = 0.

Ravnosil~nost~ utverßdeniæ 2) ↔ 2^′) i 3) ↔ 3^′) vytekaet srazu iz opredeleniØ parametrov C i vloßeniæ τ s sootvetstvu- ¸wimi indeksami. Nam nußno tol~ko proverit~, qto η^∗Y η =

Θ^{′′∗}A_∗Θ^{′′} + Δ^{′′2}Θ^′AΘ^{′∗} + Δ^{′′}Z^{′′}BZ^{′∗}_∗ Δ^′_∗ȷ

η^∗Y η = η^∗(π_∗A_∗π^∗ + τ ΔAπ^∗ + τ Bτ^∗_∗ )η

= Θ^{′′∗}A_∗Θ^{′′} + Δ^{′′}Z^{′′}ΔAΘ^{′∗} + Δ^{′′}Z^{′′}BZ^{′∗}_∗ Δ^′_∗

= Θ^{′′∗}A_∗Θ^{′′} + Δ^{′′2}Θ^′AΘ^{′∗} + Δ^{′′}Z^{′′}BZ^{′∗}_∗ Δ^′_∗.

Zdes~ byli ispol~zovany opredeleniØ somnoßiteleæ Θ^′, Θ^{′′} v terminah vloßeniØ η i sootnoxeniØ η^∗τ = Δ^{′′}Z^{′′}, τ^∗_∗ η = Z^{′∗}_∗ Δ^′_∗, kotorye neposredstvenno sledu¸t iz toßdestv (3) i (4).

Perepixem teper~ v terminah funkcional~nyh vloßeniæ uslovie L ∈ Lat X. Zametim, qto ffto ravnosil~no vloßeni¸ Y (L ⊕ G) ⊂ L ⊕ G. (5) Deæstvitel~no, poskol~ku Y G ⊂ G, uslovie (5) ravnosil~no vloßeni¸ Y L ⊂ L ⊕ G. No poslednee vloßenie ravnosil~no tomu, qto P_H Y L ⊂ L, potomu qto vsegda imeet mesto vloßenie

Y (H ⊕ G) ⊂ H ⊕ G. Napomnim, qto v model~nyh terminah

L ⊕ G = ηH^2(F ) ⊕ τ^′L^2(Δ^′E),

pofftomu uslovie (5) ravnosil~no pare vloßeniæ

Y ηH^2(F ) ⊂ ηH^2(F ) ⊕ τ^′L^2(Δ^′E), (6)

Y τ^′L^2(Δ^′E) ⊂ ηH^2(F ) ⊕ τ^′L^2(Δ^′E). (7)

A uqityvaØ razloßenie

H = ηL^2(F ) ⊕ τ^′L^2(Δ^′E) ⊕ τ^{′′}_∗ L^2(Δ^{′′}_∗ E_∗),

my vidim, qto (6) ravnosil~no sledu¸weæ pare usloviæ

η^∗Y ηH^2(F ) ⊂ H^2(F ), t.e. η^∗Y η ∈ H^∞(F→F ),

τ^{′′∗}_∗ Y ηH^2(F ) = 0, t.e. τ^{′′∗}_∗ Y η = 0,

a (7) ravnosil~no usloviØm

η^∗Y τ^′L^2(Δ^′E) ⊂ H^2(F ), (8)

τ^{′′∗}_∗ Y τ^′L^2(Δ^′E) = 0, t.e. τ^{′′∗}_∗ Y τ^′ = 0.

14 V. I. VASıNIN UmnoßaØ obe qasti vloßeniØ (8) na z̄^n i perehodØ k predelu pri

n → ∞, my vidim, qto levaØ qast~ ostaetsØ neizmennoæ, a pravaØ

stremitsØ k nul¸, sledovatel~no, (8) ravnosil~no utverßdeni¸

η^∗Y τ^′L^2(Δ^′E) = 0, t.e. η^∗Y τ^′ = 0.

PodytoßivaØ skazannoe, zakl¸qaem, qto vloßenie XL ⊂ L imeet mesto v tom i tol~ko v tom sluqae, kogda vypolnØ¸tsØ sledu¸wie qetyre usloviØ: i) η^∗Y η ∈ H^∞(F→F ); ii) τ^{′′∗}_∗ Y η = 0; iii) η^∗Y τ^′ = 0; iv) τ^{′′∗}_∗ Y τ^′ = 0.

Uslovie i) sovpadaet s usloviem 1^′), takim obrazom nam nado proverit~, qto usloviØ ii)–iv) vypolnØ¸tsØ togda i tol~ko togda, kogda vypolneny usloviØ 2^′) − 3^′). �ta ravnosil~nost~ nemedlenno vytekaet iz sledu¸uwih sootnoxeniæ:

τ^{′′∗}_∗ Y η = τ^{′′∗}_∗ Y τ^′_∗Δ^′_∗; (9)

η^∗Y τ^′ = Δ^{′′}τ^{′′∗}Y τ^′; (10)

τ^{′′∗}_∗ Y τ^′ = −τ^{′′∗}_∗ Y τ^′_∗Θ^′ = −Θ^{′′}τ^{′′∗}Y τ^′. (11)

Deæstvitel~no, toßdestvo (9) pokazyvaet, qto 3^′) =⇒ ii), a (10) pokazyvaet, qto 2^′) =⇒ iii), a toßdestvo iv) vytekaet kak iz 2^′), tak i iz 3^′) v silu sootnoxeniæ (11). Obratno, poskol~ku iz (9) i (11) vytekaet ravenstvo τ^{′′∗}_∗ Y τ^′_∗ = τ^{′′∗}_∗ Y ηΔ^′_∗ − τ^{′′∗}_∗ Y τ^′Θ^{′∗}, my poluqaem implikaci¸ ii) & iv) =⇒ 3^′), a tak kak iz (10) i (11) sleduet toßdestvo τ^{′′∗}Y τ^′ = Δ^{′′}η^∗Y τ^′ − Θ^{′′∗}τ^{′′∗}_∗ Y τ^′, my poluqaem implikaci¸ iii)&iv) =⇒ 2^′). Takim obrazom, qtoby zaverxit~ dokazatel~stvo, nußno proverit~ spravedlivost~ toßdestv (9)–(11).

Preßde vsego zametim, qto π^∗Y τ = 0 i τ^∗_∗ Y π = 0. I dokaßem toßdestvo (9), podstavlØØ vyraßenie (4) dlØ η, a toßdestvo (10), podstavlØØ vyraßenie (3). SootnoxeniØ (11) dokazyva¸tsØ qut~ bolee sloßno, tut nam ponadobØtsØ sledu¸wie toßdestva

Θ^{′∗}Z^′_∗ = Z^′Θ^∗ i Z^{′′}_∗ Θ = Θ^{′′}Z^{′′},

OPISANIE GIPERINVARIANTNYH PODPROSTRANSTV 15 kotorye mogut byt~ provereny, ishodØ prØmo iz opredeleniØ funkciæ Z i Z_∗. Ispol~zuØ pervoe iz fftih toßdestv, my poluqaem pervoe sootnoxenie iz (11): τ^{′′∗}_∗ Y τ^′ = τ^{′′∗}_∗ Y (ππ^∗ + τ_∗τ^∗_∗ )τ Z^{′∗} = τ^{′′∗}_∗ Y τ_∗(−Θ)Z^{′∗} = −τ^{′′∗}_∗ Y τ_∗Z^{′∗}_∗ Θ^′ = −τ^{′′∗}_∗ Y τ^′_∗Θ^′. Ispol~zuØ vtoroe, analogiqnym sposobom poluqaem:

τ^{′′∗}_∗ Y τ^′ = Z^{′′}_∗ τ^∗_∗ (π_∗π^∗ + τ τ^∗)Y τ^′

= Z^{′′}_∗ (−Θ)τ^∗Y τ^′ = −Θ^{′′}Z^{′′}τ^∗Y τ^′ = −Θ^{′′}τ^{′′∗}Y τ^′.

Takim obrazom, my proverili ravnosil~nost~ usloviæ 1^′) − 3^′) i i)–iv), qto zaverxaet dokazatel~stvo lemmy. •

3. Dokazatel~stvo teoremy

Predoloßim, qto usloviØ 1^∘) i 2^∘) teoremy vypolneny i X – proizvol~nyæ operator, kommutiru¸wiæ s T , a Y – ego pod¨em s parametrami {A, A_∗, B}. Togda Z^{′′}BZ^{′∗}_∗ = 0, poskol~ku

supp Z^{′′}BZ^{′∗}_∗ ⊂ supp Δ^{′′} ∩ supp Δ^′_∗. Sledovatel~no, usloviØ 1)–3)

lemmy prinima¸t vid

1^{′′}) Θ^{′′∗}A_∗Θ^{′′} + Δ^{′′2}Θ^′AΘ^{′∗} ∈ H^∞(F→F ); 2^{′′}) Δ^{′′}Θ^′AΔ^′ = 0; 3^{′′}) Δ^{′′}_∗ A_∗Θ^{′′}Δ^′_∗ = 0.

Odnako iz usloviØ 1^∘) vyteka¸t ravenstva

Δ^{′′}Θ^′AΔ^′ = Δ^{′′}A_F Θ^′Δ^′ = (Δ^{′′}A_F Δ^′_∗)Θ^′ = 0,

Δ^{′′}_∗ A_∗Θ^{′′}Δ^′_∗ = Δ^{′′}_∗ Θ^{′′}A_F Δ^′_∗ = Θ^{′′}(Δ^{′′}A_F Δ^′_∗) = 0,

poskol~ku supp(Δ^{′′}A_F Δ^′_∗) ⊂ supp Δ^{′′} ∩ supp Δ^′_∗, i, sledovatel~no, funkciØ v skobkah poqti vs¸du ravna nul¸.

Itak usloviØ 2^{′′}) − 3^{′′}) vypolneny, i nam ostaetsØ proverit~ spravedlivost~ usloviØ 1^{′′}). Ispol~zuØ spleta¸wee sootnoxenie iz 2^∘) i ewe raz tot fakt, qto Δ^{′′}A_F Δ^′_∗ = 0, my prihodim k vyvodu, qto

Θ^{′′∗}A_∗Θ^{′′} + Δ^{′′2}Θ^′AΘ^{′∗} = Θ^{′′∗}Θ^{′′}A_F + Δ^{′′2}A_F Θ^′Θ^{′∗}

= A_F − Δ^{′′2}A_F Δ^{′2}_∗ = A_F ∈ H^∞(F→F ).

Obratno, pust~ teper~ vypolneny usloviØ 1)–3) lemmy dlØ vseh B ∈ L^∞(Δ_∗E_∗→ΔE) i dlØ l¸boæ pary A, A_∗. Preßde vsego

16 V. I. VASıNIN vyberem A = 0, A_∗ = 0 i B = Z^{′′∗}B_0Z^′_∗, gde B_0 – proizvol~naØ funkciØ iz L^∞(Δ^′_∗F →Δ^{′′}F ). Togda 1) moßno perepisat~ v vide

Δ^{′′}B_0Δ^′_∗ ∈ H^∞(F → F ), t.e. Δ^{′′}L^∞(Δ^′_∗F → Δ^{′′}F )Δ^′_∗ ⊂ H^∞(F → F ),

otkuda

Δ^{′′}L^∞(Δ^′_∗F→Δ^{′′}F )Δ^′_∗H^2(F ) ⊂ H^2(F ).

Poskol~ku levaØ qast~ fftogo vkl¸qeniØ invariantna otnositel~no umnoßeniØ na z̄, ffto – nulevoe podprostranstvo v L^2(F ). Ta ße samaØ invariantnost~ daet nam

{0} = Δ^{′′}L^∞(Δ^′_∗F→Δ^{′′}F )Δ^′_∗H^2(F ) = Δ^{′′}L^∞(Δ^′_∗F→Δ^{′′}F )Δ^′_∗z̄^nH^2(F ),

i, sledovatel~no, Δ^{′′}L^∞(Δ^′_∗F→Δ^{′′}F )Δ^′_∗L^2(F ) = {0}, t.e. L^∞(Δ^′_∗F→

Δ^{′′}F ) = {0}, qto i oznaqaet ravenstvo nul¸ lebegovoæ mery mno-

ßestva supp Δ^′_∗ ∩ supp Δ^{′′}. Takim obrazom, uslovie 1^∘) teoremy vypolneno.

Kak my uße znaem, pri vypolnenii 1^∘) usloviØ 1)–3) lemmy prevrawa¸tsØ v 1^{′′}) − 3^{′′}). Teper~ trebuemu¸ usloviem 2^∘) funkci¸ A_F my voz~mem iz 1^{′′}) i proverim, qto ffta funkciØ A_F udovletvorØet spleta¸wim sootnoxeniØm.

A_F Θ^′ = (Θ^{′′∗}A_∗Θ^{′′} + Δ^{′′2}Θ^′AΘ^{′∗})Θ^′

= Θ^{′′∗}A_∗Θ + Δ^{′′2}Θ^′A(I − Δ^{′2}) ispol~zuem 2^{′′})

= (Θ^{′′∗}Θ^{′′} + Δ^{′′2})Θ^′A = Θ^′A;

Θ^{′′}A_F = Θ^{′′}(Θ^{′′∗}A_∗Θ^{′′} + Δ^{′′2}Θ^′AΘ^{′∗})

= Θ^{′′}Θ^{′′∗}A_∗Θ^{′′} + Δ^{′′2}_∗ ΘAΘ^{′∗}

= A_∗Θ^{′′} − Δ^{′′2}_∗ A_∗Θ^{′′} + Δ^{′′2}_∗ A_∗ΘΘ^{′∗}

= A_∗Θ^{′′} − Δ^{′′2}_∗ A_∗Θ^{′′}Δ^{′2}_∗ = A_∗Θ^{′′} v silu 3^{′′}).

Takim obrazom, uslovie 2^∘) vypolneno, i teorema dokazana. •

4. Zakl¸qitel~nye zameqaniØ

Otmetim, qto uslovie 1^∘) teoremy vleqet dopolnitel~nu¸ ortogonal~nost~ sredi qasteæ ostatoqnyh podprostranstv, a imen- no, R^{′′} ⊥ R^′_∗. �to vytekaet iz sootnoxeniØ τ^{′∗}_∗ τ^{′′} = Δ^′_∗Δ^{′′}.

OPISANIE GIPERINVARIANTNYH PODPROSTRANSTV 17 Vtoroe zameqanie otnositsØ k sßatiØm so skalØrnoæ harakteristiqeskoæ funkcieæ. DlØ takih sßatiæ regulØrnaØ faktorizaciØ (2) sootvetstvuet giperinvariantnomu podprostranstvu v tom i tol~ko v tom sluqae, kogda vspomogatel~noe podprostranstvo F ne bolee, qem odnomerno.

Sluqaæ dim F = 0 s oqevidnost~¸ daet giperinvariantnoe podprostranstvo, poskol~ku v fftom sluqae Δ^{′′} = Δ^′_∗ = 0, kak operatory v nulevom prostranstve, i A_F = 0 udovletvorØet oboim spleta¸wim sootnoxeniØm, tak kak oba somnoßitelØ harakteristiqeskoæ funkcii Θ ravny nul¸.

Esli dim F = 1 i Θ = 0, to faktorizaciØ 0 = Θ^{′′}Θ^′ ØvlØetsØ regulØrnoæ, esli ili Θ^′ = 0, a Θ^{′′} – vnutrennØØ, ili Θ^{′′} = 0, a Θ^′ – vnutrennØØ. V pervom sluqae Δ^{′′} = 0, vo vtorom – Δ^′_∗ = 0, sledovatel~no uslovie 1^∘) vypolneno. Qtoby udovletvorit~ uslovi¸ 2^∘), poloßim A_F = A_∗, esli Θ^′ = 0, i A_F = A, esli

Θ^{′′} = 0.

Teper~ pust~ Θ – nenulevaØ skalØrnaØ funkciØ. Togda iz ravenstva ΘA = A_∗Θ vytekaet, qto A = A_∗, i, sledovatel~no, my udovletvorim uslovi¸ 2^∘), poloßiv A_F = A. Uslovie 1^∘) vsegda vypolneno, poskol~ku dlØ skalØrnyh faktorizaciæ skalØrnoæ harakteristiqeskoæ funkcii suwestvuet izmerimoe podmnoßestvo ω ediniqnoæ okrußnosti T, takoe qto

Δ^′ = Δ^′_∗ = χ_ωΔ i Δ^{′′} = Δ^{′′}_∗ = χT_{\ω}Δ,

gde χ_ω – indikator mnoßestva ω.

Nakonec, nam nado proverit~, qto v sluqae dim F = 2 net giperinvariantnyh podprostranstv. V fftom sluqae i Δ^{′′}, i Δ^′_∗ ØvlØ- ¸tsØ proektorno-znaqnymi funkciØmi, ih znaqeniØ sut~ proektory ranga odin poqti vs¸du, t.e. ne vypolneno uslovie 1^∘).

Literatura 1. B. Sœkefal~vi-Nad~ i Q. FoØx, Garmoniqeskiæ analiz operatorov v

gil~bertovom prostranstve. M., Mir, 1971.

2. N. Nikolski and V. Vasyunin, Elements of spectral theory in terms of the free function model. I. Basic constructions. Holomorphic spaces (Axler, McCarthy, Sarason, ed.), Math. Sci. Res. Inst. Publ., vol. 33, Cambridge, Cambridge Univ. Press, 1998, pp. 211–302.

3. N. Nikolski and V. Vasyunin, A unified approach to function models, and the transcription problem. Operator Theory Adv. Appl, vol. 41. Basel-Boston, Birkhäuser, 1989, pp. 405–434.

18 V. I. VASıNIN 4. V. Vas¸nin, Dve klassiqeskie teoremu o modeli v beskoordinatnom iz-

loßenii. — Zap. nauqn. semin. LOMI 178 (1989), 5–22.

Vasyunin V. I. Description of hyperinvariant subspaces of a contraction in terms of its characteristic function.

If T is a completely nonunitary contraction on a Hilbert space and L is its invariant subspace corresponding to a regular factorizations of its characteristic function Θ = Θ^′Θ^{′′}, then L is hyperinvariant if and only if the following two conditions are fulfilled:

1^∘) supp Δ^′_∗ ∩ supp Δ^{′′} is of Lebesgue measure zero; 2^∘) for every pair A ∈ H^∞(E→E), A_∗ ∈ H^∞(E_∗→E_∗) intertwinned by Θ, i.e., such that ΘA = A_∗Θ, there exists a function A_F ∈ H^∞(F→F ) intertwinned by Θ^′ with A and by Θ^{′′} with A_∗, i.e., Θ^′A = A_F Θ^′, Θ^{′′}A_F = A_∗Θ^{′′}.

Postupilo 20 marta 2000

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN