Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 270, 2000 g.

B. Dittmar, A. ı. Solynin

SMEXANNA˚ ZADAQA STEKLOVA O SOBSTVENNYH ZNAQENI˚H I NOVYE �KSTREMAL^NYE SVO`STVA KOL^CA GRETXA

1. Vvedenie

Pust~ Ω – oblast~ kompleksnoæ ploskosti C, granica kotoroæ ∂Ω sostoit iz koneqnogo qisla nevyroßdennyh kontinuumov. Pust~ ∂Ω = C_1 ∪ C_2, gde C_2 = C_2(Ω) – ob¨edinenie koneqnogo qisla otkrytyh kusoqno-gladkih dug i kusoqno-gladkih graniqnyh komponent. DlØ neotricatel~noæ plotnosti ρ > 0, zadannoæ na C_2, budem rassmatrivat~ smexannu¸ zadaqu Steklova o sobstvennyh znaqeniØh:

Δu = 0 v Ω (1.1)

u = 0 na C_1 (1.2) ∂u ∂n = μρu na C_2, (1.3)

gde n – vnexnØØ normal~ na C_2. Zadaqa (1.1)–(1.3) izuqalas~ v rabotah [11, 3, 4]. Klassiqeskiæ sluqaæ C_1 = ∅ vpervye rassmatrivalsØ Steklovym [19].

Kak horoxo izvestno [11], v sluqae C_1 ≠ ∅ zadaqa (1.1)–(1.3) imeet beskoneqnoe qislo sobstvennyh znaqeniæ

0 < μ_1 < μ_2 6 μ_3 6 . . .

Esli u_1, u_2, . . . – sootvetstvu¸wie sobstvennye funkcii, to μ_k =

R[u_k], gde R[v] – otnoxenie RffleØ, t.e. R[v] = ∫∫ Ω |∇v|^2 dxdy ∫ C2 ρ(s)v^2 ds . (1.4)

Rabota vtorogo avtora qastiqnogo podderßivalas~ grantom RFFI, grant ˝ 00-01-00118. 51

52 B. DITTMAR, A. ı. SOLYNIN Kaßdoe sobstvennoe znaqenie μ_n = μ_n(Ω, ρ) moßet byt~ oharakterizovano s pomow~¸ principa Puankare, sm. [14] ili [2, s. 97]:

μ_n(Ω, ρ) = min_{Sn} max_{u∈Sn} R[u], (1.5)

gde minimum beretsØ po vsem n-mernym prostranstvam lipxicevyh funkciæ u : Ω → R, takih qto u|_{C1} = 0. �to variacionnoe opredelenie pokazyvaet, v qastnosti, qto μ_n vozrastaet otnositel~no C_1, to est~ μ_n(Ω_1) 6 μ_n(Ω_2), esli Ω_1 ⊂ Ω_2 i

C_2(Ω_1) = C_2(Ω_2).

V dannoæ rabote zadaqa (1.1)–(1.3) izuqaetsØ v osnovnom v kol~cevyh (=dvusvØznyh) oblastØh Ω, a v kaqestve C_2 rassmatrivaetsØ odna iz graniqnyh komponent. Qerez mod(Ω) oboznaqaem modul~ takoæ oblasti; po opredeleni¸

mod (Ω) = 1 2π log r_2 r_1 , esli kol~co A(r_1, r_2) = {z : r_1 < |z| < r_2} konformno ffkvivalentno Ω. Kak pokazano Herxem i Pffænom [11], pervoe sobstvennoe znaqenie μ_1(Ω, ρ) kol~cevoæ oblasti Ω dopuskaet prostu¸ verhn¸¸ ocenku

μ_1(Ω, ρ) 6 1 M mod(Ω)

, (1.6)

vyraßennu¸ v terminah obweæ massy M = ∫ C2 ρ(s) ds i modulØ

oblasti Ω. �ta ocenka toqna v tom smysle, qto dlØ zadannyh Ω i M > 0 suwestvuet raspredelenie mass s plotnost~¸ ρ na C_2, ime¸wee obwu¸ massu M i realizu¸wee ravenstvo v (1.6), [11, s. 809].

V protivopoloßnost~ fftomu μ_1 ne dopuskaet netrivial~noæ nißneæ ocenki, vyraßennoæ tol~ko v terminah M i mod(Ω). Sootvetstvu¸wiæ kontrprimer priveden v paragrafe 5. V dannoæ stat~e my pokaßem, qto harakteristikami, otveqa¸wimi za nißn¸¸ ocenku μ_1, ØvlØ¸tsØ modul~ oblasti Ω i funkciØ raspredeleniØ plotnosti ρ. V paragrafah 3 i 5 my ukaßem toqnye nißnie granicy μ_1 dlØ nekotoryh kol~cevyh konfiguraciæ. Pri fftom budet ispol~zovat~sØ krugovaØ simmetrizaciØ Polia i teorema Solynina o graniqnom iskaßenii pri odnolistnyh konformnyh otobraßeniØh kol~ca A(τ, 1) [17]. Otmetim, qto naxi

ZADAQA STEKLOVA O SOBSTVENNYH ZNAQENI˚H 53 nißnie ocenki μ_1 toqny i dostiga¸tsØ dlØ kol~cevyh oblasteæ Gretxa. Tem samym naædeno ewe odno ffkstremal~noe svoæstvo fftih prostyh, no igra¸wih suwestvennu¸ rol~ v teorii konformnyh i kvazikonformnyh otobraßeniæ dvusvØznyh oblasteæ. Sistema sobstvennyh funkciæ zadaqi (1.1)–(1.3) v kol~ce Gretxa izuqaetsØ v paragrafe 4.

V paragrafe 6 my rassmatrivaem zadaqu o maksimizacii μ_1 v klasse kol~cevyh oblasteæ, ime¸wih poligonal~nu¸ vnexn¸¸ granicu, opisannu¸ vokrug zadannoæ okrußnosti. Ispol~- zuØ dissimmetrizaci¸, my pokaßem, qto “pravil~naØ” konfiguraciØ realizuet maksimum μ_1 v dannoæ zadaqe.

V zakl¸qitel~nom paragrafe privodØtsØ usloviØ, dostatoqnye dlØ suwestvovaniØ sobstvennoæ funkcii klassiqeskoæ zadaqi Steklova v kol~cevoæ oblasti, kotoraØ imeet zamknutu¸ nodal~nu¸ lini¸.

2. KonformnaØ invariantnost~ i nepreryvnost~ sobstvennyh znaqeniæ

Tak kak klass garmoniqeskih funkciæ invarianten otnositel~no konformnyh otobraßeniæ, zadaqa (1.1)–(1.3), opredelennaØ v kol~cevoæ oblasti D, moßet byt~ transformirovana v ffkvivalentnu¸ zadaqu, opredelennu¸ v drugoæ kol~cevoæ oblasti Ω, modul~ kotoroæ raven modul¸ ishodnoæ oblasti. Bolee toqno, esli funkciØ z = f(ζ) otobraßaet Ω konformno i odnolistno na D, tak qto f(C^′_k) = C_k, gde C^′_1, C^′_2 – graniqnye komponenty Ω, priqem C^′_2 gladkaØ krivaØ, to smexannaØ zadaqa Steklova, opredelennaØ v Ω dlØ plotnosti

ρ_f (ζ) = ρ(z(ζ))|f^′(ζ)|, (2.1)

imeet tu ße samu¸ posledovatel~nost~ sobstvennyh znaqeniæ

μ_1, μ_2, . . . , kotoru¸ imeet ishodnaØ zadaqa Steklova v D. So-

otvetstvu¸wimi sobstvennymi funkciØmi ØvlØ¸tsØ u_1(f(ζ)),

u_2(f(ζ)), . . . . Kak vidno iz (2.1), gladkost~ granicy vliØet na

rexenie (1.1)–(1.3) v toæ ße stepeni, qto i plotnost~ ρ.

Dalee vo mnogih sluqaØh budet ispol~zovat~sØ konformnaØ transplantaciØ rassmatrivaemyh zadaq v krugovoe kol~- co A(τ, 1). DlØ postoØnnoæ plotnosti ρ ≡ 1, zadannoæ na T, gde

T = T_1, T_r = {z : |z| = r}, rexenie zadaqi (1.1)–(1.3) v A(τ, 1)

54 B. DITTMAR, A. ı. SOLYNIN horoxo izvestno [4]:

μ_1 = 1/ log(1/τ ), μ_{2n} = μ_{2n+1} = n(1 + τ^{2n})/(1 − τ^{2n}), n = 1, 2, . . . .

Nam potrebuetsØ utverßdenie o shodimosti posledovatel~- nosti sobstvennyh znaqeniæ μ^{(1)}_1 , μ^{(2)}_1 , . . . i sootvetstvu¸weæ posledovatel~nosti sobstvennyh funkciæ u_{1,n}, n = 1, 2, . . ., pri uslovii, qto posledovatel~nost~ kol~cevyh oblasteæ D_1, D_2, . . . shoditsØ k nekotoroæ kol~cevoæ oblasti D_0 kak k Ødru. Takoe svoæstvo spravedlivo i dlØ drugih sobstvennyh znaqeniæ; zdes~ my ograniqivaemsØ prosteæxim sluqaem, neobhodimym dlØ dannoæ raboty.

Lemma 1. Pust~ D1, D2, . . . – posledovatel~nost~ kol~cevyh obla-

steæ, takih qto ∂D_n = C^{(n)}_1 ∪ C_2, kotoraØ shoditsØ kak k Ødru k kol~cevoæ oblasti D_0 s graniceæ ∂D_0 = C^{(0)}_1 ∪ C_2, gde C_2 – analitiqeskaØ krivaØ ȷordana.

Pust~ μ^{(n)}_1 i u_{1,n}, n = 0, 1, 2, . . ., oboznaqa¸t, sootvetstvenno, pervoe sobstvennoe znaqenie i pervu¸ sobstvennu¸ funkci¸ zadaqi (1.1)–(1.3) dlØ oblasti D_n i nepreryvnoæ plotnosti ρ > 0 (ne zavisØweæ ot n) na C_2. Togda μ^{(n)}_1 → μ^{(0)}_1 pri n → ∞. Krome togo, u_{1,n} → u_{1,0} ravnomerno na kompaktnyh podmnoßestvah D_0, esli funkcii u_{1,n} podhodØwim obrazom normirovany, naprimer, pri vypolnenii ravenstv ∫ C2 ρ^2u^2_{1,n} ds = 1 dlØ n = 0, 1, 2, . . . . (2.2)

Dokazatel~stvo. Pust~ funkciØ z = fn(ζ) otobraßaet podhodØ-

wee kol~co A(1, r_n), r_n > 1, konformno i odnolistno na oblast~

D_n, tak qto f_n(T) = C_2, f_n(1) = z_0, gde z_0 – nekotoraØ fiksi-

rovannaØ toqka na C_2. PeresaßivaØ rassmatrivaemye zadaqi v sootvetstvu¸wie kol~ca, budem imet~ novye smexannye zadaqi Steklova s plotnostØmi ρ_n(ζ) = ρ(f_n(ζ))|f^′_n(ζ)|, n = 0, 1, . . . , zadannymi na T.

Tak kak C_2 analitiqeskaØ krivaØ, a posledovatel~nost~ D_n,

n = 1, 2, . . ., shoditsØ kak k Ødru k kol~cevoæ oblasti D_0, to ne-

trudno pokazat~, qto f_n(ζ) → f_0(ζ) i f^′_n(ζ) → f^′_0(ζ) ravnomerno na kompaktnyh podmnoßestvah iz D_0 ∪ C_2. Sledovatel~no,

ZADAQA STEKLOVA O SOBSTVENNYH ZNAQENI˚H 55 ρ_n(ζ) → ρ_0(ζ) ravnomerno na T. Krome togo, iz predpoloßeniæ

lemmy vytekaet, qto r_n → r_0. Tak kak μ_1(A(1, r), ρ) ubyvaet pri vozrastanii radiusa r i plotnosti ρ, to iz dvuh poslednih predel~nyh sootnoxeniæ vytekaet suwestvovanie postoØnnyh m i M , takih qto 0 < m 6 μ^{(n)}_1 6 M < ∞ dlØ vseh n = 0, 1, . . .. Sledovatel~no, suwestvuet podposledovatel~nost~ μ^{(nk)}_1 → μ, gde 0 < μ < ∞. Pokaßem, qto sootvetstvu¸waØ podposledovatel~nost~ sobstvennyh funkciæ v_{1,nk} ravnomerno ograniqena i ravnostepenno nepreryvna na T. FunkciØ v_{1,n}, ØvlØØs~ rexeniem zadaqi (1.1)– (1.3) v A(1, r_n), udovletvorØet integral~nomu uravneni¸ [8]

v_{1,n}(ζ) = μ^{(n)}_1 ∫ T R_{rn} (e^{iθ}, ζ)ρ_n(e^{iθ})v_{1,n}(e^{iθ}) dθ, ζ ∈ A(1, r_n), (2.3) gde R_r(z, ζ)=(2π)^{−1} [ log r+2 log |1−zζ^{−1}|−4 ∞∑ n=1 cos((θ − φ)n) n(1 + r^{2n}) ] , (2.4)

θ = arg z, φ = arg ζ,

– funkciØ Robffna kol~ca A(1, r) s logarifmiqeskim pol¸som v toqke z = ζ, takaØ qto R_r(z, ζ) = 0 pri z ∈ T_r ,^∂_{∂n} R_r(z, ζ) = 0 pri

z ∈ T, sm. [8]. Legko proverit~, qto R_r(z, ζ) = g_{A(1/r,r)}(z, ζ) + g_{A(1/r,r)}(1/z̄, ζ), (2.5) gde g_{A(1/r,r)} – funkciØ Grina kol~ca A(1/r, r) s pol¸som v toqke

z = ζ; v [9, s. 192] ukazana analogiqnaØ formula dlØ funkcii

Robffna ediniqnogo kruga.

Iz (2.5) (ili (2.4)) sleduet, qto R_{rn} (z, ζ) → R_{r0} (z, ζ) pri r_n →

r_0 > 1 ravnomerno na kompaktnyh podmnoßestvah iz U^∗ \ {ζ}, gde U^∗ = {z : |z| > 1}. Iz (2.3) i neravenstva Xvarca imeem

|v_{1,n}(ζ)| 6 (μ^{(n)}_1 )^2 ∫ T R^2_{rn} (e^{iθ}, ζ) dθ ∫ T ρ^2_nv^2_{1,n} dθ

6 4M^{2 ∫}

T g^2_{A(1/rn,rn)}(e^{iθ}, ζ) dθ 6 C < ∞,

56 B. DITTMAR, A. ı. SOLYNIN i znaqit, posledovatel~nost~ v_{1,n} ravnomerno ograniqena na U^∗. Analogiqno, pri fiksirovannom ε > 0,

|v_{1,n}(ζ_1) − v_{1,n}(ζ_2)|^2 6 M^2 ∫ T |R_{rn} (e^{iθ}, ζ_1) − R_{rn} (e^{iθ}, ζ_2)|^2 dθ =

= 4M^2 ∫ T |g_{A(1/rn,rn)}(e^{iθ}, ζ_1) − g_{A(1/rn,rn )}(e^{iθ}, ζ_2)|^2 dθ 6 ε dlØ vseh ζ_1, ζ_2 ∈ Ā(1, r_0) takih, qto |ζ_1 − ζ_2| < δ, gde δ = δ(ε) > 0 ne zavisit ot n. Takim obrazom, posledovatel~nost~ v_{1,n} ravnostepenno nepreryvna na Ā(1, r_0).

Ispol~zuØ teoremu Arcela, moßem predpolagat~, ne ograniqivaØ obwnosti, qto u_{nk} shoditsØ k nekotoroæ funkcii v, kotoraØ v fftom sluqae nepreryvna na Ā(1, r_0), garmoniqeskaØ v

A(1, r_0) i ravna nul¸ na T_{r0} . PerehodØ k predelu v (2.3), po-

luqaem v(ζ) = μ ∫ T R_{r0} (e^{iθ}, ζ)ρ_0(e^{iθ})v_{1,0}(e^{iθ}) dθ

dlØ vseh ζ ∈ A(1, r_0). �to ravenstvo pokazyvaet, qto v ØvlØetsØ sobstvennoæ funkcieæ smexannoæ zadaqi Steklova v kol~- ce A(1, r_0) dlØ plotnosti ρ_0(e^{iθ}). Tak kak v > 0 v A(1, r_0), to v dolßna byt~ pervoæ sobstvennoæ funkcieæ rassmatrivaemoæ zadaqi. Tak kak pri normirovke (2.2) takaØ funkciØ edinstvenna, to v = u_{1,0}, μ = μ^{(0)}_1 . Poslednee, v silu proizvol~nosti vybora podposledovatel~nosteæ μ^{nk}_1 , u_{1,nk} , dokazyvaet trebuemoe utverßdenie. �

3. Pervoe sobstvennoe znaqenie i simmetrizaciØ

Pust~ D – otkrytoe ili zamknutoe mnoßestvo na C̄. Pod krugovoæ simmetrizacieæ (drugoe nazvanie – simmetrizaciØ Polia) mnoßestva D otnositel~no otricatel~noæ vewestvennoæ osi R_− = {z : Im z = 0, Re z 6 0} ponimaetsØ mnoßestvo D^∗, opredelØemoe sledu¸wim obrazom:

(a) 0 ∈ D^∗, ∞ ∈ D^∗ togda i tol~ko togda, kogda 0 ∈ D, ∞ ∈ D,

sootvetstvenno;

(b) T_r ⊂ D^∗ ili D^∗ ∩T_r = ∅ togda i tol~ko togda, kogda T_r ⊂ D

ili D ∩ T_r = ∅, sootvetstvenno;

ZADAQA STEKLOVA O SOBSTVENNYH ZNAQENI˚H 57 (c) v ostal~nyh sluqaØh D^∗ ∩T_r = {z = re^{iθ} : 2|θ−π| < meas (D∩

T_r )}, esli D otkryto, i D^∗ ∩ T_r = {z = re^{iθ} : 2|θ − π| 6 meas (D ∩ T_r )}, esli D zamknuto. Zdes~ i niße qerez meas oboznaqaetsØ

uglovaØ mera Lebega na okrußnostØh.

Pust~ f – vewestvennoznaqnaØ funkciØ i f ∈ L(T_r ). Qerez

f^∗ = f^∗(re^{iθ}) budem oboznaqat~ simmetriqnu¸ otnositel~no R i

neubyva¸wu¸ po θ, 0 6 θ 6 π, perestanovku funkcii f. Togda sup ∫ E f(re^{iφ}) dφ = π+θ∫ π−θ f^∗(re^{iφ}) dφ (3.1)

dlØ vseh θ, 0 6 θ 6 π, sm., naprimer, [1]. Supremum v (3.1) beretsØ po vsem izmerimym mnoßestvam E s meroæ meas E = 2θ.

Pust~ f, g ∈ L(T_r ). Po opredeleni¸, f ≺ g (f maßoriruetsØ funkcieæ g) na T_r , esli π+θ∫ π−θ f^∗(re^{iφ}) dφ 6 π+θ∫ π−θ g^∗(re^{iφ}) dφ (3.2)

pri vseh θ, 0 6 θ 6 π.

Pust~ f : A(r_1, r_2) → R̄ i pust~ f|T_r ∈ L(T_r ) dlØ kaßdogo r, r_1 <

r < r_2. Pod krugovoæ simmetrizacieæ f otnositel~no R_− budem

ponimat~ funkci¸ f^∗, taku¸ qto f^∗|T_r = (f|T_r )^∗ dlØ kaßdogo r,

r_1 < r < r_2.

Naxi primeneniØ ponØtiØ maßorizacii k smexannoæ zadaqe Steklova baziru¸tsØ na sledu¸wem rezul~tate.

Teorema 1. Pust~ D – podoblast~ ediniqnogo kruga U = {z : |z| <

1}, ime¸waØ na granice otkrytoe mnoßestvo E ⊂ ∂D ∩T s meroæ 0 < meas E 6 2π, i pust~ D^∗ i E^∗ oboznaqa¸t krugovu¸ simmetrizaci¸ D i E, sootvetstvenno, otnositel~no R_−. Pust~ μ_1(D, ρ_1) i μ_1(D^∗, ρ_2) – pervye sobstvennye znaqeniØ smexannyh zadaq Steklova dlØ plotnosteæ ρ_1 na E i ρ_2 na E^∗, sootvetstvenno. Esli ρ_2 krugosimmetriqna otnositel~no R_−, to est~ ρ^∗_2 (e^{iθ}) = ρ_2(e^{iθ}), i esli ρ_1 (prodolßennaØ nulem na T \ E) maßoriruetsØ ρ_2 (prodolßennoæ nulem na T \ E^∗) na T, to

μ_1(D, ρ_1) > μ_1(D^∗, ρ_2). (3.3)

58 B. DITTMAR, A. ı. SOLYNIN Ravenstvo v (3.3) dostigaetsØ togda i tol~ko togda, kogda para (D, ρ_1) sovpadaet s paroæ (D^∗, ρ_2) s toqnost~¸ do vraweniØ vokrug naqala.

Analogiqnyæ rezul~tat vypolnØetsØ i dlØ oblasteæ D, leßawih v kol~ce A(r_1, r_2). V fftom sluqae my rassmatrivaem dva otkrytyh graniqnyh podmnoßestva E_k ⊂ ∂D ∩ T_{rk} , k = 1, 2, ime- ¸wih poloßitel~nu¸ uglovu¸ meru. Pust~ E = E_1 ∪ E_2 i pust~

D^∗ i E^∗ = E^∗_1 ∪ E^∗_2 oboznaqa¸t sootvetstvu¸wie krugovye sim-

metrizacii otnositel~no R_−. Pust~ ρ i ρ̂ – plotnosti na E i

E^∗, sootvetstvenno; ρ_k = ρ|_{Ek} , ρ̂_k = ρ̂|_E∗_k , k = 1, 2.

Teorema 2. Esli ρ̂k krugosimmetriqna otnositel~no R−, i esli

ρ_k maßoriruetsØ (v smysle teoremy 1) plotnost~¸ ρ̂_k na T_{rk} , k = 1, 2, to μ_1(D, ρ) > μ_1(D^∗, ρ̂).

Ravenstvo zdes~ dostigaetsØ togda i tol~ko togda, kogda para (D, ρ) sovpadaet s paroæ (D^∗, ρ̂) s toqnost~¸ do vraweniØ vokrug naqala.

Dokazatel~stva teorem 1 i 2 poqti identiqny. Pofftomu privodim tol~ko

Dokazatel~stvo teoremy 1. Pust~ u i v – pervye sobstvennye

funkcii smexannyh zadaq Steklova, opredelennyh v oblastØh D i D^∗, sootvetstvenno. Po principu RffleØ,

μ_1(D, ρ_1) = ∫∫ D |∇u|^2 dxdy ∫ T^{ρ1u2 ds .} (3.4)

Integral Dirihle ubyvaet pri simmetrizacii, sm. [15], pofftomu ∫ ∫ D |∇u|^2 dxdy > ∫ ∫ D^∗ |∇u^∗|^2 dxdy, (3.5) so znakom ravenstva v tom i tol~ko tom sluqae, kogda u = u^∗ s toqnost~¸ do vraweniØ vokrug naqala. Zdes~ qerez u^∗ oboznaqena krugovaØ simmetrizaciØ funkcii u otnositel~no R_−. Tak kak

ρ_1 maßoriruetsØ ρ_2 na T, to po neravenstvu Hardi–Littlvuda

[10, gl. 10] ∫ T ρ_1 u^2 dθ 6 ∫ T ρ_2 u^{∗2} dθ. (3.6)

ZADAQA STEKLOVA O SOBSTVENNYH ZNAQENI˚H 59 Iz (3.4)–(3.6) i principa RffleØ vytekaet neravenstvo

μ_1(D, ρ_1) > ∫∫ D^∗ |∇u ∗|^2 dxdy ∫ T^{ρ2 u∗2 dθ}

> μ1(D^∗, ρ2), (3.7)

so znakom ravenstva vo vtorom iz fftih neravenstv tol~ko v sluqae u^∗ = v. Sledovatel~no, (3.3) dokazano.

DlØ togo, qtoby dokazat~ utverßdenie o ravenstve, predpoloßim, qto μ_1(D, ρ_1) = μ_1(D^∗, ρ_2). Togda my dolßny imet~ znak ravenstva v kaßdom iz neravenstv (3.5) i (3.7). Sledovatel~no,

v = u^∗, t.e. v krugosimmetriqna i sovpadaet s u s toqnost~¸ do

vraweniØ vokrug naqala. Poslednee vmeste s (1.3) vleqet, qto pri nekotorom α ∈ R ρ_1(e^{iθ}) = ρ_2(e^{i(α+θ)}) pri vseh θ, takih qto

v(e^{iθ} ) ≠ 0. Pokaßem, qto ravenstvo v(e^{iθ} ) = 0 nevozmoßno. Dopus-

kaØ protivnoe, iz (1.3) imeem^{∂v(eiθ)}_{∂n} = 0 pri nekotorom θ ∈ R. Poslednee ravenstvo oqevidnym obrazom protivoreqit izvestnoæ lemme Hopfa dlØ poloßitel~nyh garmoniqeskih funkciæ, ime¸wih minimum v toqke e^{iθ}, sm. [16, s. 65]. Dokazatel~stvo zaverxeno. �

Sledstvie 1. V predpoloßeniØh teoremy 1 ili teoremy 2

μ_1(D, 1) > μ_1(D^∗, 1),

esli para {D^∗, E^∗} ne ØvlØetsØ vraweniem pary {D, E}.

Zameqanie. UtverßdeniØ, analogiqnye teoremam 1 i 2, vy-

polnØ¸tsØ dlØ simmetrizacii Xteænera; oni takße ime¸t nmernye analogi.

4. SmexannaØ zadaqa Steklova v kol~ce Gretxa

Pod kol~com Gretxa ponimaetsØ dvusvØznaØ oblast~ R_G(r) =

U \ [0, r], 0 < r < 1, gde qerez [a, b] oboznaqen prØmolineænyæ ot-

rezok, soedinØ¸wiæ toqki a, b ∈ C. Kol~co Gretxa slußit ffkstremal~noæ oblast~¸ vo mnogih zadaqah teorii funkciæ kompleksnogo peremennogo. V paragrafe 5 my pokaßem, qto ono dostavlØet nailuqxu¸ nißn¸¸ granicu dlØ pervogo sobstvennogo znaqeniØ v smexannoæ zadaqe Steklova v podhodØwem klasse oblasteæ.

Pust~ funkciØ z = F (ζ) otobraßaet kol~co A(τ, 1) konformno i odnolistno na R_G(r), tak qto F (1) = 1. V silu konformnoæ

60 B. DITTMAR, A. ı. SOLYNIN invariantnosti modulØ, radius τ opredelØetsØ ravenstvom

τ = exp { − π 2 K^′(r) K(r) } , gde qerez K i K^′ oboznaqeny polnye fflliptiqeskie integraly pervogo roda, [13]. FunkciØ F igraet rol~ funkcii Kebe dlØ klassa odnolistnyh otobraßeniæ kol~ca A(τ, 1), sm. [7, 13, 17]. Izvestno Øvnoe vyraßenie dlØ F , sm., naprimer, [13]:

F (ζ) = r sn^2(w, r), (4.1) gde w = π^{−1}K(r)i(log ζ − log τ − iπ).

DifferenciruØ (4.1), poluqaem

|F^′(e^{iθ})| = 2π^{−1}r^{1/2}K(r)|1 − re^{iφ(θ)}|^{1/2}|1 − r^{−1}e^{iφ(θ)}|^{1/2}, (4.2)

gde e^{iφ(θ)} = sn(^{π−θ}_π K(r) +^i_2 K^′(r)), otkuda sleduet, qto φ(θ) rastet ot 0 do π, kogda θ probegaet promeßutok [0, π]. Poslednee vmeste s (4.2) pokazyvaet, qto |F^′(e^{iθ})| strogo ubyvaet ot a_{min} do a_{max} , gde a_{min} = F^′(1) = 2π^{−1}(1 − r)K(r), a_{max} = F^′(−1) = 2π^{−1}(1 + r)K(r),

kogda θ izmenØetsØ ot 0 do π. Ukazannoe svoæstvo monotonnosti potrebuetsØ niße pri dokazatel~stve teoremy 3. Veliqiny a_{min} i a_{max} da¸t toqnye granicy

a_{min} 6 |f^′(e^{iθ})| 6 a_{max} (4.3)

dlØ klassa odnolistnyh otobraßeniæ f kol~ca A(τ, 1), normirovannyh usloviØmi f(A(τ, 1)) ⊂ U \ {0} i f(T) = T, [7].

Niße budet rassmatrivat~sØ takße simmetriqnoe kol~co Gretxa: R^{(2)}_G (r) := {z : z^2 ∈ R_G(r)}. Pust~ μ_n(r) i ν_n(r) – ne sobstvennye znaqeniØ zadaqi (1.1)–(1.3), rassmatrivaemoæ v kol~cah R_G(r) i R^{(2)}_G (r), sootvetstvenno, dlØ postoØnnoæ plotnosti ρ ≡ 1 na T. Pust~ u_{r,n} i v_{r,n} oboznaqa¸t sootvetstvu¸wie sobstvennye funkcii. Oqevidno, esli u(z) ØvlØetsØ sobstvennoæ funkcieæ v R_G(r), to u(z^2) – sobstvennaØ funkciØ v R^{(2)}_G (r). Krome togo, u(z) – pervaØ sobstvennaØ funkciØ s sootvetstvu¸wim

ZADAQA STEKLOVA O SOBSTVENNYH ZNAQENI˚H 61 znaqeniem μ_1(r) togda i tol~ko togda, kogda u(z^2) – pervaØ sobstvennaØ funkciØ, sootvetstvu¸waØ ν_1(r). Ots¸da sleduet, qto

ν_1(r) = 2μ_1(r).

Legko proverit~, qto

q_n(z) = Im{z^n} = s^n sin nθ, z = se^{iθ}, n = 1, 2, . . . (4.4)

ØvlØ¸tsØ sobstvennymi funkciØmi rassmatrivaemyh smexannyh zadaq Steklova, opredelennyh v oblastØh R_G(r) i R^{(2)}_G (r); sootvetstvu¸wie im sobstvennye znaqeniØ ravny n. Sledu¸waØ lemma i ee sledstvie pokazyva¸t, kak mnoßestvo funkciæ (4.4) sootnositsØ so vsem semeæstvom sobstvennyh funkciæ sootvetstvu¸wih zadaq Steklova v R^{(2)}_G (r) i R_G(r).

Lemma 2. Pri 0 < r < 1 i n = 1, 2, . . . imeem

(1) ν_{2n}(r) = n i v_{r,2n} = q_n; (2) n − 1 < ν_{2n−1}(r) < n i (2a) v_{r,4n−3}(z) = v_{r,4n−3}(z̄), v_{r,4n−3}(z) = v_{r,4n−3}(−z); (2b) v_{r,4n−1}(z) = v_{r,4n−1}(z̄), v_{r,4n−1}(z) = −v_{r,4n−1}(−z). Krome togo, funkciØ v_{r,3}(z) ne menØet znak v Δ^+_r = {z ∈ R^{(2)}_G (r) :

Re z > 0}.

Dokazatel~stvo. Pust~ pn(z) = Re {z^n} = s^n cos nθ. Funkcii qn,

p_n, n = 1, 2, . . . ØvlØ¸tsØ sobstvennymi funkciØmi klassiqeskoæ

zadaqi Steklova v kruge U dlØ plotnosti ρ ≡ 1. Sootvetstvu¸- wimi sobstvennymi znaqeniØmi ØvlØ¸tsØ 1, 1, 2, 2, . . . Rassmotrim n-mernoe lineænoe prostranstvo S_n, natØnutoe na sobstvennye funkcii v_{r,1}, . . . , v_{r,n}. Togda S_n dopustimo v smysle variacionnogo opredeleniØ (1.5) dlØ n-go sobstvennogo znaqeniØ takoæ klassiqeskoæ zadaqi Steklova. Sledovatel~no, soglasno (1.4) i (1.5),

⟨n/2⟩ 6 max_{u∈Sn} R[u] = ν_n(r) (4.5)

pri vseh n = 1, 2, . . .. Zdes~ qerez ⟨a⟩ oboznaqena celaØ qast~ a. Bolee togo, ravenstvo v (4.5) imeet mesto togda i tol~ko togda, kogda v_{r,n} garmoniqeskaØ v U . Tak kak v_{r,n} = 0 na [−r, r], to iz garmoniqnosti sleduet, qto v_{r,n} = 0 na vsem diametre I = [−1, 1].

62 B. DITTMAR, A. ı. SOLYNIN Ots¸da legko vytekaet, qto n qetnoe, n = 2k, i v_{r,2k} = q_k v sluqae ravenstva v (4.5).

Teper~ my rassmotrim zadaqu (1.1)–(1.3), opredelennu¸ na otkrytom nesvØznom mnoßestve U \I, sqitaØ, qto C_2 = T\{−1, 1}. Netrudno naæti sistemu vseh sobstvennyh funkciæ fftoæ zadaqi:

q̃_1(z) = q_1(z), q̃_2 = s sin |θ|, q̃_3 = s^2 sin 2θ, q̃_4 = s^2 sin 2|θ|, . . . ,

i sootvetstvu¸wu¸ sistemu sobstvennyh znaqeniæ:

ν̃_1 = ν̃_2 = 1, ν̃_3 = ν̃_4 = 2, . . . .

Pust~ ~S_n – n-mernoe lineænoe prostranstvo, natØnutoe na funkcii q̃_1, . . . , q̃_n. Tak kak ~S_n dopustimo v smysle variacionnogo opredeleniØ (1.5) dlØ rassmatrivaemoæ smexannoæ zadaqi Steklova v R^{(2)}_G (r), my imeem

ν_n(r) 6 max_{u∈} e_{Sn} R[u] = k, (4.6)

gde k = ⟨n/2⟩ + 1, esli n neqetnoe, i k = ⟨n/2⟩, esli n qetnoe.

Bolee togo, sobstvennaØ funkciØ v_{r,n} garmoniqeskaØ v R^{(2)}_G (r). Ots¸da legko sleduet, qto ravenstvo v (4.6) vypolnØetsØ togda i tol~ko togda, kogda n = 2k − 1 i q̃_n = s^{2k} sin(2kθ), k = 1, 2, . . ..

Teper~ (4.5) i (4.6) pokazyva¸t, qto ν_{2n}(r) = n, n = 1, 2, . . ., i

v_{r,2n} = s^n sin nθ. �to vmeste s zameqaniØmi o sluqaØh ravenstva

v (4.5) i (4.6) vleqet neravenstva (2).

Sobstvennoæ funkcii v_{r,2n−1}, sootvetstvu¸weæ sobstvennomu znaqeni¸ ν_{2n−1}(r), n = 1, 2, . . ., sopostavim funkci¸

v^+ (z) = (1/2)(v_{r,2n−1}(z) + v_{r,2n−1}(z̄)).

Esli v^+ ≡ 0, to v_{r,2n−1} = 0 na [−1, 1]. Poslednee vleqet, qto

v_{r,2n−1} prinadleßit semeæstvu funkciæ (4.4). Kak my uße poka-

zali, funkcii fftogo semeæstva ne mogut sootvetstvovat~ znaqeni¸ ν_{2n−1}(r). Takim obrazom, v^+ ≢ 0. Sledovatel~no, v^+ ØvlØetsØ sobstvennoæ funkcieæ, sootvetstvu¸weæ sobstvennomu znaqeni¸

ν_{2n−1}(r) kratnosti 1. Znaqit, v_{r,2n−1} = cv^+ pri c ∈ R, c ≠ 0. Togda

v_{r,2n−1}(z) = v_{r,2n−1}(z̄) dlØ vseh z ∈ U. (4.7)

Dalee, rassmotrim funkci¸ v^−(z) = (1/2)(v_{r,2n−1}(z) + v_{r,2n−1}(−z)).

ZADAQA STEKLOVA O SOBSTVENNYH ZNAQENI˚H 63 Togda v^− ≡ 0 ili v^− – sobstvennaØ funkciØ, sootvetstvu¸waØ

ν_{2n−1}(r). V pervom sluqae v_{r,2n−1}(z) = −v_{r,2n−1}(−z). (4.8) Vo vtorom sluqae imeem v_{r,2n−1} = c v^−, c ∈ R, c ≠ 0. Ots¸da sleduet, qto v_{r,2n−1}(z) = v_{r,2n−1}(−z). Rassmotrim pervyæ sluqaæ. Kak pokazyva¸t (4.7) i (4.8),

v_{r,2n−1}(z) = 0, esli Re z = 0. Sledovatel~no, v_{r,2n−1} – sobstvennaØ

funkciØ smexannoæ zadaqi Steklova v odnosvØznoæ oblasti Δ^+_r s C_2(Δ^+_r ) = {z ∈ T : Re z > 0} i ρ ≡ 1. Pust~ τ_n(r) i ω_{r,n}(z) oboznaqa¸t n-e sobstvennoe znaqenie i n-¸ sobstvennu¸ funkci¸ fftoæ smexannoæ zadaqi Steklova.

Kak i vyxe, my rassmotrim dve vspomogatel~nye sistemy funkciæ:

p_1 = s cos θ, p_2 = s^2 sin 2θ, p_3 = s^3 cos 3θ, p_4 = s^4 sin 4θ, . . . (4.9) i p̃_1 = s^2 sin 2θ, p̃_2 = s^2 sin 2|θ|, p̃_3 = s^4 sin 4θ, p̃_4 = s^4 sin 4|θ|, . . .

(4.10) Legko proverit~, qto (4.9) i (4.10) da¸t polnye sistemy sobstvennyh funkciæ, opredelennyh na mnoßestvah Δ^+_0 i Δ^+_1 , sootvetstvenno. Sootvetstvu¸wimi sobstvennymi znaqeniØmi ØvlØ- ¸tsØ qisla

1, 2, 3, 4, . . . i 2, 2, 4, 4, . . . (4.11)

Svoæstvo monotonnosti sobstvennyh znaqeniæ i (4.9)–(4.11) pokazyva¸t, qto τ_{2n}(r) = 2n, ω_{r,2n} ≡ p_{2n} i 2n − 1 6 τ_{2n−1}(r) 6 2n

pri vseh n = 1, 2, . . .. Krome togo, rassußdaØ kak i vyxe, legko pokazat~, qto ω_{r,2n−1}(z) = ω_{r,2n−1}(z̄). Teper~ my pokaßem, qto suwestvuet vzaimno odnoznaqnoe sootvetstvie meßdu sobstvennymi funkciØmi v_{r,2n−1}, udovletvorØ- ¸wimi (4.7) i (4.8), i sobstvennymi funkciØmi ω_{r,2m−1}, takoe

64 B. DITTMAR, A. ı. SOLYNIN qto v_{r,2n−1}|_Δ+_r ≡ ω_{r,2m−1}, esli v_{r,2n−1} sootvetstvuet ω_{r,2m−1}. Deæstvitel~no, esli v_{r,2n−1} udovletvorØet (4.7) i (4.8), to v_{r,2n−1}|_Δ+_r ØvlØetsØ sobstvennoæ funkcieæ smexannoæ zadaqi Steklova v

Δ^+_r . Togda v_{r,2n−1}|_Δ+_r ≡ ω_{r,2m−1} pri nekotorom m = m(n). Tak kak

sootvetstvu¸wie sobstvennye znaqeniØ udovletvorØ¸t neravenstvam n−1 < ν_{2n−1} < n i 2m−1 6 τ_{2m−1}(r) 6 2m, my dolßny imet~ ravenstvo n = 2m.

S drugoæ storony, kaßdaØ sobstvennaØ funkciØ ω_{r,2m−1} poroßdaet funkci¸

ṽ(z) = { ω_{r,2m−1}(z), Re z > 0, −ω_{r,2m−1}(−z), Re z < 0, kotoraØ, oqevidno, ØvlØetsØ sobstvennoæ funkcieæ smexannoæ zadaqi Steklova v R^{(2)}_G (r), udovletvorØ¸weæ (4.7) i (4.8). Vnov~ neravenstva dlØ sootvetstvu¸wih sobstvennyh znaqeniæ pokazyva¸t, qto ṽ = v_{r,4m−1}.

Ob¨ediniv poluqennye rezul~taty, zaverxaem dokazatel~- stvo sootnoxeniæ (2a) i (2b).

Predyduwie rassußdeniØ pokazyva¸t takße, qto v_{r,3} ØvlØetsØ pervoæ sobstvennoæ funkcieæ v smexannoæ zadaqe Steklova, rassmatrivaemoæ v Δ^+_r . Sledovatel~no, v_{r,3} ne menØet znak v Δ^+_r . Dokazatel~stvo zaverxeno. �

RassmatrivaØ sootvetstvu¸wu¸ smexannu¸ zadaqu Steklova v R_G(r), moßno pokazat~, rassußdaØ tak ße, kak i pri dokazatel~stve lemmy 2, qto kaßdaØ sobstvennaØ funkciØ u_{r,n} udovletvorØet odnomu iz sledu¸wih usloviæ: u_{r,n}(z) = u_{r,n}(z̄) ili u_{r,n}(z) = −u_{r,n}(z̄). Kak my otmeqali vyxe, u_{r,n}(z^2) ØvlØetsØ sobstvennoæ funkcieæ smexannoæ zadaqi Steklova v R^{(2)}_G (r). Krome togo, legko videt~, qto v_{r,m} moßet byt~ predstavlena v vide u_{r,n}(z^2) s nekotorym n =

n(m) togda i tol~ko togda, kogda v_{r,m}(−z) ≡ v_{r,m}(z). Poslednee

vmeste s utverßdeniem lemmy 2 vleqet

Sledstvie 2. (1) n − 1 < μ2n−1(r) < n i ur,2n−1(z) = vr,4n−3(z^{1/2}), n = 1, 2, . . .. (2) μ_{2n}(r) = n i u_{r,2n}(z) = s^n sin nθ, n = 1, 2, . . ..

V sledu¸weæ lemme dokazyva¸tsØ nekotorye prostye svoæstva μ_1(r) kak funkcii parametra r, 0 < r 6 1.

ZADAQA STEKLOVA O SOBSTVENNYH ZNAQENI˚H 65

Lemma 3. (a) μ1(r) – nepreryvnaØ, strogo vozrasta¸waØ funkciØ,

otobraßa¸waØ interval (0, 1] na interval (0, 1/2];

(b) μ_1(r) log(1/r) – vypuklaØ funkciØ ot log^2 r;

(c) 2^{1−√r}_{1+}√_r μ_1(r) < μ_1(^{2√r}_{1+r} ) < 2^{1+√r}_{1−}√_r μ_1(r).

Dokazatel~stvo. (a) Svoæstvo monotonnosti sleduet iz oprede-

leniØ; nepreryvnost~ na otkrytom intervale (0, 1) dokazana v lemme 1. Krome togo,

μ_1(r) < (2πm_G(r))^{−1} → 0 pri r → 0,

v sootvetstvii s neravenstvom (1.6) Herxa–Pffæna. OstaetsØ dokazat~, qto μ_1(r) → 1/2 pri r → 1.

Legko proverit~, qto funkciØ q_1(z), opredelennaØ v (4.4), dopustima v smysle variacionnogo opredeleniØ ν_1(r), 0 < r < 1, i qto ona ØvlØetsØ pervoæ sobstvennoæ funkcieæ, sootvetstvu¸- weæ ν_1(1). Sledovatel~no,

μ_1(r) = (1/2)ν_1(r) < 1 2 ∫∫ U |∇q_1|^2 dxdy ∫_{2π} 0 q^2_1 dθ = 1 2 ν_1(1) = μ_1(1) = 1 2 dlØ vseh 0 < r < 1. Takim obrazom, μ_1(r) → a 6 1/2 pri r → 1.

Predpoloßim, qto 0 < a < 1/2. Okonqanie fftogo dokazatel~- stva analogiqno dokazatel~stvu lemmy 1. Pust~ u_{r,1} normirovana tak, qto_{2π} ∫ 0 u_{r,1}(e^{iθ}) dθ = 1, 0 < r < 1. Togda u_{r,1} udovletvorØet uravneni¸

u_{r,1}(ζ) = μ_1(r) 2π∫ 0 R_r(e^{iθ}, ζ)u_{r,1}(e^{iθ}) dθ, (4.12) gde R_r(z, ζ) – funkciØ Robffna kol~ca R_G(r).

Legko proverit~, qto

R_r(z, ζ) = g_r(z, ζ) + g_r(1/z̄, ζ), (4.13)

gde g_r(z, ζ) oboznaqaet funkci¸ Grina oblasti R_T (r) = C\([0, r]∪

[1/r, ∞]), 0 < r 6 1 (v sluqae r = 1 R_T (1) odnosvØzna).

66 B. DITTMAR, A. ı. SOLYNIN

Iz (4.12), (4.13) sleduet ravenstvo

u_{r,1}(ζ) = 2μ_1(r) 2π∫ 0 g_r (e^{iθ}, ζ)u_{r,1}(e^{iθ}) dθ. (4.14) Netrudno pokazat~, qto

g_r(e^{iθ}, ζ) → g_1(e^{iθ}, ζ) pri r → 1 (4.15)

ravnomerno na kompaktnyh podmnoßestvah v T × Ū \ {ζ}.

Ispol~zuØ neravenstvo Xvarca, poluqim

|u_{r,1}(ζ)|^2 6 2π∫ 0 g^2_r (e^{iθ}, ζ) dθ. (4.16)

(4.15) i (4.16) pokazyva¸t, qto funkcii u_{r,1} ravnomerno ograniqeny na U . Krome togo, u_{r,1}(1) → 0 pri r → 1.

Analogiqno, neravenstvo

|u_{r,1}(ζ_1) − u_{r,1}(ζ_2)|^2 6 2π∫ 0 |g_r(e^{iθ}, ζ_1) − g_r(e^{iθ}, ζ_2)|^2 dθ

legko vleqet ravnostepennu¸ nepreryvnost~ semeæstva funkciæ

u_{r,1}, 0 < r < 1.

PrimenØØ teoremu Arcela, moßem vybrat~ podposledovatel~- nost~ u_{rn,1}, r_n → 1, shodØwu¸sØ k nekotoroæ funkcii v > 0, nepreryvnoæ na Ū , garmoniqeskoæ v R_G(1) i takoæ, qto v ≡ 0 na

[0, 1]. PerehodØ k predelu v (4.12) i ispol~zuØ (4.14), (4.15), po-

luqaem v(ζ) = a 2π∫ 0 R_1(e^{iθ}, ζ)v(e^{iθ} ) dθ. �to ravenstvo pokazyvaet, qto v ØvlØetsØ sobstvennoæ funkcieæ smexannoæ zadaqi Steklova v R_G(1), sootvetstvu¸weæ sobstvennomu znaqeni¸ a. Takim obrazom, predpoloßenie a < 1/2 protivoreqit tomu faktu, qto 1/2 ØvlØetsØ pervym sobstvennym znaqeniem rassmatrivaemoæ zadaqi.

ZADAQA STEKLOVA O SOBSTVENNYH ZNAQENI˚H 67 (b) Primenim metod konformnoæ transplantacii Polia i Xiffera [14]. Pust~ u(re^{iθ}) – pervaØ sobstvennaØ funkciØ, sootvetstvu¸waØ znaqeni¸ μ_1(t_0). Togda funkciØ U (r, θ) = u(r^{k(t)}e^{iθ}) pri k(t) = log t_0/ log t dopustima dlØ variacionnogo opredeleniØ

μ_1(t). Sledovatel~no,

μ_1(t) 6 ∫∫ R_G(t) [ U^2_r +^1_{r2} U^2_θ ] r drdθ ∫_{2π} 0 U^2(1, θ) dθ = ∫∫ R_G(t) [ k^2(t)r^{2(k(t)−1)}u^2_1(r^{k(t)}e^{iθ}) +^1_{r2} u^2(r^{k(t)}e^{iθ}) ] r drdθ ∫_{2π} 0 u^2(e^{iθ}) dθ , (4.17)

gde qerez u_1 i u_2 oboznaqeny proizvodnye ot u otnositel~no |z| i arg z, sootvetstvenno. VypolnØØ zamenu peremennoæ integrirovaniØ, iz (4.17) legko poluqaem

μ_1(t) log(1/t) 6 A(log t)^2 + B, (4.18) gde A = ∫ ∫ R_G(t0) u^2(re^{iθ})r^{−1} drdθ / log(1/t_0) 2π∫ 0 u^2(e^{iθ}) dθ ,

B = log(1/t_0) ∫ ∫ R_G(t0) u^2_1(re^{iθ})r drdθ /_{2π}∫ 0 u^2(e^{iθ}) dθ. Tak kak pri t = t_0 (4.18) vypolnØetsØ so znakom ravenstva, to (4.18) vleqet vognutost~ funkcii μ_1(t) log t otnositel~no log^2 t. (4.18) pokazyvaet takße, qto prØmaØ η = Aτ +B ØvlØetsØ opornoæ prØmoæ funkcii √ τ μ_1(e^{√τ} ) v sootvetstvu¸weæ toqke.

(c) FunkciØ w = (z + √ r)/(1+z √ r) otobraßaet R^{(2)}_G (r) konformno i odnolistno na oblast~ R_G(2 √ r/(1 + r)). Tak kak

(1 − √ r)/(1 + √ r) 6 |w^′(e^{iθ})| 6 (1 +^√r)/(1 −^√r),

to trebuemoe neravenstvo legko sleduet iz svoæstva monotonnosti μ_1 kak funkcii plotnosti. �

68 B. DITTMAR, A. ı. SOLYNIN

5. Nißnie ocenki dlØ pervogo sobstvennogo znaqeniØ

Kak bylo otmeqeno vo vvedenii, ne suwestvuet netrivial~nyh nißnih ocenok μ_1, vyraßennyh tol~ko v terminah polnoæ massy M i modulØ mod D kol~ca D. Sootvetstvu¸wiæ kontrprimer moßet byt~ postroen s ispol~zovaniem plotnosti ρ_{δ,M} (e^{iθ}) = { δ, esli |θ − π| < M/(2δ), 0 v protivnom sluqae,

(5.1)

gde δ > 0, ime¸weæ obwu¸ massu M .

Pri zadannyh s, t, 0 < s < t < 1, pust~ R(s, t) = A(s, 1) \ [t, 1]. Pust~ funkciØ z = f_{s,t}(ζ) otobraßaet R(s, t) konformno i odnolistno na podhodØwee kol~co A(τ, 1) tak, qto f_{s,t}(−1) = −1. Togda dlØ l¸byh 0 < φ < π i 0 < τ < 1 naædutsØ parametry s i t takie, qto obratnaØ funkciØ f^{−1}_{s,t} (z) otobraßaet A(τ, 1) na R(s, t) i

f_{s,t}(e^{±iφ}) = 1 ± i0 (v smysle graniqnogo sootvetstviØ). Oqevidno,

qto pri fiksirovannom τ

s → 0, t → 0, kogda φ → π. (5.2)

Pust~ u_1(z) – pervaØ sobstvennaØ funkciØ smexannoæ zadaqi Steklova v A(τ, 1) dlØ plotnosti ρ_{δ,M} (e^{iθ}), opredelennoæ v (5.1), i pust~ φ = π − (M/2δ). Pust~ parametry s i t vybrany takim obrazom, qto f_{s,t} otobraßaet R(s, t) na A(τ, 1) tak, qto

f_{s,t}(1±i0) = e^{±iφ}. Togda v = u_1(f_{s,t}(ζ)) – pervaØ sobstvennaØ funk-

ciØ sootvetstvu¸weæ zadaqi Steklova v R(s, t) dlØ sootvetstvu- ¸weæ plotnosti ρ_1, raspredelennoæ na T ∪ [t, 1), s obweæ massoæ M i takoæ, qto ρ_1 ≡ 0 na (t, 1). Poslednee pokazyvaet, qto^∂_{∂n} v ≡ 0 na (t, 1). Sledovatel~no, funkciØ v, kotoraØ simmetriqna otnositel~no vewestvennoæ osi, moßet byt~ prodolßena do funkcii, garmoniqeskoæ v A(s, 1). FunkciØ, prodolßennaØ takim obrazom, budet ØvlØt~sØ pervoæ sobstvennoæ funkcieæ smexannoæ zadaqi Steklova v oblasti A(s, 1) dlØ plotnosti ρ_2 ≡ ρ_1 |T s obweæ massoæ M > 0 na T. Iz neravenstva Herxa–Pffæna i (5.2) sleduet sootnoxenie

μ_1 6 (M mod A(s, 1))^{−1} → 0 pri φ → π,

dokazyva¸wee, qto netrivial~naØ nißnØØ ocenka dlØ μ_1 ne moßet vyraßat~sØ tol~ko v ukazannyh vyxe terminah.

Naxa sledu¸waØ teorema daet nißn¸¸ ocenku μ_1, vyraßennu¸ v terminah modulØ i funkcii raspredeleniØ dlØ plotnosti.

ZADAQA STEKLOVA O SOBSTVENNYH ZNAQENI˚H 69

Teorema 3. Pust~ D, 0 ∉ D, – kol~cevaØ oblast~ s graniqny-

mi komponentami T i C ⊂ U . Pust~ μ_1(D, ρ) oboznaqaet pervoe sobstvennoe znaqenie smexannoæ zadaqi Steklova dlØ plotnosti ρ = ρ(e^{iθ}), raspredelennoæ na T. Esli mod D = m_G(r) i plotnost~ ρ maßoriruetsØ na T plotnost~¸ ρ_G, kotoraØ krugosimmetriqna otnositel~no R_−, to

μ_1(D, ρ) > μ_1(R_G(r), ρ_G). (5.3)

Ravenstvo dostigaetsØ v (5.3) togda i tol~ko togda, kogda para {D, ρ} sovpadaet s paroæ {R_G(r), ρ_G} s toqnost~¸ do vraweniØ vokrug naqala.

Dokazatel~stvo. Pust~ ζ = f(z) i ζ = F (z) – funkcii, otobra-

ßa¸wie sootvetstvenno D i R_G(r) konformno i odnolistno na kol~co A(τ, 1), tak qto f(1) = 1 i F (1) = 1. PeresaßivaØ rassmatrivaemye zadaqi Steklova v kol~co A(τ, 1), poluqim novye zadaqi Steklova, kotorym sootvetstvu¸t plotnosti

ρ_f (e^{iφ}) = ρ(e^{iθ})|f^′(e^{iθ})|^{−1} i ρ_F (e^{iφ}) = ρ_G(e^{iθ})|F^′(e^{iθ})|^{−1},

gde e^{iφ} = f(e^{iθ} ) v pervom sluqae i e^{iφ} = F (e^{iθ}) vo vtorom sluqae. FunkciØ |F^′(e^{iθ})|^{−1} krugosimmetriqna otnositel~no R_−. Znaqit,

ρ_F takße krugosimmetriqna otnositel~no R_−.

Pokaßem, qto ρ_f maßoriruetsØ plotnost~¸ ρ_F na T. Pust~ E – izmerimoe podmnoßestvo T s meroæ meas E = 2ψ, 0 < ψ < π, i pust~ E(γ) oboznaqaet dugu {e^{iθ} : |θ − π| < γ}.

Togda ∫ E ρ_f (e^{iθ}) dθ = ∫ E ρ(e^{iφ})|f^′(e^{iφ})|^{−1} dθ = ∫ f^−1 (E)

ρ(e^{iφ}) dφ (5.4) i ∫ E(ψ) ρ_F (e^{iθ})dθ = ∫ E(ψ) ρ_G(e^{iφ})|F^′(e^{iφ})|^{−1} dθ = ∫ F^−1 (E(ψ))

ρ_G(e^{iφ}) dφ. (5.5)

Pust~ 2α = meas f^{−1}(E) i 2β = meas F^{−1}(E(ψ)). Po teoreme iskaßeniØ graniqnyh mnoßestv iz raboty [17],

β > α (5.6)

so znakom ravenstva tol~ko v sluqae sovpadeniØ s toqnost~¸ do vraweniØ vokrug naqala par {D, f^{−1}(E)} i {R_G(r), F^{−1}(E(ψ))}.

70 B. DITTMAR, A. ı. SOLYNIN

Tak kak ρ i ρ_G neotricatel~ny i ρ maßoriruetsØ ρ_G na T, ispol~zuØ (5.6), poluqaem ∫ E(β) ρ_G(e^{iθ}) dθ > ∫ E(α) ρ_G(e^{iθ}) dθ > ∫ f^−1 (E) ρ(e^{iθ}) dθ. (5.7) Bolee togo, esli ρ_G ≢ 0 na T \ {−1} i esli D ne ØvlØetsØ vraweniem R_G(r), to v pervom iz sootnoxeniæ (5.7) imeem strogoe neravenstvo dlØ vseh E s dostatoqno maloæ poloßitel~noæ meroæ.

Iz (5.4)–(5.7) s uqetom (3.1) i (3.2) poluqaem

ρ_f ≺ ρ_F na T. (5.8)

Tak kak sobstvennye znaqeniØ invariantny pri konformnyh otobraßeniØh, a ρ_F krugosimmetriqny otnositel~no R_−, to iz (5.8) i teoremy 1 vytekaet (5.3).

Esli μ_1(D, ρ) = μ_1(R_G(r), ρ_G) dlØ nekotoryh D, ρ i ρ_G, udovletvorØ¸wih predpoloßeniØm teoremy, to my dolßny imet~

μ_1(A(τ, 1), ρ_f ) = μ_1(A(τ, 1), ρ_F ). Sledovatel~no, po utverßdeni¸ o

sluqaØh ravenstva v teoreme 1

ρ_f (e^{iθ}) = ρ_F (e^{i(θ0 +θ)}) dlØ vseh θ ∈ R (5.9)

pri nekotorom θ_0 ∈ R.

Iz (5.9) i zameqaniØ o sluqaØh ravenstva v (5.7) vytekaet, qto D = e^{iα}R_G(r) pri nekotorom α ∈ R. Ots¸da legko sleduet utverßdenie teoremy o sluqaØh ravenstva v (5.3). �

Plotnost~ ρ > 0 na T s obweæ massoæ M i maksimal~nym znaqeniem ρ_{max} :

0 < ρ_{max} = max_06_θ6_{2π} ρ(e^{iθ}) < ∞

maßoriruetsØ na T funkcieæ ρ_{τ,M} (e^{iθ}), opredelennoæ v (5.1) s

τ = ρ_{max} . Sledovatel~no, iz teoremy 3 vytekaet

Sledstvie 3. Pust~ D i ρ opredeleny v teoreme 3. Esli ρ imeet

obwu¸ massu M i maksimal~noe znaqenie ρ_{max} = τ , 0 < τ < ∞, to

μ_1(D, ρ) > μ_1(R_G(r), ρ_{τ,M} ). (5.10)

ZADAQA STEKLOVA O SOBSTVENNYH ZNAQENI˚H 71

Ravenstvo v (5.10) imeet mesto togda i tol~ko togda, kogda para {D, ρ} sovpadaet s paroæ {R_G(r), ρ_{τ,M} } s toqnost~¸ do vraweniØ vokrug naqala.

DlØ postoØnnoæ plotnosti ρ ≡ 1 na T imeem

Sledstvie 4. Esli oblast~ D, opredelennaØ vyxe, ne ØvlØetsØ

vraweniem R_G(r), to

μ_1(D, 1) > μ_1(R_G(r), 1).

Ispol~zuØ ocenki (4.3), legko poluqit~ bolee grubye, zato Øvnye ocenki μ_1(D, ρ). DlØ fftogo nußno ispol~zovat~ konformnoe otobraßenie z = f(ζ) kol~ca A(τ, 1) na oblast~ D, dlØ togo qtoby peresadit~ rassmatrivaemye zadaqi v A(τ, 1). Soglasno (4.3) peresaßennaØ plotnost~ ρ_ζ = ρ(f(ζ))|f^′ (ζ)| udovletvorØet neravenstvam

2π^{−1}ρ_{min} (1 − r)K(r) 6 ρ_ζ 6 2π^{−1}ρ_{max}(1 + r)K(r),

gde r opredelØetsØ iz uravneniØ τ = exp{−(πK^′(r))/(2K(r))}. Tak kak μ_1 monotonno otnositel~no plotnosti i μ_1(A(τ, 1), 1) =

1/ log(1/τ ), poslednie sootnoxeniØ privodØt k sledu¸wemu ut-

verßdeni¸.

Teorema 4. Esli mod D = mG(r), to ( ρ_{max} (1 + r)K^′(1/r))^{−1} < μ_1(D, ρ) < ( ρ_{min} (1 − r)K^′(1/r))^{−1} . (5.11)

Ocenki (5.11) ne ØvlØ¸tsØ toqnymi, odnako dlØ postoØnnoæ plotnosti otnoxenie ukazannyh v (5.11) granic stremitsØ k 1 pri r → 0.

6. Izoperimetriqeskoe neravenstvo dlØ mnogougol~nikov

Pust~ D – oblast~ v C. Qislo r_a(D) = sup_{r>0}{r : T_r(a) ⊂ D}, gde T_r(a) = {z : |z − a| = r}, budem nazyvat~ vpisannym radiusom D otnositel~no a. Pust~ D_n – kol~cevaØ oblast~ v C s graniqnymi kontinuumami T i C_n, gde C_n sostoit iz n > 1 prØmolineænyh graniqnyh otrezkov (koneqnyh ili net). Taku¸ kol~cevu¸ oblast~ budem nazyvat~ poligonal~noæ. Pri fiksirovannyh n ∈ N i r > 1 rassmotrim zadaqu o maksimal~nom znaqenii veliqiny μ_1(D_n, 1) sredi vseh poligonal~nyh oblasteæ D_n, ime- ¸wih zadannyæ vpisannyæ radius r_0(D_n) = r. Zdes~ μ_1(D_n, 1)

72 B. DITTMAR, A. ı. SOLYNIN sootvetstvuet smexannoæ zadaqe Steklova v D_n dlØ plotnosti

ρ ≡ 1, opredelennoæ na T. Pravil~noe kol~co D_n(r), t.e. kol~-

cevaØ oblast~, ograniqennaØ T i C_n(r) ∋ r, gde C_1(r) est~ liniØ

{z : Re z = r}, C_2(r) = {z : | Re z| = r} – ob¨edinenie dvuh liniæ

i C_n(r), n = 3, 4, . . . – granica pravil~nogo n-ugol~nika, opisannogo vokrug T_r, predstavlØetsØ naibolee podhodØwim na rol~ ffkstremal~noæ oblasti rassmatrivaemoæ zadaqi.

Teorema 5. Pust~ m 6 n, m, n ∈ N, i r > 1 fiksirovany. Pust~

D_m – poligonal~naØ kol~cevaØ oblast~, opredelennaØ vyxe. Esli r_0(D_m) = r i D_m ne ØvlØetsØ vraweniem D_n(r), to

μ_1(D_m, 1) < μ_1(D_n(r), 1). (6.1)

V protivopoloßnost~ simmetrizacionnym rezul~tatam v paragrafah 3 i 5, (6.1) daet toqnu¸ verhn¸¸ ocenku pervogo sobstvennogo znaqeniØ sootvetstvu¸weæ smexannoæ zadaqi Steklova. DlØ dokazatel~stva (6.1) my primenim geometriqeskoe preobrazovanie, nazyvaemoe dissimmetrizacieæ, kotoroe v opredelennom smysle protivopoloßno simmetrizacii. Pervoe takoe preobrazovanie bylo vvedeno V. N. Dubininym [5]; opredeleniØ sm. takße v [6, 18].

Preßde qem dokazyvat~ teoremu 5, privedem neobhodimye rezul~taty iz [18]. Pust~ Γ_n – gruppa preobrazovaniæ C̄, poroßdennaØ preobrazovaniØmi simmetrii otnositel~no prØmyh l^∗_k = {z = te^{iπ(k−1)/n}, −∞ < t < +∞}, k = 1, . . . , 2n. Oqevidno, γ(D_n(r)) = D_n(r) pri vseh γ ∈ Γ_n.

Iz postroeniØ, privedennogo v dokazatel~stve teoremy 1 [18], sleduet, qto dlØ kaßdogo poligonal~nogo kol~ca D_m, takogo qto

r_0(D_m) = r, suwestvuet dissimmetrizaciØ λ(z) oblasti D_n(r)

na poligonal~noe kol~co D̃, ograniqennoe T i C̃, i takoe, qto

D̃ ⊂ D_m i D̃ ≠ D_m, esli D_m ne ØvlØetsØ vraweniem D_n(r). Krome

togo, λ(z) konstruiruetsØ v [18] takim obrazom, qto esli funkciØ v : D_n(r) → R nepreryvna na D_n(r), lipxiceva v D_n(r) i avtomorfna otnositel~no gruppy Γ_n, t.e. v(γ(z)) ≡ v(z) dlØ kaßdogo γ ∈ Γ_n, to funkciØ V (z) = v(λ^{−1} (z)) opredelena korrektno na D̃ i udovletvorØet sledu¸wim usloviØm:

(1) V nepreryvna na D̃ i lipxiceva v D̃; (2) V ≡ 0 na C̃, esli v ≡ 0 na C_n(r);

(3) pri kaßdom fiksirovannom ρ, 1 6 ρ 6 r, funkciØ V (ρe^{iθ} ) ØvlØetsØ ravnoizmerimoæ perestanovkoæ funkcii v(ρe^{iθ} ) na T_ρ;

ZADAQA STEKLOVA O SOBSTVENNYH ZNAQENI˚H 73 (4) ∫∫_~ D |∇V |^2 dxdy = ∫∫ D_n (r) |∇v| 2 dxdy. Dokazatel~stvo teoremy 5. Pust~ u(z) – pervaØ sobstvennaØ

funkciØ smexannoæ zadaqi Steklova v D_n(r). Togda dlØ kaßdogo γ ∈ Γ_n funkciØ u(γ(z)) takße ØvlØetsØ sobstvennoæ funkcieæ fftoæ zadaqi, sootvetstvu¸weæ tomu ße sobstvennomu znaqeni¸

μ_1(D_n(r), 1). Tak kak pervaØ sobstvennaØ funkciØ edinstvenna, to u(γ(z)) ≡ u(z). Takim obrazom u avtomorfna otnositel~no grup-

py Γ_n.

Pust~ λ(z) – dissimmetrizaciØ oblasti D_n(r) na kol~cevu¸ oblast~ D̃ ⊂ D_m, opisannaØ vyxe, i pust~ V (z) = u(λ^{−1}(z)). Soglasno (1) i (2) funkciØ V (z) dopustima v smysle variacionnogo opredeleniØ pervogo sobstvennogo znaqeniØ oblasti D̃. Sledovatel~no, ispol~zuØ (3) i (4), my poluqim

μ_1(D_n(r), 1) = ∫∫ D_n (r) |∇u| 2 dxdy ∫_π −π u^2(e^{iθ}) dθ = ∫∫_~ D |∇V |^2 dxdy ∫_π −π V^2(e^{iθ}) dθ >

> μ1(^~D, 1) > μ1(Dm, 1).

Strogoe neravenstvo v poslednem iz fftih sootnoxeniæ sleduet iz svoæstva strogoæ monotonnosti μ_1 kak funkcii oblasti. �

Sledstvie 5. Pust~ μ^{(1)}(r), μ^{(2)}(r) i μ^{(k)}(r), k = 3, 4, . . . oboznaqa-

¸t pervye sobstvennye znaqeniØ, sootvetstvu¸wie pravil~nym konfiguraciØm D_1(r), D_2(r), D_k(r). Togda

μ^{(1)}(r) < μ^{(2)}(r) < μ^{(3)}(r) < . . . < μ^{(k)}(r) < μ^{(k+1)}(r) < . . . .

Pervoe iz fftih neravenstv trivial~no, ostal~nye netrivial~ny i, naskol~ko nam izvestno, poluqeny vpervye. My ne znaem drugogo metoda, krome dissimmetrizacii, pozvolØ¸wego dokazat~, naprimer, vtoroe iz fftih neravenstv.

7. Suwestvovanie zamknutoæ nodal~noæ linii

Budem govorit~, qto sobstvennaØ funkciØ u klassiqeskoæ zadaqi Steklova o sobstvennyh znaqeniØh v kol~cevoæ oblasti Ω dlØ plotnosti ρ, raspredelennoæ na ∂Ω = C_1 ∪ C_2, imeet zamknutu¸ nodal~nu¸ lini¸ L ⊂ Ω, esli Ω \ L sostoit iz dvuh kol~cevyh oblasteæ Ω_1 i Ω_2, ∂Ω_k = C_k ∪ L, k = 1, 2, takih qto

74 B. DITTMAR, A. ı. SOLYNIN

u^{(1)} = u|_{Ω1} > 0 v Ω_1 i u^{(2)} = u|_{Ω2} < 0 v Ω_2. PonØtno, qto u^{(k)} ØvlØ-

etsØ pervoæ sobstvennoæ funkcieæ smexannoæ zadaqi Steklova v oblasti Ω_k dlØ plotnosti ρ_k = ρ|_{Ck} . V kaqestve primera otmetim, qto zadaqa Steklova v kol~ce A(r_1, r_2) imeet sobstvennu¸ funkci¸ s zamknutoæ nodal~noæ linieæ dlØ l¸boæ plotnosti ρ, postoØnnoæ na okrußnostØh T_{r1} i T_{r2} .

V fftom paragrafe my pokaßem, qto, znaØ rexenie nekotoroæ ffkstremal~noæ zadaqi dlØ dvuh smexannyh zadaq Steklova, moßno naæti (pri podhodØwih usloviØh) sobstvennu¸ funkci¸ ishodnoæ zadaqi Steklova, kotoraØ imeet zamknutu¸ nodal~nu¸ lini¸.

Sformuliruem upomØnutu¸ ffkstremal~nu¸ problemu. Pust~ Ω – kol~cevaØ oblast~ s gladkoæ graniceæ ∂Ω = C_1 ∪ C_2 i pust~

ρ_k – plotnost~ na C_k, k = 1, 2. Rassmotrim zadaqu o nahoßdenii

minimaksa

inf max{μ_1(Ω_1, ρ_1), μ_1(Ω_2, ρ_2)}, (7.1)

v semeæstve vseh par nenalega¸wih kol~cevyh oblasteæ Ω_1 i Ω_2, leßawih v Ω i takih, qto Ω_k imeet krivu¸ C_k na svoeæ granice.

Teorema 6. Esli suwestvuet para kol~cevyh oblasteæ Ω^0_1 i Ω^0_2,

realizu¸waØ infimum v (7.1), to zadaqa Steklova v Ω dlØ plotnosti ρ imeet sobstvennu¸ funkci¸ s zamknutoæ nodal~noæ linieæ.

Dokazatel~stvo. Tak kak μ1 monotonna otnositel~no oblasti,

ffkstremal~nye kol~cevye oblasti dolßny imet~ ravnye pervye sobstvennye znaqeniØ:

μ_1(Ω^0_1, ρ_1) = μ_1(Ω^0_2, ρ_2). (7.2)

Pust~ u_{1,k} – pervaØ sobstvennaØ funkciØ smexannoæ zadaqi Steklova v Ω_k. Rassmotrim funkci¸ u_0 v Ω̄, opredelennu¸ sootnoxeniØmi u_0|¯_{Ωk} = u_{1,k}. Bez ograniqeniØ obwnosti moßem sqitat~, qto ∫ C1∪C2 u_0ρds = 0. (7.3)

Esli funkciØ u_0 – garmoniqeskaØ v Ω, to ona ØvlØetsØ iskomoæ sobstvennoæ funkcieæ. Predpoloßim, qto u_0 ne ØvlØetsØ garmoniqeskoæ. DlØ dostatoqno malogo ε_0 > 0 linii urovnØ C_{±ε0} = {z : u_0(z) = ±ε_0} ØvlØ¸tsØ zamknutymi analitiqeskimi krivymi ȷordana, ograniqiva¸wimi kol~cevu¸ oblast~

Ω_{ε0} ⊃ L, gde L = Ω \ (Ω^0_1 ∪ Ω^0_2).

ZADAQA STEKLOVA O SOBSTVENNYH ZNAQENI˚H 75 Pust~ v – garmoniqeskaØ v Ω_{ε0} funkciØ, sovpada¸waØ s u_0 na

∂Ω_{ε0} . Otmetim, qto v ≢ u_0, tak kak u_0 ne ØvlØetsØ garmoniqeskoæ

v Ω_{ε0} . Togda kaßdoe mnoßestvo urovnØ C^′_ε = {z : v(z) = ε}, |ε| < ε_0, ØvlØetsØ zamknutoæ analitiqeskoæ krivoæ ȷordana, razdelØ¸- weæ krivye C_{−ε0} i C_{ε0} . Iz monotonnosti μ_1 otnositel~no oblasti i ravenstva (7.2) sleduet suwestvovanie ε_1, |ε_1| < ε_0, takogo qto C^′_{ε1} razbivaet Ω na dve kol~cevye oblasti Ω^′_1 i Ω^′_2, udovletvorØ¸wie uslovi¸

μ_1(Ω^′_1, ρ_1) = μ_1(Ω^′_2, ρ_2). (7.4)

Rassmotrim funkci¸ h(z) = { u_0 na Ω \ Ω_{ε0} ,

v na Ω_{ε0} ,

kotoraØ nepreryvna na Ω̄ i lipxiceva v Ω. FunkciØ h_k(z) = h(z)−

ε_1|_Ω′_k dopustima v smysle variacionnogo opredeleniØ μ_1(Ω^′_k, ρ_k).

Sledovatel~no,

μ_1(Ω^′_k, ρ_k) ∫ C_k (u_0 − ε_1)^2ρds 6 ∫ ∫ Ω′k |∇h|^2 dxdy, k = 1, 2. Poslednee vmeste s (7.2)–(7.4) vleqet

μ_1(Ω^′_1, ρ_1) ( ∫ C1 u^2_{1,1}ρ_1ds + ∫ C2 u^2_{1,2}ρ_2ds + ε^2_1 ∫ ∂Ω ρds )

6^{∫ ∫}

Ω |∇h|^2 dxdy = ∫ ∫ Ω\Ω_ε0 |∇u_0|^2 dxdy + ∫ ∫ Ωε0 |∇v|^2 dxdy < ∫ ∫ Ω\Ω_ε0 |∇u_0|^2 dxdy + ∫ ∫ Ωε0 |∇u_0|^2 dxdy = ∫ ∫ Ω01 |∇u_{1,1}|^2 dxdy + ∫ ∫ Ω02 |∇u_{1,2}|^2 dxdy =

μ_1(Ω^0_1, ρ_1) ( ∫ C1 u^2_{1,1}ρ_1ds + ∫ C2 u^2_{1,2}ρ_2ds ) .

76 B. DITTMAR, A. ı. SOLYNIN Strogoe neravenstvo v fftoæ cepoqke sleduet iz principa Dirihle, tak kak u_0 ne ØvlØetsØ garmoniqeskoæ v Ω_{ε0} soglasno naxemu predpoloßeni¸.

Poluqennye sootnoxeniØ pokazyva¸t, qto μ_1(Ω^′_k, ρ_k) <

μ_1(Ω^0_k, ρ_k). Poslednee protivoreqit predpoloßeni¸ ob ffkstre-

mal~nosti pary Ω^0_1, Ω^0_2 v zadaqe (7.1). Dokazatel~stvo zaverxe-

no. � Sledstvie 6. Rassmotrim zadaqu Steklova v kol~cevoæ oblasti

Ω dlØ plotnosti ρ na ∂Ω = C_1 ∪ C_2. Predpoloßim, qto suwestvuet para kol~cevyh oblasteæ Ω_1, Ω_2, realizu¸waØ minimum v (7.1). Pust~ λ_0 – sootvetstvu¸wee fftim oblastØm sobstvennoe znaqenie. Togda

λ_0 mod(Ω) 6 1 ∫ C1 ρ ds + 1 ∫ C2 ρ ds . (7.5)

Esli rassmatrivaemaØ zadaqa Steklova konformno ffkvivalentna zadaqe v krugovom kol~ce dlØ postoØnnoæ plotnosti, to (7.5) vypolnØetsØ so znakom ravenstva.

DlØ dokazatel~stva (7.5) nußno primenit~ (1.6) dlØ kol~cevyh podoblasteæ Ω_1, Ω_2 ⊂ Ω, C_k ⊂ ∂Ω_k, takih qto mod(Ω_1) +

mod(Ω_2) = mod(Ω) i μ_1(Ω_1, ρ) = μ_1(Ω_2, ρ), a zatem ispol~zovat~

svoæstvo minimal~nosti znaqeniØ λ_0.

Zameqanie. Neravenstvo (7.5) s λ0 = μ2 dokazano v [12], gde pri-

vedena takße harakterizaciØ modulØ kol~cevoæ oblasti, svØzannaØ s rexeniem zadaqi Steklova. Iz naxih rezul~tatov vytekaet analogiqnaØ harakterizaciØ modulØ:

max_ρ λ_0 ( 1 ∫ C1 ρ ds + 1 ∫ C2 ρ ds )_{−1} = 1 mod(Ω) . Ispol~zuØ teoremu 6, ukaßem Øvnoe uslovie, dostatoqnoe dlØ suwestvovaniØ sobstvennoæ funkcii, ime¸weæ zamknutu¸ nodal~nu¸ lini¸.

Teorema 7. Pust~ ρ1 > 0, ρ2 > 0 – plotnosti na okrußnostØh

T_R i T_{1/R}, R > 1, ime¸wie obwie massy M_1 = ∫ TR^{ρ1 ds},^{M2 =} ∫ T1/R^{ρ2 ds},^{M = M1 + M2}.

ZADAQA STEKLOVA O SOBSTVENNYH ZNAQENI˚H 77 Pust~ ρ^{(1)}m = max ρ_1(z) pri z ∈ T_R, ρ^{(2)}m = max ρ_2 (z) pri z ∈ T_{1/R}, ρ^{(k)}_m < ∞, k = 1, 2. Esli mod(A(1/R, R)) > 2M M_1M_2 min{ρ^{(1)}_m R, ρ^{(2)}_m /R}, (7.6)

to zadaqa Steklova v A(1/R, R) dlØ plotnosteæ ρ_1, ρ_2 imeet sobstvennu¸ funkci¸ s zamknutoæ nodal~noæ linieæ.

Dokazatel~stvo. Rassmotrim ffkstremal~nu¸ problemu (7.1),

sootvetstvu¸wu¸ rassmatrivaemoæ zadaqe Steklova. Pust~

{Ω^{(n)}_1 , Ω^{(n)}_2 }^∞_{n=1} – minimiziru¸waØ posledovatel~nost~ par obla-

steæ dannoæ zadaqi. VybiraØ, esli neobhodimo, podposledovatel~nost~, moßem predpolagat~, qto vypolnØetsØ odno iz sledu- ¸wih usloviæ:

(1) Posledovatel~nosti Ω^{(n)}_1 i Ω^{(n)}_2 shodØtsØ k Ødram Ω_1 i Ω_2, kotorye ØvlØ¸tsØ nevyroßdennymi kol~cevymi oblastØmi.

(2) mod(Ω^{(n)}_1 ) → 0 ili mod (Ω^{(n)}_2 ) → 0. V pervom sluqae iz lemmy 1 poluqaem:

μ_1(Ω_k, ρ_k) = lim_{n→∞} μ_1(Ω^{(n)}_k , ρ_k), k = 1, 2.

Sledovatel~no, para {Ω_1, Ω_2} realizuet minimum v rassmatrivaemoæ ffkstremal~noæ zadaqe (7.1). V silu teoremy 6 poslednee vleqet suwestvovanie ßelaemoæ sobstvennoæ funkcii.

Rassmotrim vtoroæ sluqaæ. Pust~ mod(Ω^{(n)}_1 ) → 0 pri n → ∞. PrimenØØ otobraßenie z → z/R i ispol~zuØ teoremu 3 i lemmu 3a, poluqim sledu¸wie sootnoxeniØ:

μ_1(Ω^{(n)}_1 , ρ_1) > μ_1(R_G(r^{(n)}_1 ), 1)(ρ^{(1)}_m R)^{−1} → (2ρ^{(1)}_m R)^{−1}, (7.7)

pri n → ∞, gde r^{(n)}_1 opredelØetsØ iz uravneniØ mod(R_G(r^{(n)}_1 )) =

mod(Ω^{(n)}_1 ).

Analogiqno, esli mod (Ω^{(n)}_2 ) → 0 pri n → ∞, imeem

μ_1(Ω^{(n)}_2 , ρ_2) > μ_1(R_G(r^{(n)}_2 ), 1)(R/ρ^{(2)}_m ) → (R/2ρ^{(2)}_m ). (7.8)

Vyberem R_0, takoe qto

log R_0 =

M_1 − M_2 M log R.

78 B. DITTMAR, A. ı. SOLYNIN Togda 1/R < R_0 < R. V silu neravenstva Herxa–Pffæna (1.6), 1 M_1mod (A(R_0, R)) = M M_1M_2mod(A(1/R, R)) >

max{μ_1(A(R_0, R), ρ_1), μ_1(A(1/R, R_0), ρ_2)}. (7.9)

Tak kak para kolec A(1/R, R_0), A(r_0, R) dopustima dlØ rassmatrivaemoæ ffkstremal~noæ zadaqi, (7.9) vmeste s (7.7) i (7.8) vleqet neravenstvo

mod(A(1/R, R)) 6 2M (M_1M_2)^{−1} min{ρ^{(1)}_m R, ρ^{(2)}_m /R}.

Itak, v sluqae (2) poluqili protivoreqie s usloviem (7.6). Dokazatel~stvo zaverxeno. �

Literatura

1. A. Baernstein II, Integral means, univalent functions and circular symmetrization. Acta Math., 133 (1974), 139–169.

2. C. Bandle, Isoperimetric Inequalities and Applications. Pitman Publ., London 1980.

3. B. Dittmar, Stekloffsche Eigenwerte und konforme Abbildungen. Z. f. Anal. und Anwend., 7(2) (1988), 149–163.

4. B. Dittmar, Ein Stekloffsches Eigenwertproblem in Ringgebieten. Mitt. Math.

Sem. Giessen, 228 (1996), 1–7.

5. V. N. Dubinin, Ob izmenenii garmoniqeskoæ mery pri simmetrizacii.

Mat. Sb., 124 (1984), 272–279.

6. V. N. Dubinin, SimmetrizaciØ v geometriqeskoæ teorii funkciæ kompleksnogo peremennogo. Uspehi mat. nauk, 49, No. 1 (1994), 3–76.

7. P. Duren, M. Schiffer, A variational method for functions schlicht in an annulus.

Arch. Rat. Mech. Anal., 9 (1962), 260–272.

8. P. Duren, M. Schiffer, Robin function and energy functionals of multiply connected domains. Pacific J. Math., 148 (1991), 251–273.

9. P. Duren, M. Schiffer, Robin function and distortion of capacity under conformal mapping. Complex Variables, 21 (1993), 189–196.

10. G.H Hardy, J.E. Littlewood, G. Pólya, Inequalities. Cambridge, 1959. 11. J. Hersch, L. P. Payne, Extremal principles and isoperimetric inequalities for some mixed problems of Stekloff’s type. Zeitschr. Angew. Math. Phys., 19 (1968), 802–819.

12. J. Hersch, L. P. Payne, and M. M. Schiffer, Some inequalities for Stekloff eigenvalues. Arch. Rat. Mech. Anal., 57 (1974), 99–114.

13. Z. Nehary, Conformal Mapping. McGraw-Hill, 1952.

14. G. Pólya and M. Schiffer, Convexity of functionals by transplantation. J. d’Anal.

Math., 3 (1954), 245–345.

15. G. Pólya and G. Szegö, Isoperimetric Inequalities in Mathematical Physics.

Princeton University Press, 1951.

ZADAQA STEKLOVA O SOBSTVENNYH ZNAQENI˚H 79

16. M.H. Protter, H.F. Weinberger, Maximum Principle in Differential Equations.

Prentice-Hall, Inc., 1984.

17. A. ı. Solynin, Graniqnoe iskaßenie i izmenenie modulØ pri rasxirenii dvusvØznoæ oblasti. Zapiski nauqn. semin. LOMI, 201 (1992), 157–164.

18. A. ı. Solynin, Izometriqeskie neravenstva dlØ mnogougol~nikov i dissimmetrizaciØ. Algebra i analiz, 2 (1992), 210–234.

19. M. W. Stekloff, Sur les problèmes fondamentaux de la physique mathématique.

Ann. Sci. Ecole Norm. Sup., 19 (1902), 455–490.

Dittmar B. and Solynin A. Yu. Mixed Stekloff eigenvalue problem and new extremal properties of the Grötzsch ring.

We study the mixed Stekloff eigenvalue problem in doubly-connected domains. Using circular symmetrization and a distortion theorem on conformal mapping of an annulus, we find a lower bound for the first eigenvalue that is sharp for the Grötzsch ring. We solve also an extremal problem for some polygonal doubly-connected domains and prove some results concerning the existence of a closed nodal line.

Postupilo 3 aprelØ 2000

Martin-Lüther Universität zu Halle-Wittenberg, Fachbereich Mathematik und Informatik Halle, Deutschland E-mail:dittmar@cantor.mathematik.uni-halle.de

Sankt-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN

E-mail:solynin@pdmi.ras.ru