Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 270, 2000 g.

M. T. Karaev

O SIMVOLE BEREZINA

Vvedenie. V stat~e obsußda¸tsØ nekotorye voprosy, svØzannye s simvolami Berezina lineænyh ograniqennyh operatorov, deæstvu¸wih v funkcional~nyh gil~bertovyh prostranstvah.

Funkcional~noe gil~bertovo prostranstvo (f.g.p.) – ffto gil~- bertovo prostranstvo H = H(Q) kompleksnoznaqnyh funkciæ na nekotorom mnoßestve Q takoe, qto dlØ kaßdogo λ ∈ Q funkcional φ_λ(f) = f(λ) nepreryven v H. V silu teoremy Rissa, dlØ kaßdogo λ ∈ Q suwestvuet edinstvennaØ funkciØ k_λ ∈ H takaØ, qto f(λ) = ⟨f, k_λ⟩ dlØ vseh f ∈ H (simvol ⟨ , ⟩ oboznaqaet skalØrnoe proizvedenie v prostranstve H). Semeæstvo {k_λ : λ ∈ Q} nazyva¸t vosproizvodØwim Ødrom prostranstva H. Podrobnee izloßenie teorii f.g.p. i vosproizvodØwih Øder dano v [1, 2].

Simvolom Berezina lineænogo ograniqennogo operatora A, deæstvu¸wego v f.g.p. H, nazyva¸t kompleksnoznaqnu¸ funkci¸ ~A(λ)^{def}= ⟨A^k_λ, ^k_λ⟩, λ ∈ Q, gde ^k_λ^{def}=^{k˘}_{‖k˘‖} – obwiæ qlen normirovannogo vosproizvodØwego Ødra prostranstva H.

�ta funkciØ vpervye vvedena F. A. Berezinym [3, 4]. ˚sno, qto ~A – ograniqennaØ funkciØ na mnoßestve Q, znaqeniØ kotoroæ leßat v qislovoæ oblasti operatora A. Simvol Berezina podrobno izuqen dlØ teplicevyh i gankelevyh operatorov v [5– 9]. F.g.p. H nazyvaetsØ standartnym [10], esli mnoßestvo Q soderßitsØ v nekotorom topologiqeskom prostranstve i imeet nepustu¸ granicu ∂Q, priqem posledovatel~nost~ ^k_{λn} slabo shoditsØ k nul¸ vsØkiæ raz, kogda posledovatel~nost~ λ_n iz Q stremitsØ k toqke iz ∂Q. 80

O SIMVOLE BEREZINA 81

Prostranstva Hardi H^2 = H^2(D) i Bergmana A^2 = A^2(D), sostoØwie iz analitiqeskih v ediniqnom kruge D = {z ∈ C : |z| < 1}

funkciæ f(z) =^∞ ∑ n=0 ^f (n)zn, s normami

‖f‖^2_H2^{def}= Sup_0 6r<1 ∫ T | |f(rξ) | |^2 dm(ξ) =^∞ ∑ n=0 | ^f(n)|^2 < +∞ i, sootvetstvenno,

‖f‖^2_A2^{def}= ∫ D | |f(z) | |^2 dm_2(z) = ∞∑ n=0 | ^f(n)|^2 n + 1 < +∞ (gde dm – normirovannaØ mera Lebega na ediniqnoæ okrußnosti

T = ∂D, dm2 – normirovannaØ ploskaØ mera na D) ØvlØ¸tsØ

standartnymi v fftom smysle.

V standartnyh f.g.p. kompaktnost~ operatora A vleqet ravenstvo lim λ→ξ∈∂Q ~A(λ) = 0. (1)

GovorØt v fftom sluqae, qto simvol Berezina kompaktnogo operatora v standartnom f.g.p. obrawaetsØ v nul~ (t.e. “isqezaet”) na granice. Berger i Koburn v [6] postavili vopros o spravedlivosti obraweniØ utverßdeniØ (1) v prostranstvah Hardi i Bergmana.

V sluqae prostranstva Hardi H^2 Akslerom (sm. ob fftom v [10]), a takße Nordgrinom i Rozentalem [10] byli privedeny primery, pokazyva¸wie, qto ffto obrawenie, voobwe govorØ, nespravedlivo. V §1 my privodim primer v prostranstve Bergmana

A^2, otricatel~no otveqa¸wiæ na vopros Bergera i Koburna. V

§2 simvoly Berezina primenØ¸tsØ dlØ qastiqnogo rexeniØ dvuh zadaq N. K. Nikol~skogo [11] ob invariantnyh podprostranstvah (podrobnee sm. v §2).

§1. Graniqnye znaqeniØ simvolov Berezina i kompaktnost~ operatorov.

Kak bylo otmeqeno vyxe, v standartnyh f.g.p. kompaktnost~ operatora A vleqet ravenstvo lim λ→ξ∈∂Q ~A(λ) = 0.

82 M. T. KARAEV

Zdes~ my privodim primer v prostranstve Bergmana A^2, a takße bolee prostoæ primer v prostranstve Hardi H^2, kotorye pokazyva¸t, qto obrawenie v nul~ simvola Berezina na granice kruga D, voobwe govorØ, ne vleqet kompaktnost~ operatora. Vse ispol~zuemye niße ponØtiØ i fakty o prostranstvah Bergmana i Hardi moßno naæti, naprimer, v [2, 12, 13].

Primer 1.1. Rassmotrim operator odnostoronnego vzvexennogo sdviga T_Λ, T_Λ e_n(z) = λ_n e_{n+1}(z), n ¿ 0, s vesovoæ posledovatel~- nost~¸ Λ = { λ_n } n¿0^= { (−1)^n √ n + 1 n + 2 } n¿0^, v prostranstve Bergmana A^2. Zdes~

e_n(z) = √ n + 1 π z^n, |z| < 1, n ¿ 0, – ortonormirovannyæ bazis v A^2. Togda simvol Berezina ~T_Λ(λ) operatora T_Λ obrawaetsØ v nul~ na granice ∂D kruga D, no T_Λ ne ØvlØetsØ kompaktnym operatorom v prostranstve A^2.

Deæstvitel~no, tak kak |λ_n| → 1 (n → +∞), to T_Λ – nekompaktnyæ operator v A^2. Teper~ pokaßem, qto simvol Berezina ~T_Λ(λ) isqezaet na granice kruga D. Tak kak vosproizvodØwim Ødrom prostranstva A^2 ØvlØetsØ semeæstvo funkciæ

k_λ(z) = 1 π 1 (1 − λz)^2 (λ ∈ D), to poluqaem:

~T_Λ(λ) = ⟨ T_Λ ^k_λ, ^k_λ ⟩ = π(1 − |λ|^2)^2 ⟨ T_Λ ( 1 π ∑ n¿0^{(n + 1)} ) λ^n z^n, k_λ ⟩ =

= √ π(1 − |λ|^2)^2 ⟨ T_Λ ∑ n¿0 √ n + 1 λ^n √ n + 1 π z^n, k_λ ⟩ =

= √ π(1 − |λ|^2)^2 ⟨ ∑ n¿0 √ n + 1 λ^n T_Λ e_n(z), k_λ ⟩ =

= √ π(1 − |λ|^2)^2 ⟨ ∑ n¿0 √ n + 1 λ^n λ_n e_{n+1}(z), k_λ ⟩ =

O SIMVOLE BEREZINA 83 = √ π(1 − |λ|^2)^2 ⟨ ∑ n¿0 √ n + 1 λ^n (−1)^n √ n + 1 n + 2 √ n + 2 π z^{n+1}, k_λ ⟩ =

= (1 − |λ|^2)^2 ⟨ ∑ n¿0^{(−1)}

n(n + 1) λ^n z^{n+1}, k_λ ⟩ =

= λ(1 − |λ|^2)^2 ∑ n¿0^{(−1)} n(n + 1)|λ|^{2n} = λ ( 1 − |λ|^2 1 + |λ|^2

)_2 . Sledovatel~no,

~T_Λ(λ) = λ ( 1 − |λ|^2 1 + |λ|^2

)_2 (λ ∈ D). Ots¸da Øsno, qto lim_{|λ|→1}� ~T_Λ(λ) = 0, qto i trebovalos~ dokazat~.

Sledu¸wiæ primer otnositsØ k prostranstvu Hardi H^2. Primer 1.2. Pust~ θ(z) = exp ( z+1 z−1 ) – singulØrnaØ vnutrennØØ funkciØ, T_θ – sootvetstvu¸wiæ analitiqeskiæ operator Teplica (operator umnoßeniØ na θ) v prostranstve Hardi H^2 i

P_θ = I − T_θT_θ – ortogonal~nyæ proektor na podprostranstvo H^2 ⊖ θH^2. Poloßim N_θ = T_θP_θ (Øsno, qto N^2_θ = 0). Togda simvol

Berezina operatora N_θ isqezaet na granice, no N_θ ne ØvlØetsØ kompaktnym operatorom v H^2.

Deæstvitel~no, horoxo izvestno, qto obwiæ qlen vosproizvodØwego Ødra prostranstva H^2 imeet vid

k_λ(z) = 1 1 − λz . Legko pokazat~, qto dlØ l¸bogo λ ∈ D P_θ ( 1 1 − λz ) = 1 − θ(λ) θ(z) 1 − λz . UqityvaØ ffto, poluqaem: ~N_θ(λ) = ⟨ N_θ ^k_λ, ^k_λ ⟩ = ( 1 − |λ|^2 ) ⟨ T_θ P_θ ( 1 1 − λz ) , k_λ ⟩ = = ( 1 − |λ|^2 ) ⟨ θ(z) 1 − θ(λ) θ(z) 1 − λz , k_λ ⟩ =

84 M. T. KARAEV = ( 1 − |λ|^2 ) θ(λ)(1 − |θ(λ)|^2) 1 − |λ|^2 = θ(λ) ( 1 − |θ(λ)|^2 ) . Itak, ~N_θ(λ) = θ(λ)(1 − |θ(λ)|^2) (λ ∈ D). Prostye vyqisleniØ pokazyva¸t, qto funkciØ θ imeet nekasatel~nyæ predel 0 v toqke ζ = 1, t.e. lim_{λ→1}� θ(λ) = 0, i qto |θ(ζ)| = 1

dlØ vseh ζ ∈ T \ {1}. Pofftomu lim_{|λ|→1}� ~N_θ(λ) = 0, to est~ ~N_θ(λ) is-

qezaet na granice kruga D. Tak kak T_θ – izometriØ v H^2 i P_θ – ortogonal~nyæ proektor na beskoneqnomernoe podprostranstvo

H^2 ⊖ θH^2, to iz ravenstva T_θN_θ = P_θ vidno, qto operator N_θ ne

moßet byt~ kompaktnym v prostranstve Hardi H^2.

Otmetim, qto v rabote Nordgrina i RozentalØ (sm. [10], Sledstvie 2.8) dokazan sledu¸wiæ kriteriæ kompaktnosti v standartnyh f.g.p., kotoryæ budet ispol~zovan v sledu¸wem paragrafe.

Lemma 1.3. Lineænyæ ograniqennyæ operator A v standartnom

f.g.p. H(Q) ØvlØetsØ kompaktnym togda i tol~ko togda, kogda simvoly Berezina vseh operatorov, unitarno ffkvivalentnyh operatoru A, obrawa¸tsØ v nul~ na granice mnoßestva Q.

Poskol~ku operator ØvlØetsØ kompaktnym v tom i tol~ko v tom sluqae, kogda ego suwestvennaØ qislovaØ oblast~ (sm. [14]) sostoit iz edinstvennoæ toqki 0, lemma 1.3 neposredstvenno vytekaet iz sledu¸weæ teoremy.

Teorema 1.4 ([10]). SuwestvennaØ qislovaØ oblast~ operatora

A v standartnom f.g.p. H(Q) sovpadaet s mnoßestvom graniqnyh znaqeniæ simvolov Berezina vseh operatorov, unitarno ffkvivalentnyh operatoru A.

§2. FunkciØ rasstoØniØ, simvol Berezina i invariantnye podprostranstva.

Pust~ Hol (D) – prostranstvo vseh golomorfnyh funkciæ v ediniqnom kruge D i X – banahovo prostranstvo analitiqeskih funkciæ v ediniqnom kruge D, nepreryvno vloßennoe v prostranstvo Hol (D), v kotorom nepreryvny funkcionaly znaqeniØ v toqkah kruga D: φ_λ(f) = f(λ), f ∈ X, (λ ∈ D).

O SIMVOLE BEREZINA 85

DlØ kaßdogo zamknutogo podprostranstva E ⊂ X N. K. Nikol~- skim v [11] opredelena veliqina θ_E (λ)^{def}= ‖φ_λ | E‖, λ ∈ D, nazvannaØ im funkcieæ rasstoØniØ podprostranstva E. V silu teoremy Hana–Banaha spravedlivo ravenstvo

θ_E (λ) = dist ( φ_λ, E^⊥ ) , gde E^⊥ = {φ ∈ X^∗ : φ|E ≡ 0} – annulØtor podprostranstva E. �to opravdyvaet vvedennu¸ terminologi¸.

Pust~ S, gde (Sf)(z) = zf(z) i f ∈ X, – operator umnoßeniØ na nezavisimu¸ peremennu¸ z, nepreryvno deæstvu¸wiæ v prostranstve X. V rabote [11] stavØtsØ sledu¸wie zadaqi:

Zadaqa 1. Oharakterizovat~ z-invariantnye podprostranstva

E ⊂ X v terminah θ_E .

Zadaqa 2. Oharakterizovat~ v terminah θE z-invariantnye podprostranstva E koneqnyh korazmernosteæ.

V fftom paragrafe my privedem nekotorye rezul~taty, da¸- wie qastiqnye rexeniØ fftih zadaq (sm. sledstvie 2.2 i teoremu 2.3). Preßde qem pristupit~ k izloßeni¸ poluqennyh rezul~- tatov, otmetim sledu¸wee.

Esli H = H(Q) – f.g.p. nad nekotorym mnoßestvom Q i {k_λ :

λ ∈ Q} – ego vosproizvodØwee Ødro, to φ_λ(f) = f(λ) = ⟨f, k_λ⟩, f ∈ H, λ ∈ Q. Pofftomu dlØ zamknutogo podprostranstva E ⊂ H i ortogonal~- nogo proektora P_E na podprostranstvo E imeem:

θ_E (λ) = ‖ ‖P_E k_λ ‖ ‖ = ‖k_λ‖ ‖ ‖ ‖ ‖P^E k_λ ‖k_λ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ = = ‖k_λ‖ ‖ ‖P_E ^k_λ ‖ ‖ = ‖k_λ‖ ⟨P_E ^k_λ, P_E ^k_λ⟩^{1/2} = = ‖k_λ‖ ⟨ P_E ^k_λ, ^k_λ ⟩_{1/2} = ‖k_λ‖ ( ~ P_E (λ) )_{1/2} . To est~ θ_E (λ) = ‖k_λ‖ ( ~ P_E (λ) )_{1/2} (λ ∈ Q). (2)

86 M. T. KARAEV

Takim obrazom, v rassmatrivaemom sluqae funkciØ rasstoØniØ prostranstva E i simvol Berezina operatora ortogonal~nogo proektirovaniØ na podprostranstvo E svØzany meßdu soboæ formuloæ (2). Formulu (2) moßno takße zapisat~ v vide ( θ_E (λ)

θ_H (λ)

)_2

= ~P_E (λ) (λ ∈ Q). (2^′)

V sledu¸wih teoremah my harakterizuem invariantnye podprostranstva operatorov v prostranstve H v terminah simvolov Berezina i funkcii rasstoØniØ.

Teorema 2.1. Pust~ H = H(Q) – funkcional~noe gil~bertovo pro-

stranstvo nad nekotorym mnoßestvom Q i A – proizvol~nyæ

lineænyæ ograniqennyæ operator v H. Podprostranstvo E ⊂ H

ØvlØetsØ invariantnym otnositel~no operatora A (t.e. E ∈

Lat (A)) togda i tol~ko togda, kogda ( P_E A^∗(I − P_E)AP_E~ ) (λ) = 0 (3)

dlØ vseh λ ∈ Q.

Dokazatel~stvo. Deæstvitel~no, horoxo izvestno, qto

E ∈ Lat (A) ⇔ ( I − P_E ) AP_E = 0. Tak kak {k_λ : λ ∈ Q} – plotnoe mnoßestvo v H, to ( I − P_E ) AP_E = 0 ⇔ ( I − P_E ) AP_E k_λ = 0, λ ∈ Q. Pofftomu

E ∈ Lat (A) ⇔ ‖ ‖(I − P_E ) AP_E ^k_λ ‖ ‖^2 = 0 (λ ∈ Q) ⇔ ⇔ ⟨( I − P_E ) AP_E ^k_λ, ( I − P_E ) AP_E ^k_λ ⟩ = 0 (λ ∈ Q) ⇔ ⇔ ⟨ P_E A^∗ ( I − P_E ) AP_E ^k_λ, ^k_λ ⟩ = 0 (λ ∈ Q). Po opredeleni¸ simvola Berezina ots¸da delaem vyvod o spravedlivosti ravenstva (3). Teorema dokazana.

O SIMVOLE BEREZINA 87

Sledstvie 2.2. Esli V – izometriØ v funkcional~nom gil~berto-

vom prostranstve H (t.e. V^∗V = I), to zamknutoe podprostranstvo E ⊂ H ØvlØetsØ V -invariantnym v tom i tol~ko v tom sluqae, kogda ( θ_E (λ) θ_H (λ)

)_2 = ( P_E (V^∗ P_EV )P_E~ ) (λ) (4)

dlØ vseh λ ∈ Q.

Dokazatel~stvo. Deæstvitel~no, po teoreme 2.1

E ∈ Lat (V ) ⇔ ~P_E (λ) = ( P_E(V^∗ P_EV )P_E~ ) (λ) (λ ∈ Q). UqityvaØ formulu (2^′), prihodim k nußnomu zakl¸qeni¸ (4).

Moßno skazat~, qto sledstvie 2.2 rexaet zadaqu 1 v sluqae, kogda H – funkcional~noe gil~bertovo prostranstvo analitiqeskih funkciæ v ediniqnom kruge D kompleksnoæ ploskosti, esli V poloßit~ ravnym operatoru sdviga S.

Teorema 2.3. Pust~ H = H(Q) – standartnoe funkcional~noe

gil~bertovo prostranstvo, V – izometriØ v H i E ⊂ H ØvlØetsØ V -invariantnym podprostranstvom. Togda podprostranstvo E imeet koneqnu¸ korazmernost~ (t.e. codim E^{def}= dim E^⊥ < +∞) v tom i tol~ko v tom sluqae, esli lim λ→ζ∈∂Q ( U ( P_E(V^∗ P_E V )P_E ) U^{−1} ~) (λ) = 1 (5)

dlØ l¸bogo unitarnogo operatora U v H.

Dokazatel~stvo. Snaqala dokaßem sledu¸wu¸ lemmu, kotoraØ predstavlØet i samostoØtel~nyæ interes.

Lemma 2.4. Pust~ H = H(Q) – standartnoe funkcional~noe gil~-

bertovo prostranstvo i E ⊂ H – zamknutoe podprostranstvo. Podprostranstvo E imeet koneqnu¸ korazmernost~ v tom i tol~- ko v tom sluqae, esli lim λ→ζ∈∂Q ( θ_{UE} (λ) θ_H (λ)

)_2 = 1

88 M. T. KARAEV

dlØ l¸bogo unitarnogo operatora U v H.

Dokazatel~stvo lemmy. Deæstvitel~no, pust~ U – proizvol~- nyæ unitarnyæ operator v H. Oqevidno, qto ‖ P_{UE} k_λ ‖_2 + ‖ P_{(UE)}?k_λ ‖_2 = ‖k_λ‖^2 (λ ∈ Q). Ots¸da ( ‖ P_{UE}k_λ ‖ ‖ ‖k_λ‖ )_2

= 1 − (‖ P_{(UE)}?k_λ ‖ ‖ ‖k_λ‖ )_2 (λ ∈ Q). V silu ravenstv (U E)^⊥ = U E^⊥, P_{UE}? = U P_E?U^{−1} i formuly (2^′) poslednee ravenstvo priobretaet vid ( θ_{UE} (λ) θ_H (λ)

)_2

= 1 − ( U P_E?U^{−1}~ ) (λ) (λ ∈ Q). (6)

Iz ravenstva (6) Øsno, qto lim λ→ζ∈∂Q ( θ_{UE} (λ) θ_H (λ)

)_2 = 1 ⇔ lim_{λ→ζ∈∂Q} ( U P_E?U^{−1}~ ) (λ) = 0. (7)

Tak kak dim E^⊥ < +∞ togda i tol~ko togda, kogda operator P_E? kompakten, to utverßdenie lemmy poluqaetsØ iz (7) i lemmy 1.3 §1. ˚sno, qto E ∈ Lat (V ) ⇔ U E ∈ Lat (U V U^{−1}). Tak kak U V U^{−1} – izometriØ v H, to v silu sledstviØ 2.2 poslednee uslovie ravnosil~no uslovi¸ ( θ_{UE} (λ) θ_H (λ)

)_2 = ( P_{UE} (( U V U^{−1} )_∗ P_{UE} ( U V U^{−1} )) P_{UE} ) (λ). UqityvaØ, qto P_{UE} = U P_E U^{−1}, ots¸da legko poluqit~ ravenstvo ( θ_{UE} (λ) θ_H (λ)

)_2 = ( U ( P_E ( V^∗ P_E V ) P_E ) U^{−1} ~) (λ) (λ ∈ Q). UqityvaØ lemmu 2.4, poluqim utverßdenie teoremy.

Legko videt~, qto teorema 2.3 daet rexenie zadaqi 2 v sluqae, kogda H – prostranstvo analitiqeskih funkciæ v D pri V = S. Zameqanie. V silu teoremy 1.4 uslovie (5) teoremy 2.3 moßet byt~ zameneno ffkvivalentnym emu usloviem

W_{ess} ( P_E ( V^∗ P_E V ) P_E ) = {1}.

O SIMVOLE BEREZINA 89

Literatura

1. N. Aronszajn, Theory of reproducing kernels. — Trans. Am. Math. Soc. 68 (1950), 337–404.

2. P. R. Halmos, A Hilbert space problem book. New York, Springer-Verlag (1982). 3. F. A. Berezin, Covariant and contravariant symbols for operators. — Izv. Akad.

Nauk SSSR, Ser. Mat. 37 (1972), 1134–1167.

4. F. A. Berezin, Quantization. — Izv. Akad. Nauk SSSR, Ser. Mat. 38 (1974), 1116–1175.

5. V. Guillemin, Toeplitz operators in n-dimensions. — Integral Equat. Oper. Theory 7 (1984), 145–205.

6. C. A. Berger, L. A. Coburn, A symbol calculus for Toeplitz operators. — Proc.

Nat. Acad. Sci. USA 83 (1986), 3072–3073.

7. J. Arazy, S. Fisher, S. Jonson, J. Peetre, An identity for reproducing kernels in a planar domain and the Hilbert–Schmidt operators. — J. Reine Angew. Math. 406 (1990), 179–199.

8. J. Peetre, The Berezin transform and Ha-plitz operators. — J. Oper. Theory 24 (1990), 165–189.

9. M. Englis̆, Toeplitz operators and the Berezin transform on H2. — Linear Algebra Appl. 223/224 (1995), 171–204.

10. E. Nordgren, P. Rosenthal, Boundary values of Berezin symbols. — Oper. Theory:

Advances and Applications, Birkhäuser Verlag Basel 1/ Switzerland 73 (1994), 362–368.

11. N. Nikolski, Distance formulae and invariant subspaces, with an application to localization of zeros of the Riemann ζ-function. — Ann. Inst. Fourier, Grenoble 45, No. 1 (1995), 143–159.

12. K. Gofman, Banahovy prostranstva analitiqeskih funkciæ. IL., M.

(1963).

13. N. K. Nikol~skiæ, Lekcii ob operatore sdviga. Nauka, M. (1980).

14. J. G. Stampfli, J. P. Williams, Growth conditions and the numerical range in a Banach algebra. — Tôhoku Math. J. 20 (1968), 417–424.

Karaev M. T. On the Berezin symbol.

Some questions related to the Berezin symbols of bounded linear operators in Hilbert function spaces are discussed.

Postupilo 25 ØnvarØ 2000 g.

Institut matematiki i mehaniki AN Azerbaædßana

info@sinam.net ilham@lan.ab.az