Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 270, 2000 g.

S. V. KislØkov

ZADAQA O PODOBII DL˚ NEKOTORYH MARTINGAL^NYH RAVNOMERNYH ALGEBR

Staryæ vopros o podobii sßati¸ l¸bogo polinomial~no ograniqennogo operatora nedavno byl rexen otricatel~no v rabote Piz~e [8]. V toæ ße rabote qitatel~ moßet naæti podrobnye istoriqeskie ukazaniØ. Otmetim ewe stat~i [3] i [7], gde dany inye izloßeniØ.

V drugih terminah rezul~tat Piz~e moßno sformulirovat~ tak: suwestvuet ograniqennyæ, no ne vpolne ograniqennyæ (opredelenie sm. niße) gomomorfizm φ : C_A → B(H), gde C_A = {f ∈ C(T) : f̂ (n) = 0 pri n < 0} – disk-algebra, a B(H) – algebra vseh ograniqennyh operatorov v gil~bertovom prostranstve. Estestvenno sprosit~, moßno li v fftom utverßdenii zamenit~ disk-algebru drugimi pravil~nymi ravnomernymi algebrami. �tot vopros upominalsØ v stat~e [9].

Napomnim, qto ravnomernaØ algebra – ffto zamknutaØ podalgebra A v C(X), soderßawaØ konstanty i razdelØ¸waØ toqki; pri fftom algebra A nazyvaetsØ pravil~noæ, esli A ≠ C(X). Lineænyæ ograniqennyæ operator T : A → B(H) nazyvaetsØ vpolne ograniqennym, esli suwestvuet takaØ postoØnnaØ C, qto dlØ vsØkogo n, vsØkoæ matricy {φ_{ij}}_{1≤i,j≤n}, sostavlennoæ iz fflementov algebry A, i vsØkih vektorov x_1, . . . , x_n, y_1, . . . , y_n ∈ H spravedlivo neravenstvo | ∑ i,j ⟨T (φ_{ij} )x_j, y_i⟩| ≤ C sup_t ‖{φ_{ij}(t)}‖_{Mn} ( ∑ j ‖x_j‖^2)^{1/2}( ∑ i ‖y_i‖^2)^{1/2},

gde M_n – prostranstvo matric razmera n × n, nadelennoe normoæ prostranstva B(ℓ^2_n). (Vo vseæ stat~e uglovye skobki oboznaqa¸t skalØrnoe proizvedenie v tom ili inom gil~bertovom prostranstve; poslednee inogda ukazyvaetsØ Øvno: ⟨·, ·⟩_K). NailuqxaØ konstanta C oboznaqaetsØ qerez ‖T ‖_{cb}.

Rabota vypolnena pri podderßke RFFI (grant ˝ 99-01-00103) i Xvedskoæ Korolevskoæ Akademii nauk. 90

ZADAQA O PODOBII 91 Gipoteza o tom, qto vsØkaØ pravil~naØ ravnomernaØ algebra dopuskaet ograniqennyæ, no ne vpolne ograniqennyæ gomomorfizm v B(H), predstavlØetsØ ves~ma estestvennoæ. Poka ona ne dokazana i ne oprovergnuta. Delo obstoit primerno tak, kak bylo s voprosom Gliksberga do ego poloßitel~nogo rexeniØ v stat~e [6]. V 1964 g. Gliksberg sprosil, vsØkaØ li pravil~naØ ravnomernaØ algebra nedopolnØema v C(K). V konce koncov okazalos~, qto tak i est~, i qto moßno perenesti na obwu¸ situaci¸ odno iz dokazatel~stv, godØwihsØ dlØ disk-algebry; tem ne menee, v podavlØ¸wem bol~xinstve konkretnyh primerov nedopolnØemost~ byla Øsna i do raboty [6].

Qtoby perenesti kontrprimer Piz~e na ravnomernu¸ algebru A, hvatilo by, naprimer, qtoby disk-algebra byla vpolne izomorfna faktoralgebre algebry A, i opØt~ vo mnogih konkretnyh sluqaØh ffto tak i est~. Naprimer, esli U ⊂ C^n – ograniqennaØ strogo psevdovypuklaØ oblast~ s gladkoæ graniceæ, a A – algebra funkciæ, analitiqeskih v U i nepreryvnyh v^¯U , to taku¸ faktoralgebru moßno postroit~ s pomow~¸ teoremy 5.12 v obzore [5]. V toæ teoreme req~ idet ob ograniqennom analitiqeskom prodolßenii na U funkciæ, iznaqal~no zadannyh i golomorfnyh na seqenii mnoßestva U nekotorym analitiqeskim mnogoobraziem; ffto prodolßenie osuwestvlØetsØ lineænym operatorom, otkuda poluqaetsØ, qto sootvetstvu¸wie algebry deæstvitel~no vpolne izomorfny (kak i trebovalos~ vyxe).

Odnako podobnoe utverßdenie neizvestno dlØ obweæ ravnomernoæ algebry A. Bolee togo, pri l¸bom razumnom podhode predstavlØetsØ neizbeßnym poisk sledov kompleksno-analiti-qeskoæ struktury na A, a trudnost~ sostoit v tom, qto takie sledy dolßny byt~ izvleqeny praktiqeski “iz niqego”. V [6], pravda, v kakom-to smysle ffta trudnost~ byla preodolena dlØ zadaqi Gliksberga, no v teperexneæ situacii togo utverßdeniØ nedostatoqno, hotØ ono i privelo k qastiqnomu rezul~tatu v [9, teorema 5.1].

V nastoØweæ zametke izlagaetsØ drugoæ qastiqnyæ rezul~tat. Pri fftom usloviØ na algebru A budut dovol~no mØgkimi: budet nußno lix~, qtoby na A suwestvovalo netrivial~noe ograniqennoe toqeqnoe differencirovanie. Nedostatok ße sostoit v tom, qto ograniqennyæ, no ne vpolne ograniqennyæ gomomorfizm v B(H) budet postroen ne na samoæ algebre A, a na nekotorom ee

92 S. V. KISL˚KOV martingal~nom rasxirenii.

Samyæ izvestnyæ primer martingal~nogo rasxireniØ – ffto algebra martingalov Hardi. Rassmotrim beskoneqnoe proizvedenie TN. Na fftom mnoßestve imeetsØ estestvennaØ vozrasta- ¸waØ posledovatel~nost~ σ-algebr: n-aØ σ-algebra sostoit iz mnoßestv, zavisØwih lix~ ot pervyh n koordinat. Martingal otnositel~no fftoæ cepoqki σ-algebr nazyvaetsØ martingalom Hardi, esli dlØ kaßdogo n ego uslovnoe oßidanie otnositel~no n-oæ algebry est~ analitiqeskaØ funkciØ (t.e. leßit v H^1) po peremennoæ z_n. Martingaly Hardi s nepreryvnoæ na

TN_{predel~noæ funkcieæ obrazu¸t ravnomernu¸ algebru H, ko-}

toru¸ estestvenno nazyvat~ martingal~nym rasxireniem diskalgebry C_A.

V neopublikovannoæ predvaritel~noæ versii stat~i [8] v kaqestve promeßutoqnogo xaga k postroeni¸ kontrprimera dlØ disk-algebry dokazyvalos~ suwestvovanie ograniqennogo, no ne vpolne ograniqennogo gomomorfizma algebry H v B(H). (V okonqatel~noæ publikacii rezul~tat dlØ disk-algebry ustanovlen neposredstvenno, qto delaet trivial~nym utverßdenie ob H.) OkazyvaetsØ, qto upomØnutu¸ martingal~nu¸ konstrukci¸ Piz~e moßno perenesti v abstraktnu¸ situaci¸. RassußdeniØ Piz~e trebu¸t izmeneniæ, no oqen~ nebol~xih, tak qto dokazatel~- stvo glavnogo rezul~tata (teorema 1 niße) ne vpolne novo. V deæstvitel~nosti, i formulirovka soobwaet ne oqen~ mnogo – odnako ona daet nekotoru¸ nadeßdu na rexenie v buduwem zadaqi dlØ abstraktnoæ ravnomernoæ algebry pri minimal~nyh predpoloßeniØh.

Krome togo, teorema 1 podskazyvaet, qto, veroØtno, zadaqu bylo by interesno issledovat~ dlØ algebr napodobie toæ, qto byla postroena Koulom, t.e. dlØ pravil~nyh algebr, u kotoryh l¸baØ toqka prostranstva maksimal~nyh idealov ØvlØetsØ toqkoæ pika (sm. [2, 1]). Vse nepreryvnye toqeqnye differencirovaniØ dlØ takoæ algebry – nulevye.

Perehodim k formal~nomu izloßeni¸. Pust~ A – ravnomernaØ algebra na kompakte X, i pust~ μ – veroØtnostnaØ mera na X, mul~tiplikativnaØ na A. Rassmotrim proizvedenie

(X^∞, μ^∞) = (X, μ)Ns estestvennoæ vozrasta¸weæ posledovatel~-

nost~¸ {A_n} σ-algebr: A_n sostoit iz mnoßestv, zavisØwih lix~ ot pervyh n koordinat, n = 0, 1, 2, . . .. Martingal~noe rasxire-

ZADAQA O PODOBII 93 nie Mart (A, μ) algebry A otnositel~no mery μ – ffto prostranstvo vseh funkciæ f iz C(X^∞) takih, qto dlØ kaßdogo n funkciØ E_n f^{def}= (Ef|A_n ) leßit v A kak funkciØ n-oæ peremennoæ pri l¸byh fiksirovannyh znaqeniØh predyduwih peremennyh. Poloßim ewe d_nf = E_n f − E_{n−1} f.

Iz mul~tiplikativnosti mery μ na A srazu sleduet, qto E_n (fg) = (E_n f)(E_n g), esli f, g ∈ Mart (A, μ) (udobno snaqala proverit~ ffto na funkciØh, zavisØwih lix~ ot koneqnogo mnoßestva koordinat, a zatem pereæti k predelu). Sledovatel~no,

Mart (A, μ) – ravnomernaØ algebra na X^∞.

Rassmotrim teper~ proizvol~nyæ lineænyæ mul~tiplikativnyæ funkcional φ na A (ne obØzatel~no svØzannyæ s upomØnutoæ meroæ μ). Lineænyæ funkcional ψ na A nazyvaetsØ φdifferencirovaniem, esli ψ(fg) = φ(f)ψ(g) + ψ(f)φ(g), f, g ∈ A. OsnovnaØ teorema (sm. niße) utverßdaet, qto esli dlØ nekotorogo lineænogo mul~tiplikativnogo funkcionala φ algebra A obladaet nenulevym ograniqennym φ-differencirovaniem, to nekotoroe martingal~noe rasxirenie algebry A dopuskaet ograniqennyæ, no ne vpolne ograniqennyæ gomomorfizm v B(H). V deæstvitel~nosti my neskol~ko utoqnim fftu formulirovku, dlØ qego nußna nebol~xaØ podgotovka.

Na disk-algebre C_A znaqenie v centre ediniqnogo kruga est~ lineænyæ mul~tiplikativnyæ funkcional (oboznaqim ego qerez φ), a otobraßenie ψ : f → f^′(0) est~ ograniqennoe (ime¸wee normu 1) φ-differencirovanie. Dalee, esli m – normirovannaØ mera Lebega na T, to φ(f) = ∫ T^{f(z)dm(z), ψ(f) =} ∫ T^{f(z)z̄dm(z), f ∈ CA.} OkazyvaetsØ, qto i v obwem sluqae spravedlivo neqto podobnoe.

Pust~ ψ – nenulevoe ograniqennoe φ-differencirovanie na proizvol~noæ ravnomernoæ algebre A ⊂ C(X). Legko videt~, qto ψ obrawaetsØ v nul~ na konstantah, pofftomu sußenie funkcionala ψ na ideal I = {f ∈ A : φ(f) = 0} toße otliqno ot nulØ. Bez poteri obwnosti budem sqitat~, qto ‖ψ|_I ‖ = 1.

Lemma 1. Pri sdelannyh predpoloßeniØh suwestvu¸t predsta-

vlØ¸waØ mera ν ¿ 0 dlØ φ i posledovatel~nost~ {f_n} ⊂ I, ‖f_n‖ ≤ 1, takie qto

94 S. V. KISL˚KOV 1^∘ f_n → F ∈ L^∞(ν) p.v. otnositel~no ν; 2^∘ |F | = 1 p.v. i F ν ⊥ A; 3^∘ ψ(g) = ∫ X gF̄ dν, g ∈ A. �to utverßdenie, vidimo, horoxo izvestno. Privedem dokazatel~stvo radi polnoty. Prodolßim funkcional ψ|_I na prostranstvo C(X) bez uveliqeniØ normy, i pust~ mera η predstavlØet ffto prodolßenie. Vyberem posledovatel~nost~ {f_n} ⊂ I, |f_n| ≤ 1, taku¸, qto ∫ f_ndη → 1. Pust~ F – slabaØ predel~naØ toqka fftoæ posledovatel~nosti v L^2(|η|). Bez poteri obwnosti moßno sqitat~, qto f_n → F v L^2(|η|) i p.v. otnositel~no η. Imeem: 1 = ∫ F dη = | ∫ F dη| ≤ ∫ d|η| = 1, otkuda vytekaet, qto F η^{def}= ν ≥ 0 i |F | = 1 p.v. otnositel~no ν.

Esli g ∈ A, to gf_n ∈ I. Sledovatel~no, ∫ gdν = ∫ gF dη = lim_{n→∞} ∫ gf_ndη = lim_{n→∞} ψ(gf_n) = lim_{n→∞} φ(g)ψ(f_n ) = φ(g),

tak qto ν predstavlØet funkcional φ. Pofftomu dlØ g ∈ A imeem ∫ gF dν = lim_{n→∞} ∫ gf_ndν = lim_{n→∞} φ(g)φ(f_n) = 0, t.e. F ν ⊥ A. V qastnosti, ∫ F dν = 0, a togda i ∫¯ F dν = 0, t.e. mera F̄ ν (sovpada¸waØ s η) ortogonal~na konstantam. V soedinenii s

tem, qto^¯F ν predstavlØet ψ|_I (po postroeni¸), poslednee vleqet utverßdenie 3^∘. �

Meru ν, oblada¸wu¸ svoæstvami, pereqislennymi v lemme 1, my budem nazyvat~ associirovannoæ s toqeqnym differencirovaniem.

Teorema 1. Pust~ A – ravnomernaØ algebra na kompakte X, i

pust~ ν – mera, associirovannaØ s toqeqnym differencirovaniem dlØ algebry A. Togda suwestvuet ograniqennyæ, no ne vpolne ograniqennyæ gomomorfizm algebry A_1 = Mart (A, ν) v B(H).

Dokazatel~stvo. Formuly φ(g) =^∫_X gdν i ψ(g) =^∫_X g^¯F dν ras-

prostranØ¸t funkcionaly φ i ψ, upomØnutye v lemme 1, na prostranstvo L^1(ν). Dalee, pust~ φ_n i ψ_n – operatory, zadannye

ZADAQA O PODOBII 95 na funkciØh, opredelennyh na X^∞, i deæstvu¸wie kak φ i ψ po n-oæ peremennoæ pri fiksirovannyh ostal~nyh.

Oboznaqim qerez K vspomogatel~noe beskoneqnomernoe gil~- bertovo prostranstvo i poloßim

H^2(K, ν^∞) = clos_L2_{(K,ν}1_)K ⊗ A_1, H̄^2(K, ν^∞) = clos_{L2(K,ν}1_)K ⊗ Ā_1

(vo vtoroæ formule qerta v pravoæ qasti oboznaqaet kompleksnoe soprØßenie).

Pust~ Q : L^2(K, ν^∞) →^¯H^2(K, ν^∞) – ortogonal~nyæ proektor. DlØ f ∈ H^∞(ν^∞) (poslednee prostranstvo – ffto w^∗-zamykanie algebry A_1 v L^∞(ν^∞)) opredelim operatory

M_f : H^2(K, ν^∞) → H^2(K, ν^∞), M_f g = fg, i σ_f : H̄^2(K, ν^∞) → H̄^2(K, ν^∞), σ_f (g) = Q(fg).

Oqevidno, qto M_{f1} M_{f2} = M_{f1f2} . My utverßdaem, qto i σ_{f1} σ_{f2} = σ_{f1f2} . Qtoby proverit~ ffto, zametim, qto h ⊥ H̄^2(K, ν^∞), f ∈ H^∞(ν^∞) =⇒ fh ⊥ H̄^2(K, ν^∞). (1) (Zdes~ i dalee imeetsØ v vidu ortogonal~nost~ otnositel~no gil~bertovoæ “polutoralineænoæ” dvoæstvennosti, a ne v smysle bilineænoæ dvoæstvennosti, kak bylo v lemme 1 i ee dokazatel~stve). Deæstvitel~no, h ⊥^¯H^2(K, ν^∞) togda i tol~ko togda, kogda dlØ kaßdogo fflementa u = ∑ x_i ⊗ ū_i iz K ⊗ Ā_1 imeem 0 = ∫ ⟨h, ∑ x_i ⊗ ū_i⟩_K dν^∞ = ∫ ∑ u_i⟨h, x_i⟩_K dν^∞. (2) No fu_i ∈ H^∞(ν^∞), ibo u_i ∈ A_1; podstaviv v (2) ffti proizvedeniØ vmesto u_i, poluqim implikaci¸ (1).

Iz (1) vytekaet formula Q(fg) = Q(fQg), f ∈ H^∞(ν^∞), g ∈ L^2(K, ν^∞). (3) Sootnoxenie σ_{f1} σ_{f2} = σ_{f1f2} – sledstvie formuly (3).

Teper~ (kak i v [8, 3, 7]) my privleqem posledovatel~nost~ {V_n}_{n≥1} operatorov v K, udovletvorØ¸wih kanoniqeskim antikommutacionnym sootnoxeniØm

V_nV_k + V_kV_n = 0, V_nV^∗_k + V^∗_k V_n = δ_{nk}I, 1 ≤ n, k < ∞.

96 S. V. KISL˚KOV (Qtoby ne udlinØt~ spisok literatury, otmetim, qto postroenie takih operatorov opisano v [3] i v [7]). Horoxo izvestno i legko proverØetsØ, qto ‖Σα_iV_i‖ = (Σ|α_i|^2)^{1/2} dlØ l¸byh kompleksnyh skalØrov α_i. Zafiksiruem ravnomerno ograniqennu¸ posledovatel~nost~ η = {η_n}_{n≥0} izmerimyh skalØrnyh funkciæ na X^∞ takih, qto η_n zavisit lix~ ot pervyh n peremennyh (sootvetstvenno, η_0 = const). DlØ kaßdoæ funkcii f ∈ H^∞(ν^∞) opredelim operator D^η_f : H^2(K, ν^∞) →^¯H^2(K, ν^∞) formuloæ

D^η_f (u) = Q( ∑ n≥1 η_{n−1}ψ_n(E_n f)V_nu), ili, ffkvivalentnym obrazom, ⟨D^η_f (u), v⟩ = ∫ ∑ n≥1 η_{n−1}ψ_n(E_n f)⟨V_nu, v⟩_K dν^∞, u ∈ K ⊗ A_1, v ∈ K ⊗ Ā_1. (4) (Napomnim, qto ψ_n – ffto funkcional ψ, deæstvu¸wiæ po n-oæ peremennoæ; do togo, kak budet dokazana nepreryvnost~ operatora D^η_f , v pervom opredelenii toße sleduet ograniqit~sØ funkciØmi u iz K ⊗ A_1.)

My utverßdaem, qto v (4) niqego ne izmenitsØ, esli sprava zamenit~ funkci¸ u ili v (ili obe) na, sootvetstvenno, E_{n−1} u i E_{n−1} v. Deæstvitel~no, dostatoqno proverit~ ffto dlØ u = x ⊗ α, v = y ⊗ β̄, gde x, y ∈ K, α, β ∈ A_1. No tak kak η_{n−1}ψ_n(E_n f) zavisit lix~ ot pervyh n − 1 peremennoæ, to imeet mesto formula ⟨D^η_f (u), v⟩ = ∫ ∑ n≥1 η_{n−1}ψ_n(E_n f)E_{n−1} ⟨V_nu, v⟩_K dν^∞ = ∫ ∑ n≥1 η_{n−1}ψ_n(E_n f)E_{n−1} (αβ)⟨V_nx, y⟩_K dν^∞. Operator E_{n−1} mul~tiplikativen na A_1. Pofftomu

E_{n−1} (αβ) = (E_{n−1} α)(E_{n−1} β) = E_{n−1} (αE_{n−1} β) = E_{n−1} (βE_{n−1} α).

�to dokazyvaet naxe utverßdenie.

Opredelim otobraßenie

π^η : H^∞(ν^∞) → B(H̄^2(K, ν^∞) ⊕ H^2(K, ν^∞))

ZADAQA O PODOBII 97 formuloæ

π^η(f) = ( σ_f , D^η_f 0, M_f ) , My pokaßem, qto π^η – ograniqennyæ gomomorfizm, a zatem ustanovim, qto pri podhodØwih posledovatel~nostØh η (v qastnosti, pri η_j ≡ 1) π^η ne ØvlØetsØ vpolne ograniqennym. (Otmetim takße, qto π^η(1) = id.)

Qtoby dokazat~, qto π^η – gomomorfizm, dostatoqno proverit~ ravenstvo D^η_{f1f2} = σ_{f1} D^η_{f2} + D^η_{f1} M_{f2} .

DlØ fftogo my ispol~zuem zameqanie, sdelannoe vyxe o formule (4), a takße to, qto ψ – ffto φ-differencirovanie. Imenno, ψ_n(E_n (f_1f_2)) = (E_{n−1} f_1)ψ_n(E_n f_2)+ψ_n(E_n f_1)E_{n−1} f_2, otkuda sleduet, qto ⟨D^η_{f1f2} (u), v⟩

= ∫ ∑ n≥1 η_{n−1}[ψ_n(E_n f_2)⟨V_nu, E_{n−1} (f̄_1v)⟩_K

+ ψ_n(E_n f_1)⟨V_n(E_{n−1} (f_2u)), v⟩_K ]dν^∞

= ∫ ∑ n≥1 η_{n−1}ψ_n(E_n f_2)⟨V_nu, f̄_1v⟩_K dν^∞ + ⟨D^η_{f1} M_{f2} u, v⟩

= ⟨Q(f_1D^η_{f2} (u)), v⟩ + ⟨D^η_{f1} M_{f2} u, v⟩, a ffto i est~ trebuemaØ formula (v posledneæ stroke my ispol~- zovali sootnoxenie (3)).

Teper~ proverim nepreryvnost~ otobraßeniØ π^η. DlØ fftogo dostatoqno dokazat~, qto operator f → D^η_f ograniqen.

VspominaØ formulu ‖Σα_nV_n‖ = (Σ|α_n|^2)^{1/2} dlØ l¸byh kompleksnyh skalØrov α_n, zakl¸qaem, qto ( ∑ |Φ(V_n)|^2)^{1/2} ≤ ‖Φ‖ dlØ vsØkogo funkcionala Φ iz B(K)^∗. V qastnosti, ( ∑ |⟨V_nx, y⟩_K |^2)^{1/2} ≤ |x||y|, x, y ∈ K, (5)

98 S. V. KISL˚KOV gde | · | – norma v K.

Oboznaqim qerez H^1_M (ℓ^2, ν^∞) prostranstvo ℓ^2-znaqnyh martingalov x, soglasovannyh s posledovatel~nost~¸ {A_n} i udovletvorØ¸wih neravenstvu

‖x‖_{1,M}^{def}= ∫ X1^{supj ‖} E_j x(·)‖_ℓ2dν^∞ < ∞. (Podqerknem, qto v fftom opredelenii ne ispol~zuetsØ nikakih struktur, svØzannyh s algebroæ A, – krome mery ν). Po povodu teorii fftogo prostranstva i faktov, ispol~zovannyh niße, my otsylaem qitatelØ k knige [4] (sluqaæ ℓ^2-znaqnyh martingalov ne otliqaetsØ ot skalØrnogo sluqaØ, rassmotrennogo v [4]).

Lemma 2. Esli u ∈ H^2(K, ν^∞), v ∈^¯H^2(K, ν^∞), to x = {⟨V_nu, v⟩_K }_{n≥1} ∈ H^1_M (ℓ^2, ν^∞) i ‖x‖_{1,M} ≤ C‖u‖_L2_{(K,ν}1_)‖v‖_L2_{(K,ν}1_). Dokazatel~stvo. Legko videt~, qto Ej ⟨Vnu, v⟩K = ⟨VnEj u, Ej v⟩K

(udobno snaqala rassmotret~ sluqaæ, kogda u ∈ K⊗A_1, v ∈ K⊗^¯A_1, a zatem pereæti k predelu). Znaqit, v silu (5),

sup_j ‖E_j x(·)‖_ℓ2 ≤ sup_j |E_j u(·)||E_j v(·)|

≤ sup_j |E_j u(·)| sup_j |E_j v(·)|.

Prointegrirovav, naædem ‖x‖_{1,M} ≤ ( ∫ [sup_j |E_j u|]^2dν^∞ )_{1/2}( ∫ [sup_j |E_j v|]^2dν^∞ )_{1/2} , a togda lemma vytekaet iz standartnoæ L^2-ocenki dlØ martingal~noæ maksimal~noæ funkcii. �

Obrativxis~ k formule (4) i vspomniv o dvoæstvennosti meßdu martingal~nymi prostranstvami H^1_M (ℓ^2,ν^∞) i BMO_M (ℓ^2,ν^∞), my vidim, qto nepreryvnost~ otobraßeniØ f → D^η_f budet sledovat~ iz ocenki ‖ ∑ n≥1 η_{n−1}ψ_n(E_n f)e_n‖_{BMOM (ℓ}2_{,ν}1_) ≤ C‖f‖_∞, (6)

ZADAQA O PODOBII 99 gde f ∈ H^∞(ν^∞) i e_n – bazisnye orty prostranstva ℓ^2. Qtoby uqest~ konstanty, my opredelim normu v BMO_M (ℓ^2, ν^∞) ravenstvom ‖y‖_{BMOM} (ℓ^2, ν^∞) = |||y||| + ( ∫ ‖y(.)‖^2_ℓ2 dν^∞)^{1/2}, gde |||y||| = ( sup_{n≥1} ‖E_n(‖y − E_{n−1} y‖_ℓ2 )^2‖_∞ )_{1/2} . DlØ y = ∑ n≥1 η_{n−1}ψ_n(E_n f)e_n ocenka ( ∫ ‖y(·)‖^2_{ℓ2} dν^∞)^{1/2} ≤ C‖f‖_∞ Øsna: ∫ ∑ |ψ_n(E_n f)|^2dν^∞ = ∫ ∑ |ψ_n(d_nf)|^2dν^∞ ≤ ∑ ∫ |d_nf|^2dν^∞ = ‖f‖^2_L2_{(ν}1_) ≤ ‖f‖^2_∞.

Pokaßem, qto |||f||| ≤ C‖f‖_∞. Pri fftom my snova ispol~zuem ravenstvo ψ_n(E_n f) = ψ_n(d_nf), a takße to, qto poslednØØ funkciØ zavisit lix~ ot pervyh n − 1 peremennoæ:

E_j ‖y − E_{j−1} y‖^2

= E_j ‖ ‖ ∑ n≥j e_n[η_{n−1}ψ_n(d_nf) − E_{j−1} (η_{n−1}ψ_n(d_nf))] ‖ ‖^2_{ℓ2}

≤ CE_j ( ∑ n≥j |ψ_n(d_nf)|^2 + ∑ n≥j (E_{j−1} |η_{n−1}ψ_n(d_nf)|)^2 )

≤ C ( E_j ( ∑ n≥j |d_nf|^2) + E_j E_{j−1} ( ∑ n≥j |d_nf|^2) )

≤ C(E_j |f − E_{j−1} f|^2 + E_{j−1} E_j |f − E_{j−1} f|^2) ≤ c^′|||f|||^2 ≤ C^{′′}‖f‖^2_∞. OstaetsØ tol~ko dokazat~, qto pri nekotoryh η_n (naprimer, pri η_n ≡ 1) operator π^η|_{A1} ne ØvlØetsØ vpolne ograniqennym.

100 S. V. KISL˚KOV FiksiruØ x, y ∈ K i polagaØ u = 1 · x, v = 1 · y v (4), nahodim: ⟨π^η(f) ( 0 1 · x ) , (1 · y, 0)⟩ = ⟨T_η (f)x, y⟩_K , (7) gde operator T_η : H^∞(ν^∞) → B(K) zadaetsØ formuloæ

T_η(f) = ∑ s≥1 ( ∫ X1^{ηs−1ψs(} E_s f)dν^∞)V_s. (8)

Iz formuly (7) vidno, qto dostatoqno ubedit~sØ v tom, qto operator T_η – ne vpolne ograniqennyæ.

Zametim, qto esli operator τ : A_1 → B(K) vpolne ograniqennyæ, to dlØ vsØkih n, ℓ, vsØkih matric a_1, . . . , a_ℓ razmera n × n i vsØkih α_1, . . . , α_ℓ ∈ A_1 imeem ‖ ∑ k a_k ⊗ τ (α_k)‖_{B(ℓ}2_{n(K))} ≤ ‖τ ‖_{cb} sup_{t∈X}1 ‖ ∑ a_kα_k(t)‖_{Mn} . (9)

Deæstvitel~no, esli y = (y_1, . . . , y_n) ∈ ℓ^2_n(K) i a_k = {a^k_{ij}}_{1≤i,j≤n}, to ‖( ∑ k a_k ⊗ τ (α_k))y‖^2_ℓ2_{n(K)} = ∑ i ‖ ∑ k ∑ j a^{(k)}_{ij} τ (α_k)y_j ‖^2 = ∑ i ‖ ∑ j τ ( ∑ k a^{(k)}_{ij} α_k)y_j ‖^2 ≤ ( ∑ j ‖y_j ‖^2)‖τ ‖^2_{cb} sup_{t∈X}1 ‖ ∑ k a_kα_k(t)‖^2_{Mn} , otkuda i vytekaet (9).

My hotim pokazat~, qto dlØ operatora (8) ocenka (9) neverna. �to vpolne analogiqno nekoemu fragmentu rassußdeniæ, ime¸- wemusØ v stat~Øh [8, 3, 7], tak qto qast~ vyqisleniæ budet opuwena.

Rassmotrim funkcii f_n iz lemmy 1. Zafiksirovav n, poloßim α_k(t) = f_n(t_k) (t ∈ X^∞; k = 1, . . . , ℓ). Togda

T_η (α_k) = ∫ η_{k−1}dν^∞ψ(f_n)V_k,

ZADAQA O PODOBII 101 i neravenstvo (9) prevrawaetsØ v |ψ(f_n)| ‖ ‖ ℓ∑ k=1 (a_k ⊗ V_k) ∫ η_{k−1}dν^∞ ‖ ‖_{B(ℓ2n(K))}

≤ ‖T_η‖_{cb} sup_{t∈X}1 ‖ ‖ ℓ∑ k=1 a_kf_n(t_k) ‖ ‖_{Mn} . (10)

Kak i v [8] (i v [3, 7]), my realizuem V_1, . . . , V_ℓ matricami razmera 2^ℓ × 2^ℓ (pri fftom K v (10) zamenØetsØ na ℓ^2_ℓ ) i poloßim a_k = V̄_k, 1 ≤ k ≤ ℓ. Togda verhnØØ gran~ sprava ne prevoshodit qisla √ ℓ. Predpoloßiv, qto integraly ∫ η_{k−1}dν^∞ otliqny ot nulØ i ne zavisØt ot k, i pereædØ k predelu pri n → ∞, poluqim ‖ ‖ ℓ∑ k=1 V̄_k ⊗ V_k ‖ ‖_{B(ℓ2} 2ℓ (ℓ 2 2ℓ )) ≤ C‖T_η‖_{cb} √ ℓ. My otsylaem qitatelØ k stat~Øm [8, 3, 7] po povodu standartnogo vyqisleniØ, pokazyva¸wego, qto pravaØ qast~ v fftom neravenstve prevoshodit ℓ/2. �

Literatura

1. R. E. Basener, On rationally convex hulls. Trans. Amer. Math. Soc., 182 (1973), 353–381.

2. A. Browder, Introduction to function algebras. W. A. Benjamin, Inc., New York–Amsterdam (1969).

3. K. Davidson, V. Paulsen, Polynomially bounded operators. J. Reine Angew.

Math., 487 (1997), 153–170.

4. A. M. Garsia, Martingale inequalities. Mathematics Lecture Notes Series, W. A. Benjamin, Inc., Reading, Mass.–London–Amsterdam (1973).

5. G. M. Henkin, Metod integral~nogo predstavleniØ v kompleksnom ana-

lize. Sovremennye problemy matematiki. Fundamental~nye napravle-

niØ, 7. Itogi nauki i tehniki, AN SSSR, VINITI, Moskva (1985). 6. S. V. KislØkov, Pravil~nye ravnomernye algebry nedopolnØemy. Dokl.

Akad. Nauk, 309, No. 4 (1989), 795–798.

7. S. V. KislØkov, Operatory, (ne)podobnye sßati¸: kontrprimer Piz~e

qerez singulØrnye integraly. Zap. nauqn. semin. POMI, 225 (1997),

79–95.

8. G. Pisier, A polynomially bounded operator on Hilbert space which is not similar to a contraction. J. Amer. Math. Soc., 10, No. 2 (1997), 351–369.

9. G. Pisier, The similarity degree of an operator algebra. Algebra i Analiz, 10, No. 1 (1998), 132–186.

102 S. V. KISL˚KOV Kislyakov S. V. Similarity problem for certain martingale uniform algebras.

Let A be a proper uniform algebra admitting a nontrivial bounded point derivation. Then for a certain uniform algebra A_1 (related to A much as the algebra of Hardy martingales on T^∞ is related to the disk algebra) there exists a bounded but not completely bounded homomorphism φ : A_1 → B(H).

Postupilo 28 marta 2000 g.

Sankt-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN