Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 270, 2000 g.

A. M. Kotoqigov

INTERPOL˚CI˚ V OBOBWENNO` POLOSE

§1. Vvedenie

Neredko byvaet, qto na fiksirovannom “malom” mnoßestve golomorfnye funkcii iz togo ili inogo prostranstva vedut sebØ “svobodno”: ih sußeniØ na ffto mnoßestvo utraqiva¸t vsØkie sledy analitiqnosti. Esli klass takih sußeniæ dopuskaet prostoe i polnoe opisanie v terminah vewestvennogo analiza, obyqno govorØt o fenomene svobodnoæ interpolØcii.

Zadaqa o harakterizacii mnoßestv, na kotoryh svobodnaØ interpolØciØ vozmoßna, imeet davn¸¸ istori¸. Nakoplennye rezul~taty demonstriru¸t opredelennu¸ ustoæqivost~ struktury interpolØcionnyh mnoßestv kak v otnoxenii vybora tipa ishodnogo prostranstva golomorfnyh funciæ, tak i v otnoxenii vybora oblasteæ, na kotoryh takie prostranstva izuqa¸tsØ, sm., naprimer, [1-7]. Material nastoØweæ stat~i moßno rassmatrivat~ kak ewe odnu ill¸straci¸ fftogo principa – my perenesem poluqennye ranee rezul~taty ob interpolØcii v standartnoæ polose na podoblasti polosy dostatoqno obweæ struktury.

Opredelenie 1.1. Pust~ S = {z : 0 < Im z < 1} – standartnaØ

polosa. Pust~ zadany dve krivye Γ_k, k = 1, 2, leßawie v S i takie, qto 1) krivye naqina¸tsØ i zakanqiva¸tsØ v beskoneqno udalennoæ toqke, 2) krivye otdeleny odna ot drugoæ, t.e. suwestvuet postoØnnaØ

C_0 takaØ, qto z_1 ∈ Γ_1, z_2 ∈ Γ_2 ⇒ |z_1 − z_2| ≥ C_0,

3) obe krivye ØvlØ¸tsØ lavrent~evskimi, t.e. suwestvuet posto- ØnnaØ C takaØ, qto dlØ l¸boæ pary toqek z_1, z_2 ∈ Γ_k duga krivoæ

Γ_k, soedinØ¸waØ ffti toqki, imeet dlinu ne bol~xe, qem C|z1 −z2|.

KaßdaØ iz krivyh Γ_k delit kompleksnu¸ ploskost~ na dve oblasti: “verhn¸¸” i “nißn¸¸”; oboznaqim ih qerez P^+_k , P^−_k . Budem sqitat~, dlØ opredelennosti, qto krivaØ Γ_1 leßit vyxe krivoæ Γ_2, t.e. P^+_1 ∩ P^−_2 = ?. Obobwennoæ polosoæ nazovem sledu¸wee 124

INTERPOL˚CI˚ V OBOBWENNO` POLOSE 125 podmnoßestvo standartnoæ polosy:

S = P^−_1 ∩ P^+_2 . (1.1)

Zametim, qto krivye Γ_k ØvlØ¸tsØ lokal~no sprØmlØemymi. Esli vvesti na nih estestvennu¸ parametrizaci¸, to sootvetstvu¸wie parametriqeskie opisaniØ krivyh udovletvorØ¸t uslovi¸ Lipxica s postoØnnoæ C.

Opredelenie 1.2. Pust~ E zamknutoe podmnoßestvo granicy

obobwennoæ polosy S. Budem govorit~, qto E – lokal~no poristoe mnoßestvo, esli suwestvuet postoØnnaØ C_p takaØ, qto na l¸boæ duge J, leßaweæ na odnoæ iz krivyh Γ_k i ime¸weæ dlinu men~xe edinicy, naædetsØ men~xaØ duga I takaØ, qto I ∩ E = ? |J| ≤ C_p|I|. (1.2) Opredelenie 1.3. Mnoßestvo E, leßawee v otkrytoæ obobwen-

noæ polose S, budem nazyvat~ redkim, esli suwestvuet postoØnnaØ C_r takaØ, qto

|z_1 − z_2| ≥ C_r dist(z_1, ∂S), z_1, z_2 ∈ E, z_1 ≠ z_2. (1.3)

Opredelenie 1.4. Oblast~ v kompleksnoæ ploskosti B budem na-

zyvat~ oblast~¸ Lavrent~eva, esli suwestvuet postoØnnaØ C takaØ, qto dlØ l¸boæ pary toqek z_1, z_2 na granice oblasti B vypolneno neravenstvo

|J(z_1, z_2, B)| ≤ C|z_1 − z_2|; (1.4)

zdes~ i dalee J(z_1, z_2, B) oboznaqaet naimen~xu¸ iz graniqnyh dug oblasti B, stØgiva¸wih ffti toqki.

Zametim, qto obobwennaØ polosa udovletvorØet uslovi¸ Lavrent~eva s postoØnnoæ C (postoØnnoæ Lipxica dlØ graniqnyh krivyh).

Napomnim opredeleniØ issleduemyh zdes~ funkcional~nyh prostranstv.

Opredelenie 1.5. Pust~ E zamknutoe podmnoßestvo plosko-

sti. Klassom Gœl~dera Λ^α(E) budem nazyvat~ prostranstvo funkciæ na E, dlØ kotoryh koneqna norma ||f|| = sup_{z∈E}{|f(z)|} + sup_{z1≠z2} |f(z_1) − f(z_2)| |z_1 − z_2|^α , 0 < α < 1.

126 A. M. KOTOQIGOV Pust~ G oblast~ v kompleksnoæ ploskosti. Analitiqeskim klassom Gœl~dera Λ^α_a (G) nazovem podprostranstvo prostranstva

Λ^α(G), sostoØwee iz funkciæ, analitiqeskih v oblasti G.

Opredelenie 1.6. Zamknutoe mnoßestvo E, soderßaweesØ v za-

mykanii oblasti G, nazovem interpolØcionnym dlØ pary prostranstv Λ^α_a (G), Λ^α(E), esli sledy funkciæ iz pervogo prostranstva v toqnosti zapolnØ¸t vtoroe. V fftom sluqae govorØt, qto na mnoßestve E imeet mesto svobodnaØ interpolØciØ.

Teper~ my moßem sformulirovat~ osnovnoæ rezul~tat.

Teorema 1.7. Pust~ S – obobwennaØ polosa, E – zamknutoe pod-

mnoßestvo v S, 0 < α < 1. Mnoßestvo E ØvlØetsØ interpolØcionnym dlØ pary prostranstv Λ^α_a (G), Λ^α(E) togda i tol~ko togda, kogda mnoßestvo E ∩ S redkoe, a mnoßestvo E ∩ ∂S lokal~no poristoe.

Opixem plan dokazatel~stva.

1. Rasxirenie ishodnoæ obobwennoæ polosy takim obrazom, qtoby dlØ l¸boæ toqki ishodnoæ polosy rasstoØnie ot nee do mnoßestva E bylo ffkvivalentno rasstoØni¸ ot fftoæ toqki do granicy rasxirennoæ polosy.

2. Razbienie ishodnoæ polosy na diz¨¸nktnye oblasti Lavrent~eva.

3. Postroenie vnexneæ funkcii, modul~ kotoroæ ffkvivalenten rasstoØni¸ ot toqki do granicy.

4. Dokazatel~stvo neobhodimosti usloviæ teoremy. 5. Postroenie operatora prodolßeniØ.

Dokazatel~stvo analogiqnogo utverßdeniØ dlØ standartnoæ polosy [7] prohodilo po takomu ße planu. No pervye dva punkta byli tam trivial~ny, a tretiæ poluqalsØ iz prostyh ocenok Øvno zadannogo konformnogo otobraßeniØ. V rassmatrivaemoæ situacii osnovnye usiliØ budut napravleny na realizaci¸ pervyh treh punktov plana. Posle fftogo dokazatel~stvo teoremy (punkty 4 i 5) prohodit praktiqeski tak ße, kak i v rabote [7], pofftomu v fftoæ qasti my ograniqimsØ pereqisleniem rØda vaßnyh ocenok, qtoby pokazat~ neobhodimye modifikacii sootvetstvu¸wih utverßdeniæ.

RealizaciØ pervogo punkta plana prohodit v dva fftapa. Na pervom rexaetsØ lokal~naØ zadaqa – dlØ fiksirovannoæ graniqnoæ dugi stroitsØ ffkvivalentnaØ duga. KonstrukciØ ffta pri-

INTERPOL˚CI˚ V OBOBWENNO` POLOSE 127 vedena v §2. Otmetim, qto vse postroeniØ osnovany na fflementarnom geometriqeskom analize krivoæ, udovletvorØ¸weæ uslovi¸ Lavrent~eva, i trebu¸t dostatoqno kropotlivogo analiza. Vtoroæ fftap postroeniØ prohodit posle opisaniØ razbieniØ obobwennoæ polosy na oblasti Lavrent~eva i svoditsØ k zamene kaßdoæ dugi dopolneniØ mnoßestva E na ffkvivalentnu¸ dugu. Vozmoßnost~ razbieniØ obobwennoæ polosy na oblasti Lavrent~eva dokazana v §3. Tehnika i stil~ dokazatel~stva zdes~ te ße, qto i v §2. Qetvertyæ paragraf, pomimo zaverxeniØ konstrukcii rasxireniØ polosy, soderßit ewe odno vaßnoe postroenie – dlØ kaßdoæ toqki obowennoæ polosy stroitsØ “simmetriqnaØ” toqka (rasstoØnie ot l¸boæ toqki granicy do pary simmetriqnyh toqek ffkvivalentno). Sledu¸wiæ, pØtyæ paragraf vosproizvodit rØd izvestnyh [2, 7] tehniqeskih ocenok, kotorye vmeste s konstrukcieæ simmetriqnoæ toqki pozvolØ¸t postroit~ vnexn¸¸ funkci¸, otveqa¸wu¸ tret~emu punktu plana dokazatel~- stva.

Dokazatel~stvo neobhodimosti usloviæ teoremy “nasleduetsØ” iz raboty [4] i ne trebuet nikakih novyh xagov. Zaverxa- ¸tsØ rassußdeniØ postroeniem operatora prodolßeniØ iz prostranstva Λ^α(E) v prostranstvo Λ^α_a (G). �ta qast~ dokazatel~- stva lix~ nebol~ximi tehniqeskimi detalØmi otliqaetsØ ot sluqaØ standartnoæ polosy.

SravnivaØ dokazannye zdes~ rezul~taty s tem, qto bylo izvestno v fftom napravlenii, moßno otmetit~ sledu¸wee: naliqie simmetrii otnositel~no krivoæ ØvlØetsØ temoæ mnogih issledovaniæ. Ukaßem tol~ko na te raboty, kotorye bliße vsego podhodØt k predmetu nastoØweæ stat~i. �to rezul~taty Al~forsa [8] i Dyn~kina [9]. Odnako, postroeniØ ffkvivalentnyh dug, osnovannye neposredstvenno na upomØnutyh rezul~tatah, ne pozvolØt garantirovat~ sohranenie usloviØ Lavrent~eva. S drugoæ storony, postroenie ffkvivalentnoæ dugi, po-vidimomu, moßno poluqit~ kak modifikaci¸ teoremy o tom, qto krivaØ Lavrent~eva ØvlØetsØ bilipxicevym obrazom okrußnosti (Pomerenke [11]). No daße pri fftoæ ogovorke, interes moßet predstavlØt~ soverxenno drugaØ tehniqeskaØ baza privodimogo zdes~ dokazatel~stva, osnovannogo, grubo govorØ, na neravenstve treugol~- nika, i tem samym dopuska¸wego xirokie obobweniØ.

Vaßnyæ fflement dokazatel~stva – integral~naØ formula dlØ

128 A. M. KOTOQIGOV operatora interpolØcii, – ØvlØetsØ v naxem sluqae nesobstvennym integralom. DlØ togo, qtoby obespeqit~ shodimost~ fftih integralov, my vnaqale provedem interpolØci¸ v podprostranstvah klassov Gœl~dera, obrazovannyh funkciØmi ubyva¸wimi na beskoneqnosti.

Opredelenie 1.8. Λ^{α,}0(E) = {f ∈ Λ^α(E), |zf(z)| ≤ C} Λ^{α,}0_a (G) = {f ∈ Λ^α_a (G), |zf(z)| ≤ C}. §2. Postroenie ffkvivalentnoæ dugi

OsnovnaØ cel~ fftogo paragrafa – dokazatel~stvo sledu¸wego rezul~tata, igra¸wego central~nu¸ rol~ v posledu¸wih konstrukciØh.

Teorema 2.1. Pust~ Γ – zamknutaØ krivaØ, udovletvorØ¸waØ

uslovi¸ Lavrent~eva s postoØnnoæ C. Togda dlØ l¸boæ pary toqek z_1, z_2 ∈ Γ v l¸boæ iz komponent svØznosti suwestvuet duga γ, soedinØ¸waØ z_1 i z_2 i takaØ, qto 1) dlØ l¸boæ toqki z, otdelennoæ ot dugi γ krivoæ Γ, vypolneno neravenstvo min(|z − z1|, |z − z2|) ≤ 24C2 C − 1 dist(z, γ);

2) krivye γ ∪ Γ(z_1, z_2), γ ∪ (Γ \ Γ(z_1, z_2)) udovletvorØ¸t uslovi¸ Lavrent~eva s postoØnnoæ 9^42^{17}πC^9.

Opredelenie 2.2. Dugu γ, opisannu¸ v teoreme, my budem nazy-

vat~ dugoæ, ffkvivalentnoæ duge Γ(z_1, z_2).

Zdes~ i dalee qerez Γ(z_1, z_2) oboznaqaetsØ duga krivoæ Γ, soedinØ¸waØ toqki z_1 i z_2.

V dokazatel~stve teoremy my postoØnno budem pol~zovat~- sØ veliqinoæ d(w) = min{|z_1 − w|, |z_2 − w|}, ravnoæ rasstoØni¸ do blißaæxego konca dugi Γ(z_1, z_2) (vse dokazatel~stvo moßno rassmatrivat~ kak issledovanie razliqnyh svoæstv fftoæ “anizotropnoæ distancii”). Vo vseh sluqaØh, gde ffto vozmoßno, my budem predpolagat~, qto d(w) = |w − z_1|.

INTERPOL˚CI˚ V OBOBWENNO` POLOSE 129 Ewe odno neobhodimoe oboznaqenie: B(z, r) = {w : |z − w| < r} – krug v kompleksnoæ ploskosti.

Kak bylo otmeqeno vo vvedenii, dokazatel~stvo teoremy ØvlØetsØ dostatoqno dlinnoæ cep~¸ prostyh geometriqeskih utverßdeniæ. My ne privodim dokazatel~stva bol~xinstva iz nih, tak kak oni nosØt qisto tehniqeskiæ harakter.

Predloßenie 2.3. Pust~ Γ – krivaØ, udovletvorØ¸waØ uslovi¸

Lavrent~eva s postoØnnoæ C, toqki z_1, z_2, z_3 leßat na fftoæ krivoæ, priqem z_2 ∈ Γ(z_1, z_3). Togda spravedlivo neravenstvo

C|z_1 − z_3| ≥ |z_1 − z_2| + |z_2 − z_3|.

Sledstvie 2.4. Pust~ Γ – krivaØ, udovletvorØ¸waØ uslovi¸ La-

vrent~eva s postoØnnoæ C, toqki z_1, z_2, . . . , z_n leßat na fftoæ krivoæ, priqem toqka z_k nahoditsØ meßdu z_{k−1} i z_{k+1} . Togda spravedliva ocenka C|z_k − z_m| ≥ ∑_{m−1} j=k |z_j − z_{j+1}|. Sledu¸wee prostoe predloßenie sostavlØet osnovu konstrukcii ffkvivalentnoæ dugi. Ono garantiruet naliqie dostatoqnogo svobodnogo prostranstva vblizi dugi Γ. �ta svoboda opisyvaetsØ v terminah krugovyh okrestnosteæ.

Predloßenie 2.5. Pust~ Γ – krivaØ Lavrent~eva s postoØnnoæ

C, toqki z_1, z_2, z_3 leßat na fftoæ krivoæ, priqem toqka z_2 nahoditsØ meßdu dvumØ drugimi. Togda spravedlivo sootnoxenie B(z_1, C_1|z_1 − z_2|) ∩ B(z_3, C_1|z_3 − z_2|) = ?, gde C_1 = 1/C.

Otmetim vaßnoe dlØ nas prostoe sledstvie predloßeniØ 2.3.

Sledstvie 2.6. L¸baØ krivaØ γ, soedinØ¸waØ toqki z1, z2 vnu-

tri mnoßestva ∪_{w∈Γ(z1,z2)}B(w, C_1d(w)), udovletvorØet uslovi¸

dist(w, γ) ≥ C1d(w), w – l¸baØ toqka na Γ \ Γ(z1, z2).

“Polovina” ogiba¸weæ semeæstva krugov iz vyxeprivedennogo sledstviØ mogla by slußit~ “ffkvivalentnoæ” dugoæ, no nußno ewe obespeqit~ uslovie Lavrent~eva. DlØ fftogo my vynußdeny rassmotret~ bolee special~nu¸ konstrukci¸. My postroim menee “mownoe”, no luqxe kontroliruemoe pokrytie, opixem dostatoqno uzku¸ prigraniqnu¸ polosu ego vnexneæ ogiba¸weæ i pokaßem, qto “srednØØ liniØ” fftoæ polosy udovletvorØet uslovi¸ Lavrent~eva.

130 A. M. KOTOQIGOV

Pervyæ xag v naxeæ konstrukcii – vybor udobnoæ sistemy centrov krugov B(w, C_1d(w)), obrazu¸wih koneqnokratnoe pokrytie. V dal~neæxem nam pridetsØ var~irovat~ radiusy krugov pokrytiØ, i estestvennoæ ediniceæ “masxtaba” stanut krugi

B(w, C_2d(w)), gde C_2 = C_1/8, C_1 = 1/C.

V hode postroeniæ nam neobhodimo uqityvat~, qto osnovnoæ “metriqeskiæ parametr” – veliqina d(w) = min{|z_1 − w|, |z_2 − w|}, – menØetsØ ot toqki k toqke. Pofftomu vaßno umet~ ocenivat~ ego znaqeniØ v blizkih toqkah (tranzitivnost~ distancii).

Predloßenie 2.7.

1) (Ocenka v sosedneæ toqke). Esli |w_1 − w| < kd(w_1), to

(1 − k)d(w1) < d(w) < (1 + k)d(w1) i d(w) 1 + k

< d(w_1) < d(w) 1 − k . 2) (Ocenka dlØ dalekih toqek). Esli |w_1−w| > kd(w_1), to |w_1−w| > k 1 + k d(w). 3) (Ocenka dlØ blizkih toqek). Esli |w_1 −w| < kd(w_1), to |w_1−w| < kd(w) 1 − k . 4) (Ocenka qerez promeßutoqnu¸ toqku). Esli |w_1 − w| < k_1d(w_1) i |w_2 − w| < k_2d(w_2), to^1 − k_2 1 + k1 d(w_2) < d(w_1) <

1 + k2 1 − k1 d(w_2).

Dokazatel~stvo. Vse ocenki neposredstvenno sledu¸t iz opre-

deleniØ veliqiny d(w).

Pereædem k opisani¸ pokrytiØ krivoæ Γ(z_1, z_2), v terminah kotorogo budet provedeno postroenie ffkvivalentnoæ dugi. Vaßnym svoæstvom pokrytiØ ØvlØetsØ ego “lokal~naØ koneqnost~”. Nam potrebuetsØ dopolnitel~nyæ termin.

Opredelenie 2.8. Diadiqeskimi kol~cami dugi Γ(z1, z2) nazovem

mnoßestva

K(m, 1) = {w : 2^{−m}|z_1 − z_2| ≤ |w − z_1| < 2^{−m+1}|z_1 − z_2|, |w − z_1| ≤ |w − z_2|}, m ∈ Z. Analogiqno opredelim mnoßestva K(m, 2).

INTERPOL˚CI˚ V OBOBWENNO` POLOSE 131

Predloßenie 2.9. Na krivoæ Γ(z1, z2) suwestvuet posledova-

tel~nost~ toqek {w_n}_{n∈Z}, udovletvorØ¸waØ sledu¸wim uslovi- Øm: 1) krugi B(w_n, C_2d(w_n)), B(w_{n+1}, C_2d(w_{n+1})) ne pereseka¸tsØ; 2) krugi B ( w_n,^8_3 C_2d(w) ) obrazu¸t pokrytie krivoæ Γ(z_1, z_2);

3) esli w ∈ Γ, t /∈ ⋃ k B(w_k, 3C_2d(w_k)), to |t − w| ≥^{C2}_{3+8C2} d(w);

4) esli t /∈ ⋃ k B(w_k, 3C_2d(w_k)), t ∈ B(w_n, 4C_2d(w_n)), w ∈ Γ, to |t − w| ≥^1_{3(1+4C2)}^{1−8C2}_{1−4C2} C_2d(t).

5) l¸boæ krug sistemy {B(w_n, 4C_2d(w_n))}, n ∈ Z, moßet peresekat~sØ ne bolee qem s 2C^{−1}_2 (1 − 4C_2)^{−1} krugami fftoæ sistemy.

6) |w_n − w_{n+m}| ≥ C^2_1 ( d(w_n) + 2 (_{m−1}∑ j=1 d(w_{n+j}) ) + d(w_n+_m) ) ; 7) qislo krugov {B(w_n, 4C_2d(w_n))}, ime¸wih obwie toqki s diadiqeskim kol~com K(m, j), ne prevoshodit 9C^{−4}_2 .

Dokazatel~stvo. Opredelim centry krugov sledu¸weæ proce-

duroæ. Vyberem w_0 ∈ Γ tak, qto

|w_0 − z_1| = |w_0 − z_2| = max{d(w) : w ∈ Γ(z_1, z_2)}.

Zatem vyberem toqku w_1 ∈ Γ(w_0, z_2) taku¸, qto ffto – pervaØ toqka (pri dvißenii ot w_0 k z_2), dlØ kotoroæ krug B(w, C_2d(w)) ne peresekaet krug B(w_0, C_2d(w_0)), to est~ C_2(d(w_0)+d(w_1)) = |w_0 −w_1|. Takim ße obrazom vyberem toqku w_2 ∈ Γ(w_1, z_2) i t.d.

Analogiqno postroim posledovatel~nost~ {w_{−n}} dlØ dugi

Γ(z1, w0). ˚sno, qto ffta posledovatel~nost~ udovletvorØet uslo-

vi¸ punkta 1.

Pokaßem, qto semeæstvo krugov {B(w_n,^8_3 C_2d(w_n))}_{n∈Z} obrazuet pokrytie dugi Γ(z_1, z_2). Esli by ffto bylo ne tak, to suwestvovala by toqka w ∈ Γ(w_n, w_{n+1}) takaØ, qto |w_n − w| >^8_3 C_2d(w_n). V to ße vremØ iz opredeleniØ posledovatel~nosti {w_n} vytekaet ocenka |w_n − w| < C_2(d(w_n) + d(w)). �to neravenstvo garantiruet, qto d(w) ≤ d(w_n)^{1+C2}_{1−C2} i, dalee, qto |w_n − w| ≤ ( 1 + 1 + C2 1 − C2 ) C_2d(w_n).

SopostavlØØ poluqennye ocenki veliqiny |w_n − w|, poluqaem neravenstvo C_2 >^1_4 , no po opredeleni¸ C_2 =^1_{8C} <^1_4 . Sledovatel~-

132 A. M. KOTOQIGOV no, naxe predpoloßenie neverno, i krugi { B ( w_n, 8 3 C_2d(w_n) )} n∈Z obrazu¸t pokrytie dugi Γ(z_1, z_2). Utverßdenie 2 dokazano.

Proverim utverßdenie 3. Iz utverßdeniØ 2 vytekaet suwestvovanie qisla k takogo, qto w ∈ B(w_k,^8_3 C_2d(w_k)). Togda prinØtye usloviØ garantiru¸t neravenstvo |w − t| >^1_3 C_2d(w_k), a predloßenie 2.7 daet ocenku d(w_k) >^3_{3+8C2} d(w). Ob¨edinØØ ffti neravenstva, poluqim utverßdenie 3.

Dokaßem utverßdenie 4. Iz utverßdeniØ 2 sleduet, qto naædetsØ toqka w_k takaØ, qto w ∈ B(w_k,^8_3 C_2d(w_k)) i po uslovi¸

t /∈ B(w_k, 3C_2d(w_k)). Sledovatel~no, |t − w| > 1 3 C_2d(w_k). (2.1)

Rassmotrim neskol~ko vozmoßnyh situaciæ.

Esli n = k, to dostatoqno prodolßit~ ocenku (2.1) neravenstvom d(w_n) ≥^{d(t)}_{1+4C2} , vyteka¸wim iz punkta 1 predloßeniØ 2.7, qtoby poluqit~ |w − t| > C_2d(t) 3(1 + 4C2)

. (2.2)

Esli n ≠ k i |w − t| ≥ |t − w_n|, to ocenka punkta 2 predloßeniØ 2.7 daet neravenstvo |t − w_n| >^{3C2}_{1+3C2} d(t), t.e. |w − t| > 3C2 1 + 3C2 d(t). (2.3)

OstaetsØ rassmotret~ sluqaæ, kogda n ≠ k i |w − t| ≤ |t − w_n|. Soglasno neravenstvu (2.1), dostatoqno ocenit~ d(t) sverhu qerez d(w_k), qto my i prodelaem za neskol~ko xagov. Sperva vospol~zuemsØ neravenstvom treugol~nika i sdelannymi predpoloßeniØmi: |t − w_k| ≤ |t − w| + |w − w_k| ≤ |t − w_n| + |w − w_k| ≤ ⩽ 4C_2d(w_n) + 8 3 C_2d(w_k).

INTERPOL˚CI˚ V OBOBWENNO` POLOSE 133 Predloßenie 2.7 (punkt 1) pozvolØet ocenit~ d(w_n) qerez d(t) i poluqit~ ocenku |t − w_k| ≤ 4C2 1 − 4C2 d(t) + 8 3 C_2d(w_k).

Poloßim dlØ opredelennosti, qto d(w_k) = |w_k − z_1|, togda d(t) ≤ |t − z_1| ≤ |t − w_k| + |w_k − z_1| ≤ ≤ ( 4C_2

1 − 4C2 d(t) + 8 3 C_2d(w_k) ) + d(w_k). OstaetsØ perepisat~ poluqennu¸ ocenku v vide d(t) ≤ 3 + 8C2 3 1 − 4C2 1 − 8C2 d(w_k). Teper~ my moßem zaverxit~ ocenku dlØ |t−w| v rassmatrivaemom sluqae: |t − w| > C_2 3 + 8C2

1 − 8C2 1 − 4C2 d(t). Ob¨edinØØ poluqennu¸ ocenku i ocenki (2.2), (2.3), poluqim |t − w| ≥ min ( 1 3 + 8C2

1 − 8C2 1 − 4C2 , 1 3(1 + 4C2) , 3 1 + 3C2 ) C_2d(t) ≥

≥ 1 3(1 + 4C2)

1 − 8C2 1 − 4C2 C_2d(t). Utverßdenie dokazano.

Dokaßem utverßdenie punkta 5. Fiksiruem proizvol~nyæ krug B(w_n, 4C_2, d(w_n)) i predpoloßim, qto on peresekaetsØ s krugami B(w_{nk} , 4C_2d(w_{nk} )), gde k = 1, 2, . . . , M i n_1 < n_2 < . . . < n_M . Ocenim dlinu krivoæ Γ(w_{n1} , w_{nM} ). Imeem |Γ(w_{n1}, w_{nM} )| ≥ n_M −1∑

k=n1 |w_k − w_{k+1}|. V silu utverßdeniØ 1 |Γ(w_{n1}, w_{nM} )| ≥ C_2 n_M −1∑

k=n1 (d(w_k) + d(w_k+1)).

134 A. M. KOTOQIGOV Oslabim neravenstvo, ostaviv v summe tol~ko slagaemye, otveqa¸wie toqkam w_{nk} , k = 1, 2, . . . , M , i vospol~zuemsØ ocenkoæ iz punkta 1 predloßeniØ 2.7: d(w_{nk} ) ≥ (1 − 4C_2)d(w_n). V itoge polu- qim |Γ(w_{n1}, w_{nM} )| ≥ M C_2(1 − 4C_2)d(w_n).

Po uslovi¸ Lavrent~eva spravedliva ocenka C|w_{n1} − w_{nM} | ≥

|Γ(w_{n1}, w_{nM} )|. Krome togo, iz sdelannyh predpoloßeniæ vyteka-

et neravenstvo |w_{n1} − w_{nM} | < 8C_2d(w_n). Sledovatel~no, 8C_2C ≥

M C_2(1 − 4C_2). Tak kak po opredeleni¸ C_2 = 1/(8C), to M <^{16C2}_{2C−1} .

Utverßdenie dokazano.

Qtoby dokazat~ neravenstvo utverßdeniØ 6, napomnim, qto po postroeni¸ sosednie toqki horoxo razdeleny: |w_p − w_{p+1}| =

C_1(d(w_p)+d(w_{p+1})), a zatem vospol~zuemsØ usloviem Lavrent~eva

i tem, qto duga dlinnee hordy. V itoge poluqim ocenku |w_n − w_{n+m}| ≥ C_1|Γ(w_n, w_{n+m})| = = C1 m∑ j=0 |Γ(w_{n+j}, w_{n+j+1})| ≥

≥ C^2_1 m∑ j=0 (d(w_n+_j) + d(w_n+_j+1)) =

= C21 ( d(w_n) + 2 (^{m−1}∑ j=1 d(w_{n+j}) ) + d(w_n+_m) ) . Utverßdenie dokazano.

DlØ dokazatel~stva utverßdeniØ 7 ocenim vnaqale qislo centrov krugov B(w_n, 4C_2d(w_n)), kotorye mogut popast~ v diadiqeskoe kol~co K(m, 1). Iz utverßdeniØ 6 sleduet, qto |w_n − w_k| ≥

C^2_1 (d(w_n) + d(w_k)), a iz opredeleniØ diadiqeskih kolec Øsno,

qto d(w) ≥ 2^{−m}|z_1 − z_2| dlØ w ∈ K(m, 1). Sledovatel~no, esli

w_n,w_k ∈ K(m, 1), to |w_n − w_k| ≥ C^2_1 2^{−m+1}|z_1 − z_2| i, znaqit, krugi

radiusa C^2_1 2^{−m}|z_1 − z_2| s centrami v toqkah w_m ne pereseka¸tsØ. Ocenka dlØ qisla toqek w_m v kol~ce K(m, 1) vytekaet teper~ iz otnoxeniØ plowadeæ kol~ca i krugov, kotoroe ne prevoshodit^3_C4_1 . Qtoby ustanovit~ okonqatel~nu¸ ocenku, pokaßem, qto krugi s centrami v kol~cah K(m + 2, 1), K(m − 2, 1) uße ne pereseka¸tsØ s kol~com K(m, 1). Deæstvitel~no, esli w ∈ K(m−2, 1),

INTERPOL˚CI˚ V OBOBWENNO` POLOSE 135 to d(w) = |z_1 − w| ≥ 2^{−m+2}|z_1 − z_2| i, sledovatel~no,

dist ( z_1, B(w, 4C_2d(w)) ) ≥ ⩾ 2(1 − 4C_2)2^{−m+1}|z_1 − z_2| > 2^{−m+1}|z_1 − z_2|,

tak kak po opredeleni¸ C_2<1/8, otkuda B(w, 4C_2d(w))∩K(m, 1)= ?. Takoe ße rassußdenie prohodit i dlØ kol~ca K(m + 2, 1), a znaqit centry vseh krugov, pereseka¸wih kol~co K(m, 1), leßat v ob¨edinenii kolec K(m + 1, 1), K(m, 1), K(m − 1, 1). OstaetsØ vospol~zovat~sØ ocenkoæ qisla centrov v kaßdom iz kolec. Predloßenie dokazano.

V dal~neæxem nam potrebuetsØ ocenka, ob¨dinØ¸waØ neravenstva punktov 3 i 4 iz predloßeniØ 2.9.

Sledstvie 2.10. Pust~ toqka t nahoditsØ vnutri mnoßestva ( ⋃ n∈Z B(w_n, 4C_2d(w_n)) ) \ ( ⋃ n∈Z B(w_n, 3C_2d(w_n)) ) . Togda vypolneno sledu¸wee uslovie otdelimosti |t − w| ≥ C_2 1 3(1 + 4C2)

1 − 8C2 1 − 4C2

(d(t) + d(w))

dlØ l¸boæ toqki w ∈ Γ.

Dokazatel~stvo. Esli w ∈ Γ(z1, z2), to ocenki punktov 3, 4 pred-

loßeniØ 2.9 garantiru¸t neravenstvo |t − w| ≥ 1 2 ( C_2 3 + 8C2 d(w) + C_2 3(1 + 4C2)

1 − 8C2 1 − 4C2 d(t) ) ≥ ≥ C_2 3(1 + 4C2)

1 − 8C2 1 − 4C2 (d(t) + d(w)). Rassmotrim drugoæ sluqaæ: w ∈ Γ \ Γ(z_1, z_2). Po uslovi¸ naædetsØ nomer n takoæ, qto t ∈ B(w_n, 4C_2d(w_n)). Napomnim, qto po predloßeni¸ 2.5 krugi B(w_n, 8C_2d(w_n)) i B(w, 8C_2d(w)) ne pereseka¸tsØ, togda tem ße svoæstvom oblada¸t krugi B(w, 8C_2d(w)) i B(t, 4C_2d(w_n)). Sledovatel~no, |t − w| ≥ 4C_2(d(w) + d(w_n)). DlØ prodolßeniØ ocenki vospol~zuemsØ neravenstvom (1 − 4C_2)d(t) ≤

d(w_n), vyteka¸wim iz predloßeniØ 2.7, i poluqim |t − w| ≥ 4C2(1 − 4C2)(d(w) + d(t)). OstaetsØ zametit~, qto min ( 1 3(1 + 4C2)

1 − 8C2 1 − 4C2

, 4(1 − 4C_2) ) = 1 3(1 + 4C2)

1 − 8C2 1 − 4C2 .

136 A. M. KOTOQIGOV Sledstvie dokazano.

Teper~ my pristupim k postroeni¸ dugi, udovletvorØ¸weæ uslovi¸ Lavrent~eva i soedinØ¸weæ toqki z_1, z_2 vnutri mnoßestva ( ⋃ n∈Z B(w_n, 4C_2d(w_n)) ) \ ( ⋃ n∈Z B(w_n, 3C_2d(w_n)) ) . My vsegda budem odnovremenno stroit~ paru ffkvivalentnyh dug, nahodØwihsØ po raznye storony ot krivoæ Γ. V kaqestve naqal~nogo priblißeniØ voz~mem krivu¸ γ_0, ogiba¸wu¸ semeæstva krugov B(w_n, 4C_2d(w_n)), n ∈ Z. Sledstvie 2.8 garantiruet vypolnenie usloviæ otdelimosti, no krivaØ γ_0 moßet byt~ nesvØznoæ. DlØ naxih celeæ estestvenno ograniqit~sØ “vnexneæ” qast~¸ krivoæ γ_0. Oboznaqim qerez γ_1 granicu neograniqennoæ komponenty dopolneniØ mnoßestva ∪_{n∈Z}B(w_n, 4C_2d(w_n)). ZamknutaØ krivaØ γ_1 po-preßnemu udovletvorØet usloviØm otdelimosti. Toqki z_1, z_2 leßat na γ_1. Oni ne mogut isqeznut~ pri ustranenii petel~, tak kak v l¸boæ okrestnosti toqki z_1 ili z_2 soderßatsØ toqki iz Γ \ Γ(z_1, z_2), a vmeste s kaßdoæ takoæ toqkoæ – nekotoraØ ee okrestnost~, ne pereseka¸waØsØ s krugami

B(w_n, 4C_2d(w_n)), n ∈ Z. No i dlØ krivoæ γ_1 uslovie Lavrent~e-

va moßet naruxat~sØ iz-za ostavxihsØ “poqti petel~”. Okonqatel~naØ konstrukciØ ffkvivalentnoæ dugi γ osnovana na smewenii dug okrußnosteæ, vhodØwih v krivu¸ γ_1, na koncentriqeskie okrußnosti qut~ men~xego radiusa.

My postroim polosu vdol~ krivoæ γ_1, xirina kotoroæ ffkvivalentna rasstoØni¸ do blißaæxeæ iz toqek z_1 ili z_2, i pri fftom ne ime¸wu¸ samopereseqeniæ. IskomaØ krivaØ budet poluqena kak “srednØØ liniØ” fftoæ polosy.

Naxi postroeniØ potrebu¸t analiza struktury krivoæ γ_1. S fftoæ cel~¸ vvedem vspomogatel~nye opredeleniØ.

Opredelenie 2.11. Toqku na granice kruga B(wn, 4C2d(wn)) nazo-

vem aktivnoæ, esli ona prinadleßit krivoæ γ_1. Radius, soedinØ- ¸wiæ aktivnu¸ toqku s centrom sootvetstvu¸wego kruga, toße nazovem aktivnym. Dugu na granice kruga B(w_n, 4C_2d(w_n)) nazovem aktivnoæ, esli ona ØvlØetsØ komponentoæ svØznosti pereseqeniØ krivoæ γ_1 i okrußnosti ∂B(w_n, 4C_2d(w_n)). Krug B(w_n, 4C_2d(w_n)) nazovem aktivnym, esli on soderßit hotØ by odnu aktivnu¸ dugu. Sektor kruga, opira¸wiæsØ na aktivnu¸ dugu, budem nazyvat~

INTERPOL˚CI˚ V OBOBWENNO` POLOSE 137 aktivnym; aktivnym uglom nazovem ugol, obrazovannyæ dvumØ aktivnymi radiusami raznyh krugov, zakanqiva¸wimisØ v odnoæ aktivnoæ toqke.

Pereqislim nekotorye svoæstva aktivnyh fflementov.

Predloßenie 2.12.

1) AktivnaØ toqka ne moßet nahodit~sØ vnutri kakogo-libo iz krugov B(w_n, 4C_2d(w_n)).

2) Aktivnye dugi ne pereseka¸tsØ.

3) Qislo aktivnyh dug na granice kruga ne bol~xe qisla

2π( 1+4^{C2}

1−4C2 + 1 2 ).

4) Qislo aktivnyh dug v l¸bom diadiqeskom kol~ce K_{m,1} ograniqeno qislom, ne zavisØwim ot m.

5) KrivaØ γ_1 ØvlØetsØ ob¨edineniem aktivnyh dug, ne ime¸wih obwih vnutrennih toqek (ffto pozvolØet nam estestvennym putem opredelit~ sosednie dugi).

Dokazatel~stvo. My privodim tol~ko dokazatel~stvo utver-

ßdeniØ 3. Ostal~nye utverßdniØ prØmo sledu¸t iz opredeleniæ. Predpoloßim, qto krug B(w, 4C_2d(w)) rassmatrivaemogo pokrytiØ imeet na svoeæ granice N aktivnyh dug. Rassmotrim vspomogatel~noe pokrytie granicy fftogo kruga dugami, koneqnye toqki kotoryh nahodØtsØ v seredine dug dopolneniØ k aktivnym dugam. Vyberem minimal~nu¸ iz poluqivxihsØ dug. Ee uglovaØ mera ne moßet prevyxat~ veliqiny^{2π}_N . Oboznaqim qerez z^∗_1 , z^∗_2 koncy fftoæ dugi, a qerez z_1, z_2 koncy aktivnoæ dugi, nahodØweæsØ vnutri rassmatrivaemoæ dugi. ˚sno, qto kaßdyæ iz uglov ∠z^∗_1 wz_1, ∠z^∗_2 wz_2 men~xe, qem^{2π}_N .

Iz opredeleniØ aktivnyh dug sleduet, qto koneqnaØ toqka aktivnoæ dugi nahoditsØ na pereseqenii granic dvuh krugov rassmatrivaemogo pokrytiØ. Oboznaqim qerez w_1, w_2 centry krugov pokrytiØ, kotorym prinadleßat toqki z_1 i z_2 sootvetstvenno. Rassmotrim ograniqeniØ na poloßenie toqki w_1. Krug

B(w_1, 4C_2d(w_1)) ne moßet soderßat~ aktivnu¸ toqku z_2 i, sledo-

vatel~no, w_1 leßit po tu ße storonu ot prØmoæ w,^{z1+z2}_2 , qto i toqka z_1. Analogiqnye rassußdeniØ pokazyva¸t, qto toqka w_1 leßit po tu ße storonu ot prØmoæ w, z^∗_1 , qto i toqka z_1. Znaqit, toqka w_1 nahoditsØ vnutri ugla A_1, obrazovannogo luqami w,^{z1+z2}_2 , wz^∗_1 , pri fftom ona ne moßet nahodit~sØ vnutri kruga

138 A. M. KOTOQIGOV

B(w, 4C_2d(w)), poskol~ku z_1 /∈ B(w_1, 4C_2d(w_1)). Po predloßeni¸

2.7 (punkt 4) d(w_1) ≥^{1−4C2}_{1+4C2} d(w), sledovatel~no, toqka w_1 ne moßet prinadleßat~ i krugu B(z_1, 4C_2^{1−4C2}_{1+4C2} d(w)). Oboznaqim qerez

z^′_1 toqku “vyhoda” luqa w, z^∗_1 iz kruga B(z_1, 4C_2^{1−4C2}_{1+4C2} d(w)) (ffto

kraænee poloßenie toqki w_1). Dalee, oboznaqim qerez S_1 segment okrußnosti B(z^′_1, 4C_2^{1−4C2}_{1+4C2} d(w)) (s centrom v kraæneæ toqke), otsekaemyæ prØmoæ wz_1. Kraænee poloßenie toqki z^′_1 garantiruet, qto segment S_1 leßit vnutri kruga B(w_1, 4C_2d(w_1)) pri l¸bom dopustimom poloßenii toqki w_1. ˚sno, qto analogiqnye rassußdeniØ otnositel~no toqki w_2 dadut nam toqku z^′_2 i segment S_2 s sootvetstvu¸wimi svoæstvami.

Zametim, qto krugi B(w_1, 4C_2d(w_1)) i B(w_2, 4C_2d(w_2)) ne mogut imet~ obwih toqek v ugle ∠z_1wz_2. Inaqe aktivnaØ duga z_1, z_2 okazalas~ by na vnutrenneæ komponente svØznosti ogiba¸weæ semeæstva krugov i, sledovatel~no, ne mogla by voæti v krivu¸

γ_1. �to oznaqaet, qto segmenty S_1 i S_2 ne mogut peresekat~sØ, v

qastnosti, vypolnenØetsØ neravenstvo

|z^′_1 − z^′_2| ≥ 8C_2

1 − 4C2

1 + 4C2 d(w). Ne umalØØ obwnosti, my moßem sqitat~, qto ∠z^∗_1 wz^∗_2 ≤ π/4, togda vypolneno neravenstvo |w − z^′_1| ≥ 4C_2 ( 1 + 1 2 1 − 4C2

1 + 4C2 ) d(w), i analogiqno dlØ |w − z^′_2|. RassmatrivaØ treugol~nik wz^′_1z^′_2, my poluqim ocenku

|z^′_1 − z^′_2| ≤ 8C_2 ( 1 + 1 − 4C2

1 + 4C2 ) d(w)arcsin α,

gde α = ∠z^∗_1 wz^∗_2 . Poluqennye ocenki dlØ |z^′_1 − z^′_2| pozvolØ¸t napisat~ neravenstvo α ≥ 1−4C2 1+4C2

1 + 12 1^−4^{C2}

1+4C2 . OstaetsØ vospol~zovat~sØ tem, qto rassmatrivaemaØ duga z^∗_1 , z^∗_2 byla vybrana naimen~xeæ iz N dug, obrazu¸wih pokrytie okrußnosti, i sledovatel~no N ≤ 2π(^{1+4C2}_{1−4C2} +^1_2 ). Utverßdenie dokazano.

INTERPOL˚CI˚ V OBOBWENNO` POLOSE 139 Pokaßem, qto aktivnye toqki horoxo otdeleny ot krugov

B(w_n, 3C_2d(w_n)).

Predloßenie 2.13. Esli w – aktivnaØ toqka, to pri l¸bom n

spravedlivo sootnoxenie B(w, C_2 1 + 4C2 d(w)) ∩ B(w_n, 3C_2d(w_n)) = ?.

Predloßenie 2.14. Esli t, t∗ – aktivnye toqki i otrezok (t, t∗)

peresekaetsØ s krivoæ Γ, to spravedliva ocenka

|t − t_∗| > 4C_3(d(t) + d(t_∗)), gde C_3 =

S_2 3(1 + 4C2)

1 − 8C2

1 − 4C2 . Teper~ my moßem opredelit~ polosu, vnutri kotoroæ budet postroena krivaØ γ.

Opredelenie 2.15. Pust~ γ1(t1, t2) – aktivnaØ duga kruga B(wn,

4C2d(w_n)). Polosoæ aktivnogo sektora nazovem mnoßestvo S(t1, t_2|w_n), ØvlØ¸weesØ pereseqeniem sootvetstvu¸wego aktivnogo sektora i ob¨edineniØ krugov B(w, C_3d(w)), w ∈ γ_1(t_1, t_2); zdes~ C_3 =^{S2}_{3(1+4C2)}^{1−8C2}_{1−4C2} – postoØnnaØ iz predloßeniØ 2.14. Sredneæ linieæ polosy aktivnogo sektora nazovem mnoßestvo centrov otrezkov, obrazovannyh pereseqeniØmi radiusov sektora s polosoæ.

Pust~ t – verxina aktivnogo ugla, t.e. aktivnaØ toqka, leßawaØ na pereseqenii dvuh okrußnosteæ ∂B(w_n, 4C_2d(w_n)) i ∂B(w_k, 4C_2d(w_k)). Polosoæ aktivnogo ugla nazovem pereseqenie fftogo ugla s krugom B(t, C_3d(t)). Sredneæ linieæ polosy aktivnogo ugla nazovem okrußnost~ {w : |w − t| =^1_2 C_3d(t)}.

Vvedennye terminy pozvolØ¸t nam opredelit~ osnovnoæ ob¨- ekt naxego postroeniØ – krivu¸ γ_2, – kak ob¨edinenie vseh srednih liniæ polos aktivnyh sektorov i aktivnyh uglov.

Budet pokazano, qto γ_2 ØvlØetsØ ob¨edineniem dvuh ffkvivalentnyh dug, leßawih po raznye storony ot ishodnoæ krivoæ.

Iz opredeleniØ polos aktivnogo ugla ewe ne sleduet vypolnenie usloviæ sledstviØ 2.10, garantiru¸wego otdelimost~ toqek krivoæ γ_2, odnako, analog ocenki sohranØetsØ dlØ γ_2.

Predloßenie 2.16. KrivaØ γ2 udovletvorØet sledu¸wim uslovi-

Øm otdelimosti:

1) |w − t| ≥^{C3}_{2+C3} (d(w) + d(t)) dlØ l¸byh toqek w ∈ Γ, t ∈ γ_2;

140 A. M. KOTOQIGOV 2) dist (z, γ) ≥^{C3}_{2+C3} d(z).

Zdes~ z /∈ Γ, γ – komponenta krivoæ γ_2, otdelennaØ ot toqki z krivoæ Γ.

Dokazatel~stvo. Iz opredeleniØ krivoæ γ2 sleduet, qto suwe-

stvuet nomer m takoæ, qto na okrußnosti ∂B(w_m, 4C_2d(w_m)) naædetsØ toqka w_∗, dlØ kotoroæ |t − w_∗| =^1_2 C_3d(w_∗). Tak kak toqka

w_∗ nahoditsØ na ogiba¸weæ semeæstva krugov B(w_k, 4C_2d(w_k)) i,

znaqit, ne vhodit ni v odin iz krugov B(w_k, 3C_2d(w_k)), to dlØ toqek w, w_∗ vypolneny usloviØ sledstviØ 2.10. �to sostavlØet osnovu sledu¸weæ serii ocenok |w − t| ≥ |w − w_∗| − |w_∗ − t| ≥ ≥ C_3(d(w) + d(w_∗)) − 1 2 C_3d(w_∗) = = 1 2 C_3(d(w) + d(w_∗)) ≥ ≥ 1 2 C_3(d(w) + 1 1 +^{C3}2 d(t)) ≥ ≥ C_3 2 + C3 (d(w) + d(t)). PervaØ qast~ predloßeniØ dokazana.

VtoraØ ocenka sleduet iz pervoæ. Fiksiruem toqku z i naædem toqku t ∈ γ taku¸, qto |z−t| = dist(z, γ). Oboznaqim qerez w toqku pereseqeniØ otrezka [z, t] i krivoæ Γ. Togda ocenka pervoæ qasti sledstviØ garantiruet neravenstvo |z − t| = |z − w| + |w − t| ≥ |z − w| + C_3 2 + C3 (d(w) + d(t)) ≥ ≥ C_3 2 + C3 (|z − w| + d(w)). Qtoby zaverxit~ ocenku, predpoloßim dlØ opredelennosti, qto

d(w) = |w − z_1|. Togda spravedlivy neravenstva d(z) ≤ |z − z_1| ≤ |z − w| + |w − z_1| = |z − w| + d(w). Sledovatel~no, dist(z, γ) ≥ |z − t| ≥ C_3 2 + C3 d(z).

INTERPOL˚CI˚ V OBOBWENNO` POLOSE 141 Predloßenie dokazano.

Qtoby ubedit~sØ v tom, qto γ_2 – iskomaØ ffkvivalentnaØ duga, nado proverit~ uslovie Lavrent~eva. My prodelaem ffto po otdel~nosti dlØ “dlinnyh” i dlØ “korotkih” dug. Budet pokazano, qto polosy aktivnyh fflementov ne pereseka¸tsØ i, sledovatel~no, toqki na “dlinnyh” dugah (sredneæ linii polosy) dostatoqno horoxo razdeleny. DlØ “korotkih” dug budut provedeny prØmye vyqisleniØ, osnovannye na opredelenii krivoæ γ_2. V osnove dokazatel~stva leßit otmeqennoe vyxe prostoe svoæstvo aktivnoæ toqki kruga – ona ne moßet perekryvat~sØ krugami B(w_n, 4C_2d(w_n)). Snaqala rassmotrim, kak ffto proØvlØetsØ na aktivnyh radiusah.

Predloßenie 2.17. Esli radiusy dvuh krugov pereseka¸tsØ vo

vnutrenneæ toqke, to hotØ by odna iz dvuh koneqnyh toqek radiusov leßit vnutri kruga.

Sledstvie 2.18. Aktivnye sektora ne pereseka¸tsØ.

Predloßenie 2.19. Polosa aktivnogo sektora i polosa aktiv-

nogo ugla ne mogut imet~ obwih vnutrennih toqek.

Dokazatel~stvo. Predpoloßim, qto ffto utverßdenie neverno.

Pust~ w ∈ S(t_1, t_2|w_n) ∩ S(t|w_m, w_k) – obwaØ toqka polosy aktivnogo sektora i aktivnogo ugla. Iz naxih opredeleniæ sleduet, qto naædetsØ aktivnaØ toqka t_0 na duge sektora S(t_1, t_2|w_n), soderßaweæ toqku w.

Toqka t_0 dolßna nahodit~sØ blizko ot w. Esli by bylo |t_0 −

w| ≥ |t − w|, to t ∈ B(w_n, 4C_2d(w_n)), qto nevozmoßno dlØ aktivnoæ

toqki.

Rassmotrim sluqaæ |t_0 − w| < |t − w|. Zametim, qto toqka t_0 otdelena ot aktivnyh dug, ishodØwih iz toqki t, aktivnymi radiusami [w_m, t] i [w_k, t], inaqe odin iz nih pereseksØ by s aktivnym radiusom [w_n, t_0].

Pokaßem, qto duga Γ(w_m, w_k) obØzatel~no peresekaet otrezok

[t, t0]. ˚sno, qto ona obØzatel~no pereseqet prØmu¸, soderßa-

wu¸ fftot otrezok. No esli by pereseqenie prohodilo po luqu, ishodØwemu iz toqki t i ne soderßawemu toqki t_0, to aktivnye dugi, primyka¸wie k toqke t, popali by na vnutrenn¸¸ komponentu svØznosti krivoæ γ_0 i ne popali by v qislo

142 A. M. KOTOQIGOV aktivnyh dug. Analogiqnoe rassußdenie prohodit i v otnoxenii vtorogo luqa. Sledovatel~no, suwestvuet toqka w_0, prinadleßawaØ mnoßestvu Γ(w_m, w_k) ∩ [t, t_0]. Vospol~zuemsØ teper~ predloßeniem 2.14 dlØ togo, qtoby ocenit~ snizu dlinu otrezka [t, t0] : |t − t0| ≥ C3(d(t) + d(t0)). OstaetsØ zametit~, qto predpoloßenie o pereseqenii polos daet ocenku dliny togo ße otrezka sverhu, osnovannu¸ neposredstvenno na opredelenii polos: |t − t_0| ≤ |t − w| + |w − t_0| ≤ C3 2 (d(t) + d(t0)). Poluqennoe protivoreqie zaverxaet dokazatel~-

stvo predloßeniØ.

Predloßenie 2.20. Polosy aktivnyh uglov ne pereseka¸tsØ. Dokazatel~stvo. Predpoloßim, qto ffto neverno. Pust~ toq-

ka w leßit v pereseqenii polos aktivnyh vnutrennih uglov

S(t_1|w_{n1}, w_{m1} ) i S(t_2|w_{n2}, w_{m2} ). Pust~ ewœ, dlØ opredelennosti, |w − t_1| ≥ |w − t_2|. Iz opredeleniØ aktivnogo ugla vidno, qto krug {u : |u − w| < |w − t_1|} delitsØ otrezkami [t_1, w_{n1}], [t_1, w_{m1} ] na tri

komponenty svØznosti, priqem toqka w nahoditsØ v sredneæ komponente. Rassmotrim dve vozmoßnosti raspoloßeniØ toqki t_2. Esli toqki w i t_2 nahodØtsØ v raznyh komponentah svØznosti, to legko proverit~, qto toqka t_2 leßit vnutri kruga pokrytiØ s centrom v toqke w_{n1} ili w_{m1} , qto nevozmoßno dlØ aktivnoæ toqki. Esli ße toqki w i t_2 nahodØtsØ v odnoæ komponente svØznosti, to primenima shema dokazatel~stva predyduwego predloßeniØ. Tak ße, kak i tam, moßno dokazat~, qto krivaØ Γ(w_{n1}, w_{m1} ) peresekaet otrezok [t_1, t_2], i dalee poluqit~ protivoreqie, sravnivaØ ocenki dliny fftogo otrezka, osnovannye na predloßenii 2.14 i opredelenii 2.15. Predloßenie dokazano.

Pokaßem, qto opredelennaØ nami krivaØ γ_2 udovletvorØet uslovi¸ Lavrent~eva. Vnaqale proverim, qto dlØ dostatoqno horoxo otdelennyh toqek ffto uslovie nasleduetsØ ot ishodnoæ krivoæ Γ. S fftoæ cel~¸ my pokaßem, qto, esli duga krivoæ naqinaetsØ v diadiqeskom kol~ce s nomerom m_1 i zakanqivaetsØ v diadiqeskom kol~ce s nomerom m_2, to ona ne moßet popadat~ v kol~ca so slixkom malymi nomerami (t.e. uhodit~ slixkom daleko).

Predloßenie 2.21. Pust~ t1, t2 ∈ γ2, t∗ ∈ γ2(t1, t2). Togda nomera

m_j diadiqeskih kolec, dlØ kotoryh t_j ∈ K(m_j , 1), j = 1, 2, ∗, svØzany sootnoxeniem m − m_∗ ≤ 1 + log_2 C; zdes~ m = min{m_1, m_2}.

INTERPOL˚CI˚ V OBOBWENNO` POLOSE 143

Dokazatel~stvo. Dalee my sqitaem, qto m∗ ≤ m, tak kak v pro-

tivnom sluqae utverßdenie oqevidno. VsØkaØ toqka na krivoæ γ_2 prinadleßit polose aktivnogo sektora ili ugla i eæ estestvenno sootvetstvuet aktivnaØ duga. Esli my budem dvigat~sØ po krivoæ γ_2 ot toqki t_1 k toqke t_2 i brat~ pri fftom sootvetstvu¸wie aktivnye dugi, to v rezul~tate poluqim posledovatel~nost~ aktivnyh dug, leßawih na krivoæ γ_1 i obrazu¸wih dugu γ_1(v_1, v_2). Oboznaqim qerez {w_{np} }, p = 1, . . . , r, centry krugov, kotorym prinadleßat ffti aktivnye dugi, priqem numerovat~ ih budem v porØdke sledovaniØ aktivnyh dug. Togda t_j ∈ B(w_{nj} , 4C_2d(w_{nj} )),

j = 1, ∗, r. Predpoloßim dlØ opredelennosti, qto n_1 < n_2.

Rassmotrim vnaqale sluqaæ, kogda n_1 < n_∗ < n_2. �to uslovie obespeqivaet vypolnenie ravenstva |Γ(w_{n1}, w_{nr} )| = |Γ(w_{n1}, w_{n�})| + |Γ(w_{n�}, w_{nr} )|. Togda 2^{−m}+1|z1 − z2| ≥ |w_{n1} − w_{nr} | ≥ C1|Γ(w_{n1}, w_{nr} )| = = C1 (|Γ(w_{n1}, w_{n�})| + |Γ(w_{n�} , w_{nr} )|) ≥

≥ C_1 (|w_{n1} − w_{n�} | + |w_{n�} − w_{nr} |) ≥ 2C_12^{−m�} |z_1 − z_2|.

Sledovatel~no, m − m_∗ ≤ 1 − log_2 C_1, (C_1 = C^{−1}).

Rassmotim sluqaæ, kogda n_∗ < n_1 < n_2. Naxe rassußdenie budet osnovano na tom, qto krivaØ Γ ne imeet samopereseqeniæ i ne moßet peresekat~sØ s krivoæ γ_1(v_1, v_2) vvidu usloviæ otdelimosti. A s drugoæ storony, naxe predpoloßenie govorit o naliqii petli meßdu nimi. V “zazor” meßdu γ_1(v_1, v_2) i Γ(w_{n1} , w_{n2}) krivaØ Γ moßet pronikat~ tol~ko qerez aktivnye radiusy (w_{n1} , v_1), (w_{n2} , v_2). Poskol~ku toqki w_n raspolaga¸tsØ na krivoæ Γ dostatoqno qasto, my vidim, qto hotØ by v odnom iz krugov B(w_{n1} , 4C_2d(w_{n1})), B(w_{n2} , 4C_2d(w_{n2})) naædetsØ toqka s malen~kim nomerom w_p, p < n_∗ (ved~ krivaØ Γ dolßna kogdato vpervye voæti v “zazor”). Teper~ my moßem povtorit~ rassußdenie pervoæ qasti dokazatel~stva primenitel~no k toqkam

w_p, w_{n�} , w_{n2} (ili w_{n1} ) i poluqit~ trebuemu¸ ocenku. Sluqaæ,

kogda n_1 < n_2 < n_∗, rassmatrivaetsØ analogiqno. Predloßenie dokazano.

144 A. M. KOTOQIGOV

Sledstvie 2.22. Esli dlØ pary toqek t1, t2 na krivoæ γ2 vypol-

neno neravenstvo |t_1 − t_2| ≥ C_4(d(t_1) + d(t_2)), to

|γ_2(t_1, t_2)| ≤ 72πCC^{−1}_4 C^{−4}_2 ( C_2 + πC_3 1 − 4C2 ) |t_1 − t_2|;

zdes~ C – postoØnnaØ iz usloviØ Lavrent~eva dlØ krivoæ Γ.

Dokazatel~stvo. Pust~ t1 ∈ K(m1, 1), t2 ∈ K(m2, 1). Togda

iz predloßeniØ 2.21 sleduet, qto duga krivoæ γ_2(t_1, t_2) leßit v ob¨edinenii diadiqeskih kolec ⋃ m>M K(m, 1), gde M = min{m1, m2} − 1 − log C. Opredelenie 2.15, sledstvie 2.17 i pred-

loßeniØ 2.18, 2.19 garantiru¸t, qto krivaØ γ_2(t_1, t_2) leßit v diz¨¸nktnom ob¨edinenii polos aktivnyh sektorov i uglov. Rassmotrim mnoßestvo vseh krugov B(w_n, 4C_2d(w_n)), soderßawih toqki krivoæ γ_2(t_1, t_2). Kaßdyæ iz nih peresekaetsØ hotØ by s odnim iz diadiqeskih kolec K(m, 1) pri m > M . V predloßenii 2.9 (punkt 7) pokazano, qto takoe kol~co moßet peresekat~sØ ne bolee, qem s 9C^{−4}_2 krugami. Soglasno predloßeni¸ 2.12 (punkt 3) kaßdyæ krug moßet imet~ na svoeæ granice ne bolee 2π(^{1+4C2}_{1−4C2} +^1_2 ) aktivnyh dug. Iz opredeleniØ 2.15 vidno, qto summa vseh dug krivoæ, vhodØwih v aktivnye sektora kruga B(w_n, 4C_2d(w_n)), ne prevoshodit 8πC_2d(w_n), a dlina qasteæ, vhodØwih v kaßdyæ aktivnyæ ugol, ne bol~xe πC_3d(w_n), priqem qislo takih uglov ne prevoshodit 4π(^{1+4C2}_{1−4C2} +^1_2 ). S uqetom togo, qto d(w_n) ≤ 2^{−m}|z_1 −z_2| v kol~ce K(m, 1), dlina qasti krivoæ γ_2(t_1, t_2) v fftom kol~ce ne prevoshodit qisla

72πC^−42 ( C_2 + πC_3 1 − 44C2 ) 2^{−m}|z1 − z2|. SummiruØ po vsem kol~cam, poluqim ocenku

|γ_2(t_1, t_2)| ≤ 72πC^{−4}_2 ( C_2 + πC_3 1 − 4C2 ) 2^{−M}+1|z1 − z2| ≤ ≤ 72πC^{−4}_2 ( C_2 + πC_3 1 − 4C2 ) C2^{−m�+1}|z_1 − z_2|;

zdes~ m_∗ = min{m_1, m_2}. OstaetsØ zametit~, qto po uslovi¸ |t_1 −

t_2| ≥ C_4(d(t_1) + d(t_2)) i, sledovatel~no, |t_1 − t_2| ≥ C_42^{−m�+1}|z_1 − z_2|,

t.e.

|γ_2(t_1, t_2)| ≤ 72πC^{−4}_2 ( C_2 + πC_3 1 − 4C2 ) CC^{−1}_4 |t_1 − t_2|.

INTERPOL˚CI˚ V OBOBWENNO` POLOSE 145 Sledstvie dokazano.

Pokaßem teper~, qto, esli dve toqki na krivoæ γ_2 dostatoqno blizki, to struktura krivoæ horoxo kontroliruetsØ, i uslovie Lavrent~eva dlØ takoæ pary vypolnØetsØ.

Predloßenie 2.23. Esli para toqek t1, t2 ∈ γ2 udovletvorØet

neravenstvu

|t_1 − t_2| ≤

C_3 16C (d(t1) + d(t2)),

to dlØ fftih toqek vypolneno uslovie Lavrent~eva |γ_2(t_1, t_2)| ≤ π √ 2|t1 − t2|. Dokazatel~stvo. Pokaßem vnaqale, qto dlina krivoæ γ2 vnutri

aktivnogo ugla ne moßet byt~ slixkom mala. Pust~ u_1, u_2 – koneqnye toqki dugi γ_2 vnutri S(t|w_n, w_m). Po opredeleni¸ |t − w_n| = 4C_2d(w_n), |t − w_m| = 4C_2d(w_m). Po predloßeni¸ 2.9 (punkt 6) |w_n − w_m| ≥ C^2_1 (d(w_n) + d(w_m)). Pust~ R – radius okrußnosti, opisannoæ vokrug treugol~nika s verxinami t, w_n, w_m, togda |w_n − w_m| = 2R sin α, gde α = ∠w_ntw_m. ˚sno, qto R < |t − w_n| + |t − w_m| < 4C_2(d(w_n) + d(w_m)), t.e.

sin α = |w_n − w_m| 2R ≥ C^2_1 (d(w_n) + d(w_m)) 4C2(d(w_n) + d(w_m)) = 1 2C (2.4)

i, sledovatel~no, |γ_2(u_1, u_2)| = α^{C3}_2 d(t) ≥^{C3}_{4C} d(t).

Dokaßem teper~, qto esli t ∈ γ_2, to krug B(t,^{C3}_{8C} (1 −^{C3}_2 )) soderßitsØ v ob¨edinenii polosy odnogo aktivnogo sektora i dvuh polos sosednih aktivnyh uglov. Po postroeni¸, aktivnye ugly i sektora qeredu¸tsØ, pofftomu dostatoqno proverit~, qto takoæ krug ne moßet peresekat~ oba graniqnyh radiusa aktivnogo ugla. Toqka t ∈ γ_2, prinadleßawaØ aktivnomu uglu, leßit na okrußnosti radiusa^{C3}_2 d(t_∗) (zdes~ t_∗ – verxina aktivnogo ugla). Naibol~xee iz rasstoØniæ ot toqki t do granic sektora ne moßet byt~ men~xe veliqiny^{C3}_2 d(t_∗) sin^α_2 , gde α – ugol pri verxine sektora. Ocenka (2.4) pokazyvaet, qto ffto rasstoØnie

146 A. M. KOTOQIGOV bol~xe, qem^{C3}_{8C} (1 −^{C3}_2 ). Sledovatel~no, pri l¸bom vybore toqki t krug B(t,^{C3}_{8C} (1 −^{C3}_2 )) ne moßet peresekat~ oba graniqnyh radiusa aktivnogo ugla.

Provedem ocenki dlin dug krivoæ γ_2, leßawih v odnom aktivnom fflemente. Pust~ u_1, u_2 ∈ γ_2 ∩ S(t|w_n, w_m), zdes~ my prosto ocenivaem dlinu dugi qerez dlinu stØgiva¸weæ ee hordy:

|γ_2(u_1, u_2)| ≤^π_2 |u_1 − u_2|. Rassmotrim sluqaæ aktivnogo sektora u_1, u_2 ∈ γ_2 ∩ S(t_1, t_2|w_n), na fftot raz duga krivoæ γ_2 leßit meßdu

dvuh okrußnosteæ { |z −w_n| = 4C_2d(w_n)− C_3 2 d(t_1) } i { |z −w_n| = 4C_2d(w_n)− C_3 2 d(t_2) } , priqem izmenØetsØ oqen~ plavno. Predyduwie ocenki ostanutsØ spravedlivy v fftom sluqae, esli my udvoim postoØnnu¸ v neravenstve, t.e. |γ_2(u_1, u_2)| ≤ π|u_1 − u_2|.

Pereædem k proverke usloviØ Lavrent~eva dlØ toqek t_1, t_2 ∈ γ_2, udovletvorØ¸wih uslovi¸

|t_1 − t_2| ≤

C_3 16C (d(t1) + d(t2)).

Predpoloßim dlØ opredelennosti, qto d(t_1) ≥ d(t_2). Togda, ispol~zuØ ocenku iz predloßeniØ 2.7, poluqim, qto

t_1, t_2 ∈ γ_2 ∩ B ( t_1,

C_3 8C ( 1 − C_3 2 ) d(t_1) ) . Kak bylo dokazano, krug B ( t_1,^{C3}_{8C} ( 1 −^{C3}2 ) d(t_1) ) leßit v ob¨edinenii ne bolee qem treh sosednih aktivnyh fflementov. Radius kruga dostatoqno mal, i moßno utverßdat~, qto krug pomewaetsØ v ob¨edinenii polos teh aktivnyh fflementov, kotorye on peresekaet. Sledstvie 2.18, predloßeniØ 2.19 i 2.20 garantiru¸t, qto polosy ne mogut imet~ obwih vnutrennih toqek, pofftomu toqki t_1 i t_2 leßat na sredneæ linii treh polos, s kotorymi peresekaetsØ krug. Razob~em dugu γ_2(t_1, t_2) toqkami, leßawimi na pereseqeniØh s radiusami aktivnyh fflementov. Oboznaqim ffti toqki qerez u_1, u_2. ObrazovavxiesØ pri fftom qasti dugi (tri ili men~xe) udovletvorØ¸t uslovi¸ Lavrent~eva s postoØnnoæ π. Provedem v toqkah stykovki po pare vzaimno perpendikulØrnyh liniæ, dlØ kotoryh aktivnye radiusy ØvlØ¸tsØ bissektrisami i takih, qto qasti dugi leßat kaßdaØ v svoem

INTERPOL˚CI˚ V OBOBWENNO` POLOSE 147 kvadrante. �to razdelenie garantiruet vypolnenie neravenstv tipa |t_1 − u_1| + |u_1 − u_2| ≤ √ 2|t1 − u2| i, okonqatel~no,

|γ_2(t_1, t_2)| = |γ_2(t_1, u_1)| + |γ_2(u_1, u_2)| + |γ_2(u_2, t_2)| ≤

≤ π|t_1 − u_1| + |u_1 − u_2| + |u_2 − t_2| ≤ π √ 2|t1 − t2|. Predloßenie dokazano.

Zaverxenie dokazatel~stva teoremy 2.1. DlØ l¸byh toqek z1,

z_2 ∈ Γ my moßem postroit~ kontur γ_2 (opredelenie 2.15). Razde-

lim fftot kontur na dve dugi toqkami z_1, z_2 i oboznaqim odnu iz nih qerez γ. Iz predloßeniØ 2.23 i sledstviØ 2.22, v kotorom my voz~mem v kaqestve postoØnnoæ C_4 =^{C3}_{16C} , my poluqaem, qto krivaØ γ udovletvorØet uslovi¸ Lavrent~eva s postoØnnoæ

C_5 = 3^32^6π 3C2 2C3 C^{−4}_2 ( C_2 + πC_3 1 − 4C2 ) . Nado proverit~, qto krivaØ γ_3 = γ ∪ Γ(z_1, z_2) toße udovletvorØet uslovi¸ Lavrent~eva. Uslovie teoremy i predyduwee rassußdenie garantiru¸t vypolnenie fftogo usloviØ dlØ par toqek, prinadleßawih Γ(z_1, z_2) ili γ. OstaetsØ rassmotret~ sluqaæ, kogda t_1 ∈ Γ(z_1, z_2), t_2 ∈ γ. PolagaØ dlØ opredelennosti, qto kratqaæxaØ duga prohodit qerez toqku z_1, my moßem garantirovat~ neravenstva

|γ_3(t_1, t_2)| = |Γ(t_1, z_1)| + |γ(z_1, t_2)| ≤

≤ C|t_1 − z_1| + C_5|z_1 − t_2| ≤ C_5(d(t_1) + d(t_2)) ≤ C_5C|t_1 − t_2|.

Poslednee neravenstvo vzØto iz predloßeniØ 2.3. T.e. postoØnnaØ Lavret~eva dlØ krivoæ γ_3 ne prevoshodit C_5C.

Provedem takie ße ocenki dlØ krivoæ γ_4 = γ ∪ Γ \ Γ(z_1, z_2). Edinstvennoe otliqie zdes~ sostoit v neobhodimosti osobo rassmotret~ sluqaæ, kogda duga γ leßit meßdu toqek t_1 i t_2. Togda

|γ_4(t_1, t_2)| = |Γ(t_1, z_1)| + |γ| + |Γ(z_2, t_2)| ≤

≤ C|t_1 − z_1| + C_5|z_1 − z_2| + C|z_2 − t_2| ≤

≤ C_5|Γ(t_1, t_2)| ≤ CC_5|t_1 − t_2|.

Sledovatel~no, obe krivye udovletvorØ¸t uslovi¸ Lavrent~eva s postoØnnoæ ne vyxe C^2C_5 ≤ 9^42^{17}πC^9.

148 A. M. KOTOQIGOV

OstaetsØ proverit~ ocenku d(z) ≤ const dist (z, γ) dlØ l¸boæ toqki z, otdelennoæ ot dugi γ krivoæ Γ. DlØ fftogo dostatoqno soslat~sØ na predloßenie 2.16 (punkt 2), gde ustanovleno takoe neravenstvo s const =^{2+C3}_{C3} ≤^{24C2}_{C−1} . Teorema dokazana.

§3. Metod razbieniØ obobwennoæ polosy na oblasti Lavrent~eva

Pokaßem, qto obobwennaØ polosa dopuskaet ravnomernoe razbienie na oblasti Lavrent~eva.

Teorema 3.1. ObobwennaØ polosa S dopuskaet razbienie na pod-

mnoßestva {S_n} takie, qto 1) S = ∪S_n, Int (S_n) ∩ Int (S_m) = ?; 2) inf_n diam S_n > 0;

3) kaßdaØ iz oblasteæ S_n udovletvorØet uslovi¸ Lavrent~eva s postoØnnoæ max { 2(C + 1)2 + 1, 2 √ 2(3C+1) C0 } ; 4) v kaßdom iz mnoßestv S_n suwestvuet duga J ⊂ ∂S_n∩∂S takaØ, qto |∂S_n| ≤ 2 √ 2(1 + 3C)|J|.

Zdes~ i dalee v hode dokazatel~stva teoremy qerez C i C_0 my oboznaqaem postoØnnye, vvedennye v opredelenii 1.1 obobwennoæ polosy. DlØ oboznaqeniØ dugi na granice oblasti S_n, stØgiva¸weæ toqki z_1 i z_2, my budem pol~zovat~sØ simvolom

J(z_1, z_2, S_n). Kak i v predyduwem razdele, my ne budem privodit~

dokazatel~stv utverßdeniæ v teh sluqaØh, kogda oni ØvlØ¸tsØ qisto tehniqeskimi.

DlØ opisaniØ razbieniØ my vvedem neobhodimu¸ terminologi¸. Qasti granicy komponenty, sovpada¸wie s graniceæ obobwennoæ polosy S, budem nazyvat~ vnexnimi, a ostal~nye – vnutrennimi qastØmi granicy.

DlØ udobstva ssylok vvedem nazvanie dlØ razbieniØ, opisannogo v teoreme.

Opredelenie 3.2. Posledovatel~nost~ mnoßestv {Sn}, oblada-

¸wu¸ svoæstvami (1)–(4) iz teoremy 3.1, budem nazyvat~ regulØrnym razbieniem na komponenty polosy S.

Postroenie razbieniØ proædet v neskol~ko fftapov. Naqnem my s trivial~nogo rexeniØ fftoæ zadaqi dlØ standartnoæ polosy.

INTERPOL˚CI˚ V OBOBWENNO` POLOSE 149 Podelim standartnu¸ polosu na kvadraty K_j = {z : j < Re z <

j + 1, 0 < Im z < 1}.

Opredelenie 3.3. Nazovem razbieniem pervogo pokoleniØ {S^{(1)}n }

mnoßestvo vseh komponent svØznosti, voznika¸wih pri pereseqenii obobwennoæ polosy S s kvadratami K_j .

Glavnyæ nedostatok takogo razbieniØ – vozmoßnost~ poØvleniØ skol~ ugodno malyh komponent. Naxi usiliØ budut napravleny na ob¨edinenie “malen~kih” komponent s “bol~ximi” tak, qtoby v hode ob¨edineniØ ne poØvlØlos~ slixkom dlinnyh cepoqek ob¨edinennyh komponent.

Vvedem klassifikaci¸ komponent razbieniØ.

Opredelenie 3.4. Komponentu razbieniØ nazovem transversal~-

noæ, esli vnutrennie qasti ee granicy ime¸tsØ na obeih vertikal~nyh storonah kvadrata, vnutri kotorogo ona leßit. Ostal~- nye komponenty nazovem odnostoronnimi. Dve komponenty budem nazyvat~ sosednimi, esli u nih imeetsØ obwiæ otrezok vnutrenneæ granicy. Cep~¸ odnostoronnih komponent nazovem ob¨- edinenie mnoßestva odnostoronnih komponent takoe, qto l¸bye dve iz nih moßno soedinit~ posledovatel~nost~¸ poparno sosednih komponent, vhodØwih v cep~. Maksimal~noæ cep~¸ my budem nazyvat~ cep~, kotoraØ ne imeet sosednih odnostoronnih komponent.

Transversal~nye komponenty sostavØt bazu iskomogo razbieniØ (ih “diametr” poqti raven 1). Razmer odnostoronnih komponent ne ograniqen snizu, i vse oni budut prisoedineny k podhodØwim transversal~nym komponentam. Sledu¸wie prostye svoæstva komponent vaßny dlØ dal~neæxih postroeniæ.

Predloßenie 3.5. 1) Maksimal~naØ cep~ raspolagaetsØ “vdol~”

odnogo vertikal~nogo otrezka (storony kvadrata K_j ). 2) Maksimal~naØ cep~ na svoeæ granice imeet hotØ by odin vnutrenniæ fflement granicy (svØznost~ polosy S).

3) Po l¸bomu fflementu svoeæ vnutrenneæ granicy maksimal~naØ cep~ sosedstvuet s transversal~nym fflementom.

Opredelenie 3.6. Sformiruem razbienie vtorogo pokoleniØ

{S^{(2)}n } po sledu¸wim pravilam:

150 A. M. KOTOQIGOV 1) ob¨edinim odnostoronnie komponenty vnutri kaßdogo maksimal~nogo semeæstva, 2) kaßdoe takoe semeæstvo ob¨edinim s sosedneæ transversal~- noæ komponentoæ; esli takih komponent neskol~ko, to vyberem komponentu s naimen~xim nomerom, 3) prisoedinim k tomu, qto poluqilos~, vse ne zadeæstvovannye na vtorom fftape transversal~nye fflementy i zanovo perenumeruem poluqennye mnoßestva. �to i est~ razbienie vtorogo pokoleniØ.

Predloßenie 3.7. 1 ≤ diam S^{(2)}n ≤ 3.

Predloßenie 3.8. DlØ l¸boæ komponenty razbieniØ vtorogo po-

koleniØ vypolneny neravenstva 2 < |∂S(2)_n | < 2 + 6C. Pokaßem teper~, qto dlØ nekotoroæ qasti graniqnyh dug uslovie Lavrent~eva vypolnØetsØ. S fftoæ cel~¸ rassmotrim po otdel~nosti razliqnye varianty razmeweniØ koneqnyh toqek du- gi: 1) dve toqki na vnexneæ granice komponenty, 2) dve toqki na vnutrenneæ granice, 3) odna toqka na vnexneæ granice, vtoraØ na vnutrenneæ granice.

My pokaßem, qto v pervyh dvuh sluqaØh uslovie Lavrent~eva vypolnØetsØ. V tret~em sluqae fftogo nel~zØ garantirovat~, no moßno pokazat~, qto toqki vnexneæ granicy ne mogut nahodit~sØ blizko ot vnutrenneæ granicy s obeih storon. �to daet vozmoßnost~ “ispravit~” vnutrenn¸¸ granicu tak, qto uslovie Lavrent~eva budet vypolneno i dlØ par toqek tret~ego tipa. Pri fftom ocenki dlØ par toqek pervogo i vtorogo tipa sohranØtsØ.

Predloßenie 3.9. Pust~ z1, z2 – toqki na vnexneæ granice kom-

ponenty razbieniØ S^{(2)}n , togda dlØ nih vypolneno neravenstvo

|J(z_1, z_2, S^{(2)}_n )| ≤

2 + 6C

C_0

|z_1 − z_2|;

zdes~ C i C_0 – postoØnnye iz opredeleniØ obobwennoæ polosy.

Pereædem k rassmotreni¸ vtorogo sluqaØ – obe toqki na vnutrennih uqastkah granicy komponenty.

INTERPOL˚CI˚ V OBOBWENNO` POLOSE 151

Predloßenie 3.10. Pust~ z1, z2 – toqki na vnutrenneæ granice

komponenty razbieniØ S^{(2)}n , togda dlØ nih vypolneno neravenstvo

|J(z_1, z_2, S^{(2)}_n )| ≤

2 + 6C

C_0 |z_1 − z_2|. Dokazatel~stvo. Po postroeni¸ komponenty razbieniØ vnu-

trennie qasti ee granicy mogut poØvlØt~sØ tol~ko na vertikal~- nyh storonah kvadrata K_j , soderßawego transversal~nu¸ qast~ komponenty. Esli toqki nahodØtsØ na raznyh storonah kvadrata, to rasstoØnie meßdu nimi ne men~xe 1 i v silu predloßeniØ 3.8

|z_1 − z_2| ≥ 1 2 + 6C |∂S^{(2)}_n | ≥ 1 2 + 6C

|J(z_1, z_2, S^{(2)}_n )|.

Rassmotrim drugu¸ vozmoßnost~, kogda obe toqki leßat na odnoæ storone kvadrata. Iskl¸qim trivial~nyæ sluqaæ, kogda obe toqki nahodØtsØ na odnom otrezke.

Pust~ toqki leßat na raznyh otrezkah (odnoæ storony kvadrata). Togda oboznaqim qerez z^′_1 graniqnu¸ toqku otrezka, otveqa¸wego toqke z_1, blißaæxu¸ k toqke z_2. Analogiqno opredelim toqku z^′_2. Esli z^′_1 i z^′_2 leßat na raznyh krivyh Γ_k, to, povtorØØ taku¸ ße qast~ dokazatel~stva predloßeniØ 3.9 i ispol~zuØ to, qto otrezki [z_1, z^′_1], [z_2, z^′_2] sostavlØ¸t qast~ granicy komponenty S^{(2)}n , poluqim

|z_1 − z_2| = |J(z_1, z^′_1, S^{(2)}_n )| + |z^′_1 − z^′_2| + |J(z_2, z^′_2, S^{(2)}_n )| ≥

⩾ |J(z_1, z^′_1, S^{(2)}_n )| +

C_0 2 + 6C

|J(z^′_1, z^′_2, S^{(2)}_n )| + |J(z_2, z^′_2, S^{(2)}_n )| ≥ ⩾ C_0 2 + 6C

|J(z_1, z_2, S^{(2)}_n )|.

Esli ße toqki z^′_1 i z^′_2 leßat na odnoæ krivoæ, to

|z_1 − z_2| ≥ |z^′_1 − z^′_2| ≥ S^{−1}|J(z^′_1, z^′_2, S^{(2)}_n )|;

zdes~ my ispol~zovali to, qto toqki z^′_1 i z^′_2 leßat na lipxicevoæ krivoæ. TrebuemaØ ocenka poluqitsØ teper~, kak i v predxestvu¸wem sluqae, na osnovanii ravenstva

|J(z_1, z_2, S^{(2)}_n )| = |z_1 − z^′_1| + |z_2 − z^′_2| + |J(z^′_1, z^′_2, S^{(2)}_n )|.

152 A. M. KOTOQIGOV

Poslednee predpolagaet, qto kratqaæxaØ duga, soedinØ¸waØ toqki z^′_1 i z^′_2 na granice S^{(2)}n , soderßitsØ vnutri analogiqnoæ dugi, otveqa¸weæ pare toqek z_1 i z_2. �ta ogovorka ne umalØet obwnosti, tak kak v protivnom sluqae dlina obeih kratqaæxih dug ffkvivalentna dline granicy vseæ komponenty, i neravenstvo ostaetsØ spravedlivym. Predloßenie dokazano.

Kak bylo otmeqeno, v sluqae, kogda toqki leßat na raznyh qastØh granicy komponenty, uslovie Lavrent~eva moßet byt~ naruxeno, i nam predstoit “ispravit~” sootvetstvu¸wie uqastki vnutrenneæ granicy. �to potrebuet izuqeniØ svoæstv otrezkov vnutrenneæ granicy komponent, k kotoromu my seæqas i perehodim. Napomnim, qto, po postroeni¸, otrezok vnutrenneæ granicy – ffto otrezok na vertikal~noæ storone kvadrata iz semeæstva

{K_j }, obrazovannyæ pereseqeniem storony s polosoæ S. Qast~

fftih otrezkov “isqezaet” pri formirovanii komponent vtorogo pokoleniØ, a vse ostavxiesØ ØvlØ¸tsØ uqastkami stykovki pary sosednih komponent razbieniØ S^{(2)}n , S^{(2)}m . Rassmotrim predvaritel~no nekotorye svoæstva vnutrennih granic.

Predloßenie 3.11. Dlina l¸bogo vnutrennego otrezka granicy

l¸boæ iz komponent S^{(2)}n bol~xe, qem min{C_0,^2_C }.

Sledstvie 3.12. Qislo otrezkov vnutrenneæ granicy komponen-

ty S^{(2)}n ne prevoshodit veliqiny max{C(3C + 1),^{2(3C+1)}_{C0} }.

Pereædem k opisani¸ terminov, kotorye pozvolØt vyØsnit~, kakie iz uqastkov otrezkov vnutrenneæ granicy dolßny byt~ modificirovany, i kak moßno realizovat~ trebuemu¸ modifikaci¸. ObsußdaemaØ niße konstrukciØ opiraetsØ na to obsto- Øtel~stvo, qto uslovie Lavrent~eva zaprewaet toqkam sosednih komponent odnovremenno priblißat~sØ k otrezku vnutrenneæ granicy.

Faktiqeski my zamenim vnutrennie otrezki granicy na vspomogatel~nye dugi, oblada¸wie nußnymi metriqeskimi svoæstvami.

Opredelenie 3.13. Pust~ [z1, z2] – otrezok vnutrenneæ grani-

cy komponenty razbieniØ. Blißneæ zonoæ otrezka nazovem ob¨- edinenie dvuh mnoßestv: pravoæ blißneæ zony R(z_1, z_2) i levoæ blißneæ zony L(z_1, z_2), kaßdaØ iz kotoryh ØvlØetsØ ravnobedrennym treugol~nikom s osnovaniem [z_1, z_2] i uglom pri osnovanii

INTERPOL˚CI˚ V OBOBWENNO` POLOSE 153

α = 2 arcsin(1/(S + 1)).

Ne umalØØ obwnosti moßno sqitat~, qto blißnie zony razliqnyh otrezkov diz¨¸nktny. DlØ otrezkov, nahodØwihsØ na odnoæ storone kvadrata K_j, ffto oqevidno, a dlØ otrezkov, nahodØwihsØ na raznyh storonah, pereseqenie vozmoßno tol~ko pri

α > π/4. UveliqivaØ pri neobhodimosti postoØnnu¸ C, my is-

kl¸qim pereseqeniØ.

BlißnØØ zona predstavlØet interes, tak kak esli dve toqki

z_∗,z^∗ leßat na ∂S i toqka z_1 leßit meßdu nimi, to vozmoßnosti

ih sblißeniØ suwestvenno ograniqeny. Koliqestvennoe vyraßenie fftogo obstoØtel~stva soderßitsØ v sledu¸wem predloßenii.

Predloßenie 3.14. Pust~ toqki z∗, z, z^∗ takovy, qto ugol pri

verxine z obrazovannogo fftimi toqkami treugol~nika raven β, β > α > 0. Togda vypolneno neravenstvo C_1|z_∗ − z^∗| ≥ |z_∗ − z| + |z − z^∗|, gde C_1 = max{2,^1_{sin} α_2 }.

Vvedem teper~ terminologi¸, s pomow~¸ kotoroæ budet dano opisanie modifikacii granicy.

Opredelenie 3.15. Toqku z, leßawu¸ na granice komponenty,

primyka¸weæ k otrezku vnutrenneæ granicy [z_1, z_2], nazovem kritiqeskoæ, esli ona popadaet v blißn¸¸ zonu otrezka. Taku¸ toqku budem nazyvat~ pravoæ (levoæ) kritiqeskoæ toqkoæ, esli

Re(z − z1) > 0(< 0).

Opredelim krug kritiqeskoæ toqki {w : |w − z| < d(z) sin(α/2)}, zdes~ d(z) = min(|z − z_1|, |z − z_2|), α – postoØnnaØ iz opredeleniØ blißneæ zony (napomnim, qto v fftom sluqae sin(α/2) = 1/(C + 1)). DlØ opisaniØ modifikacii granicy nam potrebuetsØ segment kritiqeskoæ toqki {w : |w − z| < d(z) sin(α/2), Re(w − z_1) Re(z − z_1) < 0}. Zametim, qto kritiqeskie toqki – v toqnosti te, dlØ kotoryh segment nepust. S drugoæ storony, iz opredeleniØ blißneæ zony sleduet, qto l¸boæ segment kritiqeskoæ toqki soderßitsØ vnutri nee.

Predloßenie 3.16. Pust~ z – kritiqeskaØ toqka komponenty

S^{(2)}_n , sosedstvu¸weæ s komponentoæ S^{(2)}_m . Togda segment toqki z peresekaetsØ s graniceæ komponenty S^{(2)}m tol~ko po toqkam obwego otrezka vnutrenneæ granicy.

154 A. M. KOTOQIGOV

Sledstvie 3.17. Krugi levyh i pravyh kritiqeskih toqek (odnogo

otrezka) ne pereseka¸tsØ.

Dokazatel~stvo. ˚sno, qto esli kritiqeskie toqki prinadle-

ßat raznym otrezkam, to ih krugi ne pereseka¸tsØ. Pust~ z_∗ i

z^∗ – pravaØ i levaØ kritiqeskie toqki otrezka [z_1, z_2]. Moßno

sqitat~, qto obe kritiqeskie toqki nahodØtsØ bliße k odnomu iz koncov otrezka, naprimer, k z_1 (inaqe rassmatrivaemoe utverßdenie oqevidno). RassußdaØ dalee, kak v dokazatel~stve predloßeniØ 3.16, my poluqim, qto |J(z_∗, z^∗, Γ_k)| ≥ |z_∗ −z_1|+|z_1 −z^∗|, a s drugoæ storony, iz opredeleniØ kruga kritiqeskoæ toqki sleduet, qto veliqina |z_∗ −z^∗| slixkom mala i uslovie Lavrent~eva naruxeno. Utverßdenie dokazano.

V okrestnosti toqek, leßawih v blißneæ zone otrezka, otrezok vnutrenneæ granicy neobhodimo modificirovat~. Opixem oblast~, vnutri kotoroæ budet proishodit~ ffta modifikaciØ.

Opredelenie 3.18. Treugol~nik kritiqeskoæ toqki – ravnobe-

drennyæ treugol~nik s osnovaniem, sovpada¸wim s osnovaniem segmenta fftoæ toqki, i vysotoæ, ravnoæ polovine vysoty segmenta. Zonoæ variacii otrezka vnutrenneæ granicy [z_1, z_2] nazovem ob¨edinenie dvuh ravnobedrennyh treugol~nikov s osnovaniem

[z1, z2] i uglami pri osnovanii α/4, gde α iz opredeleniØ 3.13 bliß-

neæ zony.

Otmetim vaßnoe dlØ dal~neæxih postroeniæ obstoØtel~stvo: osnovaniØ segmentov pravyh i levyh kritiqeskih toqek ne pereseka¸tsØ, tak kak soglasno sledstvi¸ 3.17 ne pereseka¸tsØ krugi takih kritiqeskih toqek.

Opredelenie 3.19. Lokal~naØ modifikaciØ otrezka vnutrenneæ

granicy, otveqa¸waØ kritiqeskoæ toqke z – ffto mnoßestvo I(z), poluqennoe iz otrezka vnutrenneæ granicy, u kotorogo osnovanie treugol~nika kritiqeskoæ toqki zameneno na ego bokovye storo- ny. Oboznaqim qerez IR(z_1, z_2) “pravu¸” ogiba¸wu¸ vseh lokal~nyh modifikaciæ pravyh kritiqeskih toqek otrezka, analogiqno opredelim IL(z_1, z_2) – “levu¸” ogiba¸wu¸. ModifikaciØ otrezka vnutrenneæ granicy (z_1, z_2) – ffto lomanaØ liniØ I(z_1, z_2), poluqennaØ putem udaleniØ iz IR(z_1, z_2) ∪ IL(z_1, z_2) vseh otrezkov, ØvlØ¸wihsØ osnovaniØmi treugol~nikov kritiqeskih toqek.

INTERPOL˚CI˚ V OBOBWENNO` POLOSE 155 Opredelenie modifikacii korrektno, poskol~ku soglasno sdelannomu vyxe zameqani¸ osnovaniØ treugol~nikov pravyh i levyh kritiqeskih toqek ne pereseka¸tsØ. Vybor takogo sposoba modifikacii granicy opravdyvaetsØ sledu¸wim ee svoæstvom, kotoroe po suwestvu garantiruet otsutstvie u komponent slixkom uzkih perexeækov.

Predloßenie 3.20. Pust~ [z1, z2] – otrezok vnutrenneæ granicy

komponenty S^{(2)}n , z – kritiqeskaØ toqka na granice S^{(2)}n , primyka¸waØ k fftomu otrezku. Pust~, dalee, z_∗ – toqka na modificirovannom otrezke I(z_1, z_2). Togda spravedlivo neravenstvo |z − z_1| ≤ √ 2(C + 1)|z − z_∗|. Ustanovim ewe odno vaßnoe svoæstvo vvedennoæ modifikacii.

Pokaßem, qto krivaØ, voznika¸waØ pri modifikacii otrezka, udovletvorØet uslovi¸ Lavrent~eva.

Predloßenie 3.21. Pust~ z∗, z^∗ – toqki na modificirovannom

otrezke I(z_1, z_2), otveqa¸wem otrezku vnutrenneæ granicy komponenty S^{(3)}n . Pust~ z_0, z^0 – proekcii fftih toqek na otrezok vnutrenneæ granicy. Togda |J(z_∗, z^∗, I(z_1, z_2))| ≤ √ 2|z0 − z0|. Pereædem k zaverxa¸wemu fftapu postroeniØ komponent razbieniØ.

Opredelenie 3.22. Komponentami razbieniØ tret~ego pokole-

niØ {S^{(3)}n } nazovem mnoßestva, poluqennye iz komponent vtorogo pokoleniØ po sledu¸wemu pravilu: vse otrezki vnutrennih granic komponent S^{(2)}n zamenØ¸tsØ na otveqa¸wie im modifikacii vnutrenneæ granicy.

Opredelenie korrektno, poskol~ku modifikacii vnutrennih granic byli opredeleny dlØ par komponent, ime¸wih obwiæ graniqnyæ otrezok.

Predloßenie 3.23. Komponenty razbieniØ tret~ego pokoleniØ

udovletvorØ¸t uslovi¸ Lavrent~eva s postoØnnoæ max { 2(C + 1)2 + 1, 2 √ 2(3C + 1) C_0 } .

156 A. M. KOTOQIGOV

Dokazatel~stvo. Zafiksiruem paru toqek z∗, z^∗ ∈ S^{(3)}n . Rassmo-

trim pary graniqnyh toqek raznyh tipov.

1. Esli toqki prinadleßat raznym graniqnym krivym, a imenno, z_∗ ∈ Γ_1, z^∗ ∈ Γ_2, to opredelenie obobwennoæ polosy i predloßenie 3.8 da¸t ocenku |z_∗ − z^∗| ≥ C_0 2 + 6C | ∂S^{(2)}_n | . S uqetom opredeleniØ komponent tret~ego pokoleniØ i ocenki predloßeniØ 3.21, my imeem neravenstvo |∂S^{(2)}n | ≥ 2^{−1/2}|∂S^{(3)}n |, sledovatel~no, |z_∗ − z^∗| ≥ C_0 2 · 2(1 + 3C) | ∂S^{(3)}_n | . Teper~ ostaetsØ zamenit~ vs¸ granicu komponenty ee qast~¸

J(z_∗, z^∗, S^{(3)}_n ). �to i dast nußnu¸ ocenku.

2. Rassmotrim teper~ sluqaæ, kogda toqki prinadleßat vnutrenneæ qasti granicy komponenty S^{(3)}n , t.e. z_∗ ∈ I(z^1_∗ , z^2_∗), z^∗ ∈

I(z^∗_1 , z^∗_2 ). Bolee togo, ograniqimsØ poka sluqaem, kogda toqki z^1_∗ , z^∗_1 leßat na raznyh storonah kvadrata K_j. Napomnim, qto v na-

xih opredeleniØh komponenta tret~ego pokoleniØ formiruetsØ na osnove transversal~noæ komponenty pervogo pokoleniØ, kotoraØ predstavlØet soboæ pereseqenie obobwennoæ polosy i ediniqnogo kvadrata K_j . V prinØtyh ograniqeniØh iz opredeleniØ 3.19 modifikacii otrezka sleduet, qto |z_∗ − z^∗| ≥ 1 − 2 sin α/2 = C−1 C+1 . RassußdaØ dalee kak v punkte 1, my poluqim v kaqestve postoØnnoæ Lavrent~eva^{2·2(3C+1)(C+1)}_{C−1} .

3. Zaverxim rassmotrenie sluqaØ, kogda toqki leßat na vnutrenneæ granice komponenty S^{(3)}n , z_∗ ∈ I(z^1_∗ , z^2_∗), z^∗ ∈ I(z^∗_1 , z^∗_2 ), priqem toqki z^1_∗ , z^∗_1 leßat na odnoæ storone kvadrata K_j . Zametim, qto esli otrezki [z^1_∗, z^2_∗ ], [z^∗_1 , z^∗_2 ] sovpada¸t, to trebuemoe utverßdenie dokazano v predloßenii 3.21. V sluqae, kogda otrezki razliqny, budem, dlØ opredelennosti, sqitat~, qto spisok

z_∗, z^1_∗ , z^∗_1 , z^∗ soglasovan s porØdkom sledovaniØ na ∂S^{(3)}n . �to so-

glaxenie pozvolØet napisat~ ravenstvo

J(z_∗, z^∗, S^{(3)}_n ) = J(z_∗, z^1_∗, S^{(3)}_n ) ∪ J(z^1_∗ , z^∗_1, S^{(3)}_n ) ∪ J(z^∗_1 , z^∗, S^{(3)}_n ).

INTERPOL˚CI˚ V OBOBWENNO` POLOSE 157 Ocenim dliny dug v ob¨edinenii: pervu¸ i tret~¸ na osnovanii predloßeniØ 3.21, a vtoru¸ po sheme pervogo punkta dokazatel~- stva fftogo predloßeniØ. Poluqim: |J(z_∗, z^∗, S^{(3)}_n )| ≤ √ 2|z_∗ − z1_∗| + C √ 2|z1_∗ − z^∗1 | + √ 2|z^∗1 − z^∗|. Vvedem v rassmotrenie toqki z^0_∗ i z^∗_0 , ØvlØ¸wiesØ proekciØmi toqek z_∗ i z^∗ sootvetstvenno na vertikal~nu¸ storonu kvadrata

K_j , soderßawu¸ toqki z^1_∗ i z^∗_1 . �to vozmoßno soglasno prinØtym

usloviØm. Iz opredeleniØ 3.19 blißneæ modifikacii otrezka vyteka¸t neravenstva |z_∗ −z^1_∗ | ≤ √ 2|z0_∗ −z1_∗ | i |z^∗ −z^∗1 | ≤ √ 2|z^∗0 −z^∗1 |. Ob¨edinim ffti neravenstva i vospol~zuemsØ tem, qto toqki z^0_∗ ,

z^∗_0 , z^1_∗ i z^∗_1 leßat na odnoæ prØmoæ: |J(z_∗, z^∗, S^{(3)}_n )| ≤ 2C ( |z^0_∗ − z^1_∗ | + |z^1_∗ − z^∗_1 | + |z^∗_1 − z^∗_0 | ) = = 2C|z0_∗ − z^∗0 | ≥ 2C|z_∗ − z^∗|. 4. Rassmotrim teper~ sluqaæ, kogda toqki z_∗ i z^∗ leßat na vnexneæ granice obobwennoæ polosy, priqem na odnoæ iz ee komponent (budem sqitat~, qto na Γ_1). Kak ukazyvalos~ ranee, spravedliva ocenka |J(z_∗, z^∗, S^{(3)}_n )| ≤ √ 2|J(z_∗, z^∗, S(2)_n )| ≤ √ 2|J(z_∗, z^∗, Γ1)|. OstaetsØ vospol~zovat~sØ usloviem Lavrent~eva dlØ krivoæ Γ_1: |J(z_∗, z^∗, S^{(3)}_n )| ≤ √ 2C|z_∗ − z^∗|. 5. OstaetsØ rassmotret~ smexannyæ sluqaæ: z_∗ – leßit na vnexneæ granice komponenty, z^∗ ∈ I(z_1, z_2). RassußdaØ kak v predyduwem punkte dokazatel~stva, my poluqim ocenku |J(z_∗, z^∗, S^{(3)}_n )| ≤ √ 2C|z_∗ − z1| + √ 2|z^∗ − z1|. Ocenim vtoroe slagaemoe po neravenstvu treugol~nika |z^∗ −z_1| ≤

|z_∗ − z_1| + |z_∗ − z^∗| i poluqim |J(z_∗, z^∗, S^{(3)}_n )| ≤ √ 2(C + 1)|z_∗ − z1| + √ 2|z_∗ − z^∗|. Esli naxi toqki “dalekie”, t.e. |z_∗ − z^∗| ≥ 1/(C + 1)|z_∗ − z_1|, to spravedliva ocenka |J(z_∗, z^∗, S^{(3)}_n )| ≤ (√ 2(C + 1)2 + 1 ) |z_∗ − z^∗|.

158 A. M. KOTOQIGOV Esli ße toqki “blizkie” (verno protivopoloßnoe neravenstvo), to my popadaem v usloviØ predloßeniØ 3.20 i s ego pomow~¸ poluqim ocenku |J(z_∗, z^∗, S^{(3)}_n )| ≤ ( 2(C + 1)2 + 1 ) |z_∗ − z^∗|. Qtoby zaverxit~ dokazatel~stvo, nado vybrat~ iz pØti poluqennyh postoØnnyh naibol~xu¸. Vidno, qto takovymi mogut byt~ postoØnnye, poluqivxiesØ v pervom ili poslednem punkte dokazatel~stva. Predloßenie dokazano.

Zaverxenie dokazatel~stva teoremy 3.1. Pokaßem, qto polu-

qennoe razbienie {S^{(3)}n } udovletvorØet vsem usloviØm teoremy. Po postroeni¸ ffto razbienie pokryvaet obobwennu¸ polosu, i ego fflementy ne ime¸t obwih vnutrennih toqek. V predloßenii 3.23 dokazano, qto kaßdoe iz mnoßestv S^{(3)}n udovletvorØet uslovi¸ Lavrent~eva s postoØnnoæ max{2(C + 1)^2 + 1,^{2√2(3C+1)}_{C0} }.

OstaetsØ proverit~ qetvertoe uslovie. Vospol~zuemsØ tem, qto po postroeni¸ kaßdaØ komponenta tret~ego pokoleniØ soderßit v sebe transversal~nu¸ komponentu pervogo pokoleniØ i tem samym dugu J ⊂ ∂S, dlina kotoroæ ne men~xe 1. S drugoæ storony, iz predloßeniæ 3.8 i 3.21 sleduet, qto |∂S^{(3)}n | ≤ 2 √ 2(3C + 1),

t.e. poluqaem |∂S^{(3)}n | ≤ 2 √ 2(3C + 1)|J|. Teorema polnost~¸ doka-

zana.

Predloßenie 3.24. Mnoßestvo E ∩ ∂S^{(3)}n ØvlØetsØ poristym

podmnoßestvom mnoßestva ∂S^{(3)}n . PostoØnnaØ v uslovii poristosti ne prevoshodit veliqiny 2C_p(M + 1), gde C_p – postoØnnaØ iz neravenstva (1.2), M = max { C(3C + 1),^{2(3C+1)}_{C0} } . §4. Postroenie rasxireniØ i simmetriqnoæ toqki dlØ obobwennoæ polosy

Zdes~ budet pokazano, qto obobwennaØ polosa dopuskaet rasxirenie, svØzannoe s proizvol~nym zamknutym podmnoßestvom svoeæ granicy. �to rasxirenie po-preßnemu ostaetsØ obobwennoæ polosoæ, a rasstoØnie ot l¸boæ toqki ishodnoæ polosy do vydelennogo podmnoßestva ee granicy ffkvivalentno rasstoØni¸ ot fftoæ toqki do granicy rasxireniØ.

Dalee my pokaßem, qto dlØ l¸boæ toqki obobwennoæ polosy suwestvuet simmetriqnaØ toqka, t.e. toqka v dopolnenii polosy

INTERPOL˚CI˚ V OBOBWENNO` POLOSE 159 takaØ, qto rasstoØniØ ot l¸boæ toqki na granice polosy do vybrannoæ toqki i do ee simmetriqnoæ toqki ffkvivalentny. Oba ffti svoæstva igra¸t vaßnu¸ rol~ v ocenkah singulØrnyh integralov, provodimyh niße.

Vnaqale my pokaßem, qto esli na krivoæ, udovletvorØ¸weæ uslovi¸ Lavrent~eva, vydelit~ sistemu dug i zamenit~ kaßdu¸ iz nih na “ffkvivalentnu¸” (t.e. udovletvorØ¸wu¸ nekotorym estestvennym ograniqeniØm), to poluqennaØ krivaØ toße budet udovletvorØt~ uslovi¸ Lavrent~eva.

Predloßenie 4.1. Pust~ Γ – krivaØ v kompleksnoæ ploskosti,

udovletvorØ¸waØ uslovi¸ Lavrent~eva (|Γ(z_1, z_2)| ≤ C|z_1 − z_2|), E ⊂ ∂Γ – zamknutoe podmnoßestvo krivoæ, {Γ_n} – dugi dopolneniØ mnoßestva E na krivoæ Γ. Pust~ zadana sistema dug {γ_n} takih, qto:

1) dugi γ_n udovletvorØ¸t uslovi¸ Lavrent~eva s postoØnnoæ C_∗, ne zavisØweæ ot vybora dugi; 2) γ_n ⊂ ⋃ t∈Γ_n B(t, k C d(t)); zdes~ d(t) – rasstoØnie ot toqki t do koncov dugi Γ_n, 0 < k < 1.

Togda krivaØ γ = ∪_nγ_n udovletvorØet uslovi¸ Lavrent~eva s postoØnnoæ^{5C�C2}_{1−k} .

Predloßenie 4.2. Pust~ S – obobwennaØ polosa, E – zamknutoe

podmnoßestvo ee granicy. Togda suwestvuet obobwennaØ polosa S_1, soderßawaØ v sebe polosu S, i takaØ, qto dlØ l¸boæ toqki z ∈ S vypolneno neravenstvo dist(z, ∂S_1) ≤^8_{3C} dist(z, E).

Dokazatel~stvo. Soglasno opredeleni¸ 1.1 obobwennoæ polo-

sy spravedlivo ravenstvo ∂S = Γ_1 ∪ Γ_2, priqem dist(Γ_1, Γ_2) ≤ C_0, i kaßdaØ iz graniqnyh krivyh udovletvorØet uslovi¸ Lavrent~eva s postoØnnoæ C. Oboznaqim qerez Γ_{k,1} dugi dopolneniØ mnoßestva E na krivoæ Γ_1. Teorema 2.1 pozvolØet dlØ kaßdoæ iz dug Γ_{k,1} postroit~ ffkvivalentnu¸ dugu γ_{k,1}, udovletvorØ¸- wu¸ uslovi¸ Lavrent~eva s postoØnnoæ C_1 = 2^{12}3^5πC^9. Teorema 2.1 pozvolØet stroit~ ffkvivalentnu¸ dugu s l¸boæ iz storon krivoæ Γ_1, my vyberem dugi γ_{k,1} tak, qtoby krivaØ Γ_1 otdelØla ih ot krivoæ Γ_2. Oboznaqim qerez γ_1 ob¨edinenie ⋃ k γ_{k,1}. Ana-

logiqnym obrazom postroim krivu¸ γ_2. ObobwennaØ polosa S nahoditsØ meßdu krivymi γ_1 i γ_2. Oboznaqim qerez S_1 mnoßestvo vseh toqek, nahodØwihsØ meßdu postroennymi krivymi i pokaßem, qto ffto – iskomoe mnoßestvo.

160 A. M. KOTOQIGOV

Proverim snaqala, qto mnoßestvo S_1 ØvlØetsØ obobwennoæ polosoæ. Uslovie razdelennosti granic prosto nasleduetsØ, tak kak po postroeni¸ dist(γ_1, γ_2) ≥ dist(Γ_1, Γ_2) ≥ C_0. OstaetsØ proverit~ uslovie Lavrent~eva dlØ postroennyh krivyh. �to sleduet iz predloßeniØ 4.1. Poskol~ku krivaØ Γ_1 udovletvorØet uslovi¸ Lavrent~eva s postoØnnoæ C, kak bylo otmeqeno vyxe, kaßdaØ iz krivyh γ_{k,1} udovletvorØet uslovi¸ Lavrent~eva s postoØnnoæ C_1, i po postroeni¸ (teorema 2.1) γ_{k,i} ⊂ ⋃ t∈Γ_{k,i} B(t, ρ), gde ρ = ( 1 +^C

4(3C+1)(2C+1) )_{d(t)} C . Sledovatel~no, vypolneny vse usloviØ predloßeniØ 4.1 i, znaqit, krivaØ γ_1 udovletvorØet uslovi¸ Lavrent~eva s postoØnnoæ 2CS_1^{3C2+C−1}_{2C−1} ≤ 2^{13}3^5πC^{11}.

DlØ zaverxeniØ dokazatel~stva ostaetsØ proverit~, qto rasstoØnie ot l¸boæ toqki z ∈ S do mnoßestva E ocenivaetsØ sverhu qerez dist(z, ∂S_1). Fiksiruem toqku z ∈ S i vyberem na granice oblasti ∂S_1 blißaæxu¸ k neæ toqku w, |z − w| = dist(z, ∂S_1). Pust~ z_0 ∈ [z, w] ∩ ∂S_1. ˚sno, qto takaØ toqka suwestvuet, a esli ih neskol~ko, to voz~mem tu iz nih, kotoraØ nahoditsØ bliße k toqke w. Iz opredeleniØ toqki w sleduet, qto krug B(z_0, |z_0 − w|) ne soderßit toqek ∂S_1, t.e. |z_0 − w| = dist(z_0, ∂S_1). Naqnem s proverki trebuemoæ ocenki dlØ toqki z_0. Pust~ Γ_{k,1} – ta iz dug dopolneniØ mnoßestva E, kotoroæ prinadleßit toqka z_0. Togda

w ∈ γ_{k,i}, tak kak esli by w ∈ γ_{m,i}, m ≠ k, to duga Γ_{m,i} otdelØla

by toqku z_0 ot toqki w, qto protivoreqit opredeleni¸ toqki

z_0. Po postroeni¸ (teorema 2.1) w /∈ B(z_0,^{3|z�−z0|}_{8C} ), zdes~ qerez z_∗ oboznaqen blißaæxiæ k toqke z_0 konec dugi Γ_{k,1}, t.e. dist(z0, ∂S1) = |z0 − w| ≥ 3|z_∗ − z0| 8C ≥ 3 8C dist(z0, E). VernemsØ k rassmotreni¸ vybrannoæ pervonaqal~no toqki z.

Napomnim, qto po opredeleni¸ w ∈ ∂S_1 – blißaæxaØ toqka, t.e.

|z − w| = dist(z, ∂S_1), i z_∗ – blißaæxiæ k toqke w konec dugi do-

polneniØ mnoßestva E, na kotorom ona leßit. Oboznaqim qerez

w_∗ blißaæxu¸ k toqke z toqku mnoßestva E. Qtoby proverit~

neravenstvo dist(z, ∂S_1) ≤ const dist (z, E), nam dostatoqno ocenit~ veliqinu |z − w| snizu qerez |z − z_∗|. Dokaßem takoe neravenstvo: |z − w| = |z − z_0| + |z_0 − w| ≥ |z − z_0| + 3 8C |z_∗ − z_0| ≥ 3 8C |z_∗ − z|. T.e. dist(z, ∂S1) = |z − w| ≥ 3 8C |z_∗ − z| ≥ 3 8C dist(z, E).

INTERPOL˚CI˚ V OBOBWENNO` POLOSE 161 Predloßenie dokazano.

V dal~neæxem nam potrebu¸tsØ razbieniØ, prisposoblennye k fiksirovannoæ toqke.

Predloßenie 4.3. Pust~ S – obobwennaØ polosa, i S1 nekoto-

roe ee rasxirenie, postroennoe v predloßenii 4.2, z – proizvol~naØ toqka iz polosy S. Togda suwestvuet razbienie polosy S_1 na regulØrnye komponenty {S^{(1)}_n } (opredelenie 3.2) takoe, qto dist(z, ∂S(1)_n ) ≥ const dist(z, E).

Dokazatel~stvo. V predloßenii 4.2 dokazano, qto rasxirenie

S_1 obladaet sledu¸wim svoæstvom: dist(z, ∂S_1) ≥^3_{8C} dist(z, E).

Pust~ {S^{(0)}n } – razbienie obobwennoæ polosy S_1 na regulØrnye komponenty, postroennoe v teoreme 3.1. Trebuemoe utverßdenie budet dokazano, esli my ustanovim, qto dlØ l¸boæ toqki w ∈ ∂S^{(0)}n , leßaweæ vnutri polosy S_1, vypolneno neravenstvo |z − w| ≥ const dist(z, E). Voobwe govorØ ffto neravenstvo moßet naruxat~sØ, no tol~ko v tom sluqae, esli toqka z okaßetsØ slixkom blizko ot nekotoroæ dugi vnutrenneæ granicy. Iz opredeleniæ komponent regulØrnogo razbieniØ ( opredeleniØ 3.3, 3.6 i 3.22) sleduet, qto dlØ fiksirovannoæ toqki z neravenstvo |z − w| ≥ const dist(z, E) moßet naruxat~sØ tol~ko dlØ toqek odnoæ dugi vnutrenneæ granicy. Predpoloßim, qto ffto proishodit na nekotoroæ vnutrenneæ duge γ. V predloßenii 3.5 otmeqeno, qto vdol~ dugi γ styku¸tsØ dve komponenty regulØrnogo razbieniØ. Oboznaqim ih qerez S^{(0)}n i S^{(0)}m . Ispravim ime¸weesØ razbienie, ob¨ediniv v nem komponenty S^{(0)}n i S^{(0)}m . Poluqennoe razbienie oboznaqim {S^{(1)}n } i pokaßem, qto ono iskomoe. Teper~ rasstoØnie ot toqki z do granicy vnov~ obrazovannoæ komponenty ravno rasstoØni¸ ot fftoæ toqki do mnoßestva E. OstaetsØ proverit~, qto novoe razbienie udovletvorØet opredeleni¸ regulØrnogo razbieniØ (opredelenie 3.2). ˚sno, qto nado proverit~ tol~ko vypolnenie usloviØ Lavrent~eva dlØ oblasti S^{(1)}_k , kotoraØ ØvlØetsØ ob¨edineniem komponent S^{(0)}n i S^{(0)}m . Fiksiruem paru toqek t_1, t_2 ∈ ∂S^{(1)}_k i oboznaqim qerez J(t_1, t_2, S^{(1)}_k ) men~xu¸ iz dug granicy komponenty, stØgiva¸wih toqki t_1, t_2.

Zametim, qto esli toqki t_1, t_2 leßat na raznyh komponentah svØznosti granicy obobwennoæ polosy, to iz opredeleniØ 3.2 i

162 A. M. KOTOQIGOV predloßeniØ 3.8 sleduet, qto

|t_1 − t_2| ≥ C_0 1 4 + 12C |∂S^{(1)}_k | ≥ 1 4 + 12C

|J(t_1, t_2, S^{(1)}_k )|.

Rassmotrim teper~ sluqaæ, kogda toqki t_1, t_2 leßat na odnoæ komponente svØznosti granicy obobwennoæ polosy. Pereqislim (posledovatel~no) vse toqki dugi J(t_1, t_2, S^{(1)}_k ), gde proishodit perehod s vnexneæ granicy oblasti S^{(1)}_k na ee vnutrenn¸¸ granicu i obratno. Pust~ ffto toqki w_1, w_2, . . . , w_N . DlØ udobstva zapisi oboznaqim w_0 = t_1, w_{N+1} = t_2. Togda uslovie Lavrent~eva, vypolnennoe na granice obobwennoæ polosy (teorema 3.1) i na dugah vnutrenneæ granicy (predloßenie 3.21), garantiru¸t ocenku

|J(t_1, t_2, S^{(1)}_k )| = N∑ r=0 |J(w_r, w_{r+1}, S^{(1)}_k )| ≤ C_1 N∑ r=0 |w_r − w_{r+1}|. Predpoloßim dopolnitel~no, qto vse toqki w_r leßat na odnoæ komponente svØznosti granicy obobwennoæ polosy S_1, togda my moßem “pereæti” s hord na dugi granicy S_1 i vnov~ vospol~- zovat~sØ usloviem Lavrent~eva, pri fftom my poluqim

|J(t_1, t_2, S^{(1)}_k )| ≤ N∑ r=0 |J(w_r, w_{r+1}, S_1)| = C_1|J(t_1, t_2, S_1)| ≤ C^2_1 |t_1 − t_2|.

Esli ße naxe dopolnitel~noe predpoloßenie ne vypolneno, to dlØ toqki t_1 suwestvuet blißaæxaØ po dvißeni¸ vdol~ dugi para w_r, w_{r+1}, toqki kotoroæ leßat na raznyh komponentah svØznosti granicy S_1. AnalogiqnaØ para w_m, w_{m+1} suwestvuet i dlØ toqki t_2. T.e. toqki t_1, w_r, w_m, t_2 leßat na odnoæ komponente svØznosti granicy S_1, a w_{r+1} i w_{m+1} – na drugoæ. My pokaßem, qto v fftom sluqae rasstoØnie meßdu toqkami t_1 i t_2 ograniqeno snizu absol¸tnoæ postoØnnoæ.

Naqnem so sluqaØ, kogda |t_1−w_r| i |t_2−w_m| men~xe, qem^{|wr−wm |}_4 . Togda |t_1 − t_2| ≥ |w_r − w_m| − |t_1 − w_r| − |t_2 − w_m|^1_2 |w_r − w_m|. OstaetsØ zametit~, qto po postroeni¸ toqki w_r, w_m leßat libo na odnoæ prØmoæ, libo na protivopoloßnyh storonah ediniqnogo kvadrata. V pervom sluqae iz predloßeniØ 3.11 vytekaet ocenka

|w_r − w_m| = |w_r − w_{r+1}| + |w_{m+1} − w_{r+1}| + |w_{m+1} − w_m| ≥ 2C_0,

INTERPOL˚CI˚ V OBOBWENNO` POLOSE 163 vo vtorom – |w_r − w_m| ≥ 1.

Rassmotrim situaci¸, kogda, naprimer, |t_1 − w_r| ≥^{|wr−wm |}_4 . Vospol~zuemsØ ocenkoæ predloßeniØ 2.3: C_1|t_1 − t_2| ≥ |t_1 − w_r| +

|t_2 − w_r|; zdes~ C_1 – postoØnnaØ Lavrent~eva dlØ obobwennoæ po-

losy S_1 (sm. teoremu 3.1). V rassmatrivaemoæ situacii ffto daet ocenku

|t_1 − t_2| ≥ 1 4C1 |w_r − w_m| ≥ C_0 2C1 . RassußdaØ, kak i vyxe so ssylkoæ na predloßenie 3.8, poluqim, qto |t_1 − t_2| ≥

C_0 2C1 1 4 + 12C |∂S^{(1)}_k | ≥ C_0 8C1(4 + 3C)

|J(t_1, t_2, S^{(1)}_k )|.

Predloßenie dokazano.

Pereædem teper~ k postroeni¸ simmetriqnyh toqek. Po analogii s poluploskost~¸, dadim sledu¸wee opredelenie.

Opredelenie 4.4. Pust~ z ∈ G i z∗ ∈ C \ G. My budem govorit~,

qto toqki z i z_∗ simmetriqny otnositel~no ∂G, esli^1_{C�} |z − w| ≤ |z_∗ − w| ≤ C_∗|z − w| dlØ l¸boæ toqki w ∈ ∂G, priqem postoØnnaØ C_∗ ne zavisit ot vybora toqki z.

Zadaqa postroeniØ simmetriqnoæ toqki po suwestvu lokal~na (ffto vidno iz privodimoæ niße konstrukcii). GlavnaØ ee qast~ – realizaciØ ocenki dlØ blißaæxeæ graniqnoæ toqki. Podqerknem, qto my ne pytaemsØ stroit~ simmetri¸ kak invol¸ci¸, dlØ nas vaßno tol~ko vypolnenie neravenstva.

Predloßenie 4.5. Pust~ Γ – granica oblasti G, udovletvorØ¸-

waØ uslovi¸ Lavrent~eva s postoØnnoæ C. Togda dlØ kaßdoæ toqki z ∈ G suwestvuet toqka z^∗, simmetriqnaØ z otnositel~no Γ.

Dokazatel~stvo. Fiksiruem toqku z ∈ G i oboznaqim qerez w0

blißaæxu¸ k z toqku na Γ. Predpoloßim, qto dlØ nekotoryh postoØnnyh C_1 i C_2, ne zavisØwih ot vybora toqki z, nam udalos~ naæti toqku z_∗ taku¸, qto {u : |u − z_∗| < C_1|z − w_0|} ∩ Γ = ?, |z − z_∗| < C_2|z − w_0|. (4.1) Otloßim dokazatel~stvo fftogo predpoloßeniØ i proverim, qto takaØ toqka z_∗ udovletvorØet opredeleni¸ simmetriqnoæ toqki. Naqnem s proverki opredeleniØ dlØ toqki w_0, v fftom sluqae

164 A. M. KOTOQIGOV iz predpoloßeniæ, sdelannyh o toqkah w_0, z_∗, neposredstvenno sleduet ocenka |z_∗ − w_0| ≥ dist(z_∗, Γ) ≥ C_1|z − w_0|, a s drugoæ storony, |z_∗ − w_0| ≤ |z_∗ − z| + |z − w_0| ≤ (C_1 + 1)|z − w_0|. V fftom sluqae moßno poloßit~ C_∗ = max{C_1 + 1, 1/C_1}. Rassmotrim teper~ toqki w_1 ∈ Γ, dlØ kotoryh |w_1 − z| < 2|z − z_∗|. Pokaßem, qto v fftom sluqae rasstoØniØ do simmetriqnyh toqek ffkvivalentny |z − z_∗|. Deæstvitel~no, |w_1 − z| ≥ dist(z, Γ) = |z − w_0| ≥ C^{−1}_2 |z − z_∗|, |w_1 − z_∗| ≤ |w_1 − z| + |z − z_∗| ≤ 3|z − z_∗|, |w_1 − z_∗| ≥ dist(z_∗, Γ) ≥ C^{−1}_1 |z − w_0| ≥ (C_2/C_1)|z − z_∗|.

DlØ toqki w_1 uslovie simmetrii vypolneno s postoØnnoæ C_∗ =

max{^{C2}2_{C1} , 3C2}.

Rassmotrim drugu¸ vozmoßnost~. Pust~ w_2 ∈ Γ i |w_2 − z| ≥

2|z − z_∗|. Pokaßem, qto teper~ rasstoØnie do simmetriqnyh to-

qek ffkvivalentno veliqine |w_2−w_0|. Deæstvitel~no, spravedliva ocenka |w_2 − w_0| ≥ |w_2 − z| − |z − w_0| ≥ 2|z − z_∗| − |z − w_0| ≥ |z − z_∗|. Qtoby zaverxit~ proverku usloviæ simmetrii, ostaetsØ provesti dal~neæxie ocenki na osnovanii neravenstva treugol~nika, kak i v predyduwem sluqae.

Teper~ nam ostalos~ dokazat~ utverßdenie o suwestvovanii toqki z_∗ i postoØnnyh C_1, C_2, udovletvorØ¸wih sootnoxeniØm (4.1). Predpoloßim, qto ffto neverno, i toqki z_∗ ne suwestvuet. Oqevidno, qto v takom sluqae krivaØ Γ vyhodit za predely kruga B(z, C_2|z − w_0|). Oboznaqim qerez w_1, w_2 toqki na krivoæ Γ takie, qto duga Γ(w_1, w_2) ØvlØetsØ komponentoæ svØznosti krivoæ Γ vnutri kruga B(z, C_2|z − w_0|), soderßaweæ toqku w_0. Rassmotrim oblast~ T , ØvlØ¸wu¸sØ pereseqeniem dopolneniØ mnoßestva G s ob¨edineniem krugov B(w,^{C2}_{4C} |z − w_0|), w ∈ Γ(w_1, w_2), C2 4 |z − w_0| < |w − z| <^{3C2}_4 |z − w_0|. My pokaßem, qto simmetriq-

nu¸ toqku moßno naæti v mnoßestve T , toqnee, nevypolnenie tam usloviæ (4.1) vedet k protivoreqi¸. Otmetim, qto v oblasti T ne moßet nahodit~sØ toqek krivoæ Γ, krome dugi Γ(w_1, w_2) na ee granice. Predpoloßim, qto ffto ne tak, i suwestvuet toqka u ∈ (Γ \ Γ(w_1, w_2)) ∩ T ; togda naædetsØ toqka w ∈ Γ(w_1, w_2),

|w − u| <^{C2}_{4C} |z − w_0|. Zametim, qto po postroeni¸ duga Γ(w, u)

INTERPOL˚CI˚ V OBOBWENNO` POLOSE 165 libo prohodit qerez toqku w_0, libo vyhodit za predely kruga B(z, C_2|z − w_0|), v l¸bom sluqae dlina takoæ dugi bol~xe C2 2 |z − w_0|, a horda imeet dlinu men~xe, qem^{C2}_{4C} |z − w_0|, qto pro-

tivoreqit uslovi¸ Lavrent~eva. Ocenim teper~ plowad~ oblasti T . Oqevidno, qto kaßdaØ iz koncentriqeskih okrußnosteæ

{t : |t − z| = r},^{C2}_4 |z − w_0| < r <^{3C2}_4 |z − w_0| peresekaet oblast~ po

mnoßestvu, soderßawemu dugu dliny ne men~xe^{C2}_{4C} |z−w_0|. VyqislØØ plowad~ po seqeniØm, poluqim |T | ≥^{C2}_{8C} |z − w_0|. Oboznaqim qerez w_3, w_4 toqki na duge Γ(w_1, w_2), v kotoryh ona vhodit v oblast~ T i vyhodit iz nee. Postroim na duge Γ(w_3, w_4) semeæstvo vspomogatel~nyh toqek {t_n}, m = 1, . . . , N . Poloßim t_1 = w_3, dalee vyberem toqku t_2 ∈ Γ(w_3, w_4) tak, qto |t_2 − t_1| = 2C_1|z − w_0|. Budem prodolßat~ fftot process vybora toqek, poka |t_n − w_2| ≥

C_1|z − w_0|. Toqku, dlØ kotoroæ ffto uslovie vpervye budet na-

ruxeno, nazovem t_N . Naxe postroenie garantiruet, qto krugi

B(t_n, C_1|z−w_0|), B(t_{n+1}, C_1|z−w_0|) ne pereseka¸tsØ. S drugoæ sto-

rony, iz usloviØ Lavrent~eva i sootnoxeniØ |t_2 −t_1| = 2C_1|z−w_0| sleduet, qto pri l¸bom n duga krivoæ Γ(t_n, t_{n+1}) soderßitsØ v kruge B(t_n, 2CC_1|z − w_0|). Sledovatel~no, l¸baØ toqka, leßawaØ vne ob¨edineniØ krugov B(t_n, (2CC_1 + 2C_1)|z − w_0|), nahoditsØ na rasstoØnii ne men~xem, qem 2C_1|z−w_0|, ot dugi Γ(w_1, w_2). V qastnosti, esli by naxlas~ toqka z^′ ∈ T , ne vhodØwaØ v ob¨edinenie krugov B(t_n, (2CC_1 + 2C_1)|z − w_0|), to toqka z_∗ =^1_2 (z^′ + u^′), gde u^′ – blißaæxaØ k toqke z^′ toqka na krivoæ Γ(w_3, w_4), udovletvorØla by vsem usloviØm (4.1). Tak kak my predpoloßili, qto ffto neverno, to krugi B(t_n, (2CC_1 + 2C_1)|z − w_0|) dolßny pokryvat~ oblast~ T . Sledovatel~no, spravedlivy ocenki

N π(2CC_1 + 2C_1)^2|z − w_0|^2 ≥ |T | ≥

C^2_2 8C |z − w_0|, i, znaqit, N ≥^{C2}_C2_1^1_{8πC(C+2)2} .

Ocenim teper~ dlinu krivoæ Γ(w_3, w_4). Iz opredeleniØ toqek

t_n sleduet ocenka |Γ(w_3, w_4)| ≥ N 2C_1|z − w_0|, a s drugoæ storony, |Γ(w_3, w_4)| ≤ C|w_3 − w_4| < CC_2|z − w_0| i, sledovatel~no, N ≤^{C2}_{C1} C.

Ob¨edinØØ obe ocenki dlØ qisla N , poluqim 8C^2(C +2)^2 >^{C2}_{C1} . �ta ocenka vedet k protivoreqi¸, poskol~ku otnoxenie^{C2}_{C1} my moßem sdelat~ skol~ ugodno bol~xim. Predloßenie dokazano.

166 A. M. KOTOQIGOV

§5. Vspomogatel~nye ocenki i konstrukcii Zdes~ sobran rØd vaßnyh dlØ zaverxeniØ dokazatel~stva ocenok i konstrukciæ. My ne privodim dokazatel~stv teh iz nih, kotorye byli ustanovleny ranee.

PervaØ gruppa ocenok pokazyvaet, kak uslovie poristosti vliØet na svoæstvo summiruemosti integralov s osobennostØmi na fftom mnoßestve [2].

Predloßenie 5.1. Pust~ Γ – granica oblasti Lavrent~eva, E –

poristoe podmnoßestvo Γ s postoØnnoæ γ v ocenke (1.2), togda ∫ J |dz| dist^β (z, E) ≤ C|J|^{1−β}

(J – l¸baØ duga na Γ, β <

− log(1 − γ) 1 − log(1 − γ) ). Nam faktiqeski potrebuetsØ usilenie fftoæ ocenki, uqityva- ¸wee osobye toqki vne dugi, po kotoroæ proishodit integrirovanie [6].

Predloßenie 5.2. Pust~ Γ – granica oblasti Lavrent~eva, E –

poristoe podmnoßestvo mnoßestva Γ s postoØnnoæ γ v ocenke

(1.2), J – l¸baØ duga na Γ, σ > 0, togda ∫ J |z − z_0|^σ|dz| dist^β(z, E) ≤ C|J|^{1−β−σ}, β < − log(1 − γ) 1 − log(1 − γ)

, β − σ ≠ 1, (5.1)

a esli toqka z_0 leßit vne Γ, to ∫ J |dz| |z − z_0|^σ dist^β (z, E) ≤ C(|J|^{1−β−σ} + dist^{1−β−σ}(z, E)),

β < − log(1 − γ) 1 − log(1 − γ)

, β + σ ≠ 1. (5.2)

DrugaØ gruppa ocenok pozvolit nam soedinØt~ ocenki integralov, poluqennye dlØ otdel~nyh komponent razbieniØ, i pereæti na vs¸ obobwennu¸ polosu [6, 7].

INTERPOL˚CI˚ V OBOBWENNO` POLOSE 167

Predloßenie 5.3. ∑ n≠N 1 |n|^β|n − N |^σ ≤ C(N^{−β} + N^{−σ} + N^{1−β−σ}), β ≠ 1, σ ≠ 1, β + σ > 1. (5.3)

Predloßenie 5.4. ∑ n≠N1,N2 |n − N_1| + |n − N_2| (|n| + 1)|n − N1|2|n − N2|2 ≤ C |N_1| + |N_2|

. (5.4)

My perehodim k postroeni¸ funkcii “analitiqeskogo rasstoØniØ” do mnoßestva E.

Predloßenie 5.5. Pust~ S – obobwennaØ polosa, udovletvorØ¸-

waØ uslovi¸ Lavrent~eva, E – lokal~no poristoe mnoßestvo na granice polosy. Pust~, dalee, S_1 – rasxirenie polosy S, postroennoe v predloßenii 4.2. Togda dlØ l¸bogo qisla ε suwestvuet analitiqeskaØ v polose S_1 funkciØ g(z, ε) takaØ, qto |g(z, ε)| ≍

dist^ε(z, E) dlØ l¸bogo z ∈ S, priqem postoØnnye v dvustoronneæ

ocenke ne zavisØt ot vybora toqki z.

Dokazatel~stvo. Rassmotrim vspomogatel~nu¸ funkci¸ ras-

stoØniØ do mnoßestva E,

g_0(z) = dist^ε(z, E), z ∈ ∂S_1.

Zametim, qto oblast~ S_1 ØvlØetsØ oblast~¸ Smirnova [11]. Krome togo, vypolneno uslovie ∫ ∂S1 | log g_0(z, ε)| |z|^2 + 1 |dz| < ∞. Deæstvitel~no, razbivaØ integral na qasti polosami {n < Re <

n + 1}, my smoßem ocenit~ ego sverhu sledu¸weæ summoæ ∑ n∈Z^{(|n|} 2 + 1)^−1I_n, gde I_n = ∫ ∂S1 | log g_0(z, ε)||dz|; teper~ ostaetsØ zametit~, qto | log x| < x^{−γ} pri l¸bom γ > 0, i vospol~zovat~sØ ocenkoæ iz predloßeniØ 5.1. Sledovatel~no, suwestvuet vnexnØØ funkciØ g_1 iz klassa Hardi H^1(S_1) takaØ,

168 A. M. KOTOQIGOV qto |g_1(z, ε)| = g_0(z, ε) pri z ∈ ∂S_1 (sm. [12]). TrebuemaØ ocenka budet poluqena za sqet tehniqeskogo priema, predloßennogo E. M. Dyn~kinym [9] i osnovannogo na ispol~zovanii simmetriqnyh toqek. Krome togo, na fftom fftape dokazatel~stva my vvedem dopolnitel~noe ograniqenie |ε| < β, zdes~ β – postoØnnaØ, vvedennaØ v formulirovke predloßeniØ 5.1. V predloßenii 4.5 dokazano, qto esli z ∈ S_1, to suwestvuet simmetriqnaØ toqka

z_∗ v dopolnenii, t.e. |z − w| ≍ |z_∗ − w| pri l¸bom w ∈ ∂S_1. Nuß-

naØ ocenka dlØ |g(z, ε)| budet poluqena iz formuly Koxi, kotoraØ sohranØet silu dlØ graniqnyh znaqeniæ funkciæ iz H^1(S_1) (sm. [12]):

g_1(z, ε) = (2iπ)^{−1} ∫ ∂S1 g_1(w, ε)(w − z)^{−1}dw. Fiksiruem toqku z ∈ S i postroim dlØ nee simmetriqnu¸ toqku z_∗ (predloßenie 4.5). Preobrazuem podyntegral~noe vyraßenie, ispol~zuØ toßdestvo (w − z)^{−1} = (w − z_∗)^{−1} + (z − z_∗)(w −

z_∗)^{−1}(w − z)^{−1}. Tak kak toqka z_∗ leßit vne kontura integriro-

vaniØ, to ∫ ∂S1 g_1(w, ε)(w − z_∗)^{−1}dw = 0, kak integral graniqnyh

znaqeniæ funkcii klassa Hardi [12]. Sledovatel~no,

g_1(z, ε) = (2iπ)^{−1} ∫ ∂S1 g_1(w, ε) z − z_∗ w − z_∗ dw w − z . (5.5)

Ocenim integral sverhu, razdeliv kontur integrirovaniØ na dve qasti. Snaqala rassmotrim zonu integrirovaniØ, blizku¸ k toqke z. Napomnim, qto po uslovi¸ predloßeniØ z ∈ S i, znaqit (predloßenie 4.3), dist(z, E) ≍ dist(z, ∂S_1). Pust~ z_1 – blißaæxaØ k z toqka mnoßestva E, I(z) – duga na ∂S_1 s centrom v toqke z_1 i dlinoæ ravnoæ 2|z − z_1|. Esli w ∈ I(z), to |w − z| ≍ |z − z_1| ≍ dist(z, E), |z − z_∗| ≍ |w − z_∗|, sledovatel~no, ∫ I(z) | |g_1(w, ε) z − z^∗ w − z_∗ dw w − z | | ≤

⩽ C ∫ I(z) dist^ε(w, E)|dw| |z − z_1| ≤ C dist^ε(z, E). (5.6)

INTERPOL˚CI˚ V OBOBWENNO` POLOSE 169 Zdes~ ocenki integralov v summe vyteka¸t iz ocenok v predloßenii 5.2, spravedlivyh pri uslovii −β < ε. Pokaßem, qto ffta ocenka sohranØetsØ i dlØ integrala po vtoroæ qasti kontura

∂S_1 \I(z). Otmetim, qto na seæ raz |w−z_∗| ≍ |w−z|, sledovatel~no, ∫ ∂S1\I(z) | |g_1(w, ε) z − z^∗ w − z_∗ dw w − z | | ≤

⩽ C ∫ ∂S1\I(z) dist(z, E) |w − z|^2 dist^ε(w, E)|dw|. (5.7) DlØ togo, qtoby ffffektivno pol~zovat~sØ ocenkami integralov, my razob~em integral v summu integralov po komponentam regulØrnogo razbieniØ obobwennoæ polosy (toqnee govorØ, po vnexnim granicam fftih komponent). Pust~ mnoßestvo vseh celyh qisel (nomerov komponent) razbito na diz¨¸nktnye podmnoßestva

Z_m tak, qto |w|^2 + 1 ≍ |k|^2 + 1, esli k ∈ Z_m. ˚sno, qto takoe

razbienie suwestvuet, i pri fftom qislo fflementov v kaßdom iz mnoßestv Z_m ravnomerno ograniqeno.

Zaverxim teper~ ocenku integrala (5.7), polagaØ, qto toqka z vhodit v komponentu iz gruppy Z_M : ∫ ∂S1\I(z) | |g_1(w, ε) z − z^∗ w − z_∗ dw w − z | | ≤

⩽ C ∑ m ∑ k∈Z_m dist(z, E) |M − m|^2 + 1 ∗∫ ∂S1_{,k} dist^ε(w, E)|dw|. (5.8) Znak ∗ v integralah ukazyvaet, qto integrirovanie proishodit tol~ko po vnexneæ qasti granicy komponenty i, sverh togo, v komponente, soderßaweæ toqku z, iskl¸qena duga I(z). Otmetim, qto vse integraly v summe oceniva¸tsØ sverhu po predloßeni¸ 5.2, i oni ravnomerno ograniqeny, t.e. ∫ ∂S1\I(z) | |g_1(w, ε) z − z^∗ w − z_∗ dw w − z | | ≤

⩽ C dist(z, E) ∑ m 1 |M − m|^2 + 1

≤ C dist^ε(z, E); (5.9)

170 A. M. KOTOQIGOV ocenka posledneæ summy poluqena iz predloßeniØ 5.3. Ob¨edinØØ ocenki (5.6) i (5.8), my poluqim neravenstvo |g_1(w, ε)| ≤

C dist^ε(z, E).

Qtoby poluqit~ ocenku funkcii g_1(z, ε) snizu, zametim, qto iz ee opredeleniØ vytekaet, qto funkciØ g_2(z) =^1_{g1(z,ε)} ØvletsØ vnexneæ funkcieæ s modulem graniqnyh znaqeniæ dist^{−ε}(z, E), z ∈

∂S_1. Napomnim, qto poka my rassmatrivaem sluqaæ, kogda |ε| < β,

i vse predyduwie ocenki funkcii g_1 proædut i dlØ funkcii g_2. Sledovatel~no, |g_2(z)| ≤ C dist^{−ε}(z, E), z ∈ S_0, a ffto oznaqaet, qto

|g_1(z)| ≍ dist^ε(z, E), z ∈ S_0.

DlØ zaverxeniØ dokazatel~stva ostaetsØ snØt~ ograniqenie na ε. Qtoby postroit~ funkci¸ dlØ l¸bogo ε, dostatoqno vybrat~ M ∈ N tak, qto |ε/M | < β, postroit~ po “umen~xennomu” pokazatel¸ sootvetstvu¸wu¸ funkci¸, a zatem vozvesti ee v stepen~ M . Predloßenie dokazano.

Sledu¸wee tehniqeskoe utverßdenie soderßit opisanie lineænogo operatora prodolßeniØ funkciæ iz klassa Λ^α(E) na vs¸ kompleksnu¸ ploskost~, oblada¸wego vaßnym dlØ nas svoæstvom sbalansirovannosti na granicah vseh komponent dopolneniØ [6].

Predloßenie 5.6. Pust~ B – oblast~ Lavrent~eva, E – poristoe

podmnoßestvo na granice oblasti B. Togda suwestvuet lineænyæ operator L, deæstvu¸wiæ iz prostranstva Λ^α(E) v prostranstvo

Λ^α(C) takoæ, qto

1) Lf(z) = f(z) dlØ z ∈ E i f ∈ Λ^α(E); 2) ||Lf||_Λα_(C_) ≤ C ||f||_Λα_{(E)}; 3) ∫ ∂S_n Lf(z)g(z, ε)dz = 0 pri ε ≥ −β, gde β – postoØnnaØ iz predlo-

ßeniØ 5.1.

Norma operatora prodolßeniØ zavisit tol~ko ot postoØnnyh v usloviØh poristosti, Lavrent~eva i pokazatelØ α.

Preßnee dokazatel~stvo polnost~¸ povtorØtsØ, poskol~ku kaßdaØ komponenta razbieniØ ØvlØetsØ oblast~¸ Lavrent~eva, i v hode formirovaniØ komponent my kontrolirovali sootnoxenie vnexnih i vnutrennih granic, qto garantiruet naliqie na vnexneæ granice kaßdoæ iz komponent dostatoqno bol~xoæ dugi dopolneniØ mnoßestva E.

INTERPOL˚CI˚ V OBOBWENNO` POLOSE 171 V osnove ocenok operatora interpolØcii leßit sledu¸wiæ prostoæ kriteriæ prinadleßnosti funkcii klassu Gel~dera [3].

Predloßenie 5.7. Pust~ S1 – rasxirenie obobwennoæ polosy S,

a S_2 – rasxirenie S_1, postroennye v predloßenii 4.2. Pust~ f – funkciØ, analitiqeskaØ v oblasti S_2 i takaØ, qto dlØ l¸boæ toqki z ∈ S_2 i blißaæxeæ k neæ toqke z_1 ∈ E vypolneno neravenstvo |f(z) − f(z_1)| ≤ C|z − z_1|^α. Togda f ∈ Λ^α_a (S_1).

§6. Dokazatel~stvo neobhodimosti usloviæ lokal~noæ poristosti i redkosti

Poskol~ku oba obsußdaemyh usloviØ ØvlØ¸tsØ lokal~nymi, ih dokazatel~stva te ße, qto v rabote [4].

§7. KonstrukciØ operatora interpolØcii

Operator interpolØcii stroitsØ vnaqale na komponentah razbieniØ, a zatem proishodit summirovanie po vsem komponentam. V dal~neæxem my budem poluqat~ ocenki dlØ funkciæ na polose S za sqet dokazatel~stva bolee slabyh ocenok v rasxireniØh polosy S_1. V nekotoryh sluqaØh takoæ process budet iterirovat~sØ. Pofftomu vs¸du v dal~neæxem my budem provodit~ vspomogatel~nye ocenki dlØ rasxirennoæ polosy. Dalee, vo vseh ocenkah dlØ nas oqen~ vaßna ffkvivalentnost~ rasstoØniØ ot toqki iz “men~xeæ” polosy do granicy “bol~xeæ” polosy i rasstoØniØ ot toæ ße toqki do mnoßestva E. KonstrukciØ rasxireniæ polosy (predloßenie 4.2 ) garantiruet ffto. Odnako, perehodØ k komponentam razbieniØ, my terØem ffto svoæstvo dlØ toqek, blizkih k vnutrenneæ granice komponenty. Vosstanovit~ trebuemu¸ ffkvivalentnost~ rasstoØniæ pozvolØet predloßenie 4.3, gde razbienie “podstraivaetsØ” pod vybrannu¸ toqku. Qtoby ne ostanavlivat~sØ na fftom v kaßdoæ iz posledu¸wih ocenok, otmetim, qto voznika¸wie v nih postoØnnye ravnomerno ograniqeny. Oni ne zavisØt ot vybora rasxireniØ i sposoba razbieniØ ego na komponenty, a opredelØ¸tsØ postoØnnymi v usloviØh, opisyva¸wih ishodnu¸ polosu S, postoØnnoæ iz usloviØ poristosti, a takße koliqestvom ispol~zuemyh rasxireniæ ishodnoæ polosy. My ne budem provodit~ kontrolØ veliqiny fftih konstant, opiraØs~ na to, qto koneqnoe qislo xagov, veduwih k ih uveliqeni¸, ostavit ih ograniqennymi.

172 A. M. KOTOQIGOV

Pereædem teper~ k opisani¸ operatora interpolØcii. Faktiqeski my opisyvaem semeæstvo operatorov, zavisØwih ot parametra ε, i rasxireniØ ishodnoæ polosy (predloßenie 4.2), opredelØ¸wih sootvetstvu¸wu¸ funkci¸ “analitiqeskogo rassto- ØniØ” g (predloßenie 5.5). Ispol~zuØ opisannoe v predloßenii 5.6 prodolßenie funkcii iz klassa Gel~dera s mnoßestva E na vs¸ kompleksnu¸ ploskost~, my poluqaem vozmoßnost~ opredelit~ operator na komponentah regulØrnogo razbieniØ {S_n} polosy S_1 (teorema 3.1), a zatem poluqit~ operator interpolØcii, summiruØ ego qasti na komponentah razbieniØ. Zametim, qto operator interpolØcii budet opredelen dlØ polosy nezavisimo ot razbieniØ ee na komponenty, kotoroe ØvlØetsØ tol~ko tehniqeskim sredstvom dlØ dokazatel~stva nepreryvnosti operatora.

Fiksiruem komponentu razbieniØ S_n i opredelim operator H_n

f ∈ Λ^{α,0}(E) → f_∗ = Lf ∈ Λ^α(C); H_nf(z) = g(z, ε) 2πi ∫ ∂S_n f_∗(w) (w − z) dw g(w, ε) . (7.1)

Vse dal~neæxie konstrukcii i rassußdeniØ prohodØt po sheme, izloßennoæ v rabote [7]. Perehod ot standartnoæ polosy k obobwennoæ trebuet prostyh modifikaciæ, harakter kotoryh viden iz privodimyh niße formulirovok.

Predloßenie 7.1 (vnutrennie toqki). Pust~ α < ε < β, gde po-

stoØnnaØ β opredelena v predloßenii 5.1, toqka z ∈ S_n takova, qto dist(z, ∂S_n) ≍ dist(z, E), z_1 ∈ E – blißaæxaØ k toqke z. Togda dlØ l¸boæ funkcii f iz prostranstva Λ^α_0 (E) verna ocenka |H_nf(z) − f(z_1)| ≤ C |z − z_1|^α |z| + 1 . (7.2)

Provedem ocenku funkcii H_nf v toqkah, leßawih vne kontura integrirovaniØ. Pri fftom otdel~no rassmotrim sluqai blizkogo i dalekogo raspoloßeniØ toqki.

Predloßenie 7.2 (blizkie toqki). Pust~ α < ε < β, gde posto-

ØnnaØ β opredelena v predloßenii 5.1. Pust~ z ∈ S_N , komponenty S_N i S_n ØvlØ¸tsØ sosednimi. Oboznaqim qerez z_1 blißaæxu¸ k z

INTERPOL˚CI˚ V OBOBWENNO` POLOSE 173 toqku mnoßestva E. Togda dlØ l¸boæ funkcii f iz prostranstva

Λ^α0 (E) spravedliva ocenka |H_nf(z)| ≤ C |z − z_1|^α 1 + |z| ( 1 + ( |z − z_1| diam S_n )_{ε−α}) . (7.3)

Predloßenie 7.3 (dalekie toqki). Pust~ α < ε < β, gde posto-

ØnnaØ β opredelena v predloßenii 5.1. Pust~ z ∈ S_N , komponenty S_N i S_n ne ØvlØ¸tsØ sosednimi. Oboznaqim qerez z_1 blißaæxu¸ k z toqku mnoßestva E. Togda dlØ l¸boæ funkcii f iz prostranstva Λ^α_0 (E) spravedliva ocenka |H_nf(z)| ≤ C |z − z_1|^α (dist(0, S_n) + 1) dist2(z, S_n)

. (7.4)

Sledstvie 7.4. Utverßdenie teoremy 1.7 spravedlivo dlØ po-

kazateleæ α < β, gde β – postoØnnaØ, opredelennaØ v predloßenii 5.1.

Zaverxenie dokazatel~stva teoremy 1.7. DlØ zaverxeniØ do-

kazatel~stva trebuetsØ provesti postroenie operatora redukcii, ponißa¸wego gladkost~, zatem prointegrirovat~ funkci¸ ponißennoæ gladkosti (na osnovanii uße dokazannogo rezul~tata) i tak ße, kak dlØ standartnoæ polosy, provesti “peredelku” vspomogatel~noæ funkcii v iskomu¸. Zaverxenie dokazatel~- stva – rasprostranenie interpolØcii na toqki mnoßestva E, leßawie vnutri oblasti, prohodit po standartnoæ sheme, svedeniem k ffkvivalentnoæ zadaqe v prostranstve H^∞. Dokazatel~- stva vseh fftih utverßdeniæ prohodØt tak ße, kak i v rabotah [6, 7]. Teorema polnost~¸ dokazana.

Literatura

1. S. A.Vinogradov, V. P. Havin, SvobodnaØ innterpolØciØ v H1 i nekotoryh drugih klassah funkciæ. — Zap. nauqn. semin. LOMI, 1974, 47, 15–54.

2. E. M. Dyn~kin, Mnoßestva svobodnoæ interpolØcii dlØ klassov Gel~- dera. — Mat. sb. 1979, 109, 107–128.

3. N. A. Xirokov, SvobodnaØ interpolØciØ v prostranstvah C^A_{r,ω} . — Mat.

sb. 1982, 117, 337–358.

174 A. M. KOTOQIGOV

4. A. M. Kotoqigov, N. A. Xirokov, SvobodnaØ interpolØciØ dlØ klassov Gel~dera v ßordanovyh oblastØh. Nelineænye kraevye zadaqi i nekotorye voprosy teorii funkciæ. V kn: Problemy matematiqeskogo analiza, SPbGU, SPb, 1995, vyp. 15, s. 109–138.

5. A. M. Kotoqigov, N. A. Xirokov, SvobodnaØ interpolØciØ dlØ klassov Gel~dera v kvazikonformnyh oblastØh. Nelineænye kraevye zadaqi i nekotorye voprosy teorii funkciæ. V kn: Problemy matematiqeskogo analiza, SPbGU, SPb, 1997, vyp. 16, s. 145–166.

6. A. M. Kotoqigov, N. A. Xirokov, InterpolØciØ v okrestnosti toqki ostriØ. — Algebra i analiz, 1998, 10, vyp. 4, 142–176.

7. A. M. Kotochigov, Intrepolation sets for Hölder spaces of functions analytic in a strip. Complex analysis. Operator and Related Topics. Operator Theory Advances and Applications, Berkshäuser Verlag. 2000, 113, p. 179–194.

8. L. Al~fors, Lekcii po kvazikonformnym otobraßeniØm. Mir, M.

(1969).

9. E. M. Dyn~kin, Ocenki analitiqeskih funkciæ v ßordanovyh oblastØh.

— Zap. nauqn. semin. LOMI 1977, 73, 70–90.

10. E. M. Dyn~kin, Neanalitiqeskiæ princip simmetrii i konformnye otobraßeniØ. — Algebra i analiz, 1993, 5, vyp. 3, 119–142.

11. Ch. Pommerenke, Boundary behavior of conformal maps. Springer–Verlag (1992).

12. P. Kusis, Vvedenie v teori¸ prostranstv H^p. Mir, M. (1984).

Kotochigov A. M. Interpolation in a generalized strip.

It is shown that the description of interpolation sets for analytic Hölder classes in a standard strip can be carried over entirely to the generalized

strip, i.e., to the subset of the standard strip bounded by two Lavrent’ev

curves. To do this, some geometric properties of a generalized strip are

established, namely, it is shown that a generalized strip can be extended

accross the arcs of an interpolation set on the boundary, and that it

decomposes in Lavrent’ev domains.

Postupilo 10 maØ 2000 g. S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ fflektrotehniqeskiæ universitet

kam@peterlink.ru