Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 270, 2000 g.

M. M. Malamud

O PODOBII TREUGOL^NOGO OPERATORA DIAGONAL^NOMU

Vvedenie

NesmotrØ na suwestvovanie rezol~ventnogo kriteriØ podobiØ (sm. teoremu 1.1) zamknutogo operatora samosoprØßœnnomu, prostye dostatoqnye usloviØ podobiØ okazyva¸tsØ v rØde sluqaev predpoqtitel~nee.

V nastoØweæ rabote privoditsØ rØd dostatoqnyh usloviæ podobiØ nesamosoprØßœnnogo operatora A = G + iV^{1/2}JV^{1/2} (s korrektno opredelœnnoæ mnimoæ komponentoæ) samosoprØßœnnomu. Krome togo, privodØtsØ dostatoqnye usloviØ (a v dissipativnom sluqae–kriterii) podobiØ treugol~nogo operatora

A_1 := Q_α + iK : f → α(x)f(x) + i 1∫ x k(x, t)f(t)dμ(t) (0.1) samosoprØßœnnomu.

OstanovimsØ kratko na soderßanii raboty.

V §1 (teorema 1.4) privedeny dostatoqnye (v tom qisle izvestnye) usloviØ podobiØ operatora A samosoprØßœnnomu s absol¸tno nepreryvnym spektrom. Odno iz naibolee sil~nyh sredi nih vyglØdit tak: V^{1/2}R_A(z)f ∈ H^2_+(E), ||V^{1/2}R_A(λ − iε)|| 6 C/ε^{1/2}, ε > 0. Vse usloviØ v teoreme 1.4 moßno razbit~ na dve gruppy: formuliruemye v terminah pary operatorov A i A^∗, libo tol~ko v terminah operatora A. V predloßenii 1.5 pokazyvaetsØ, qto vse usloviØ podobiØ vnutri kaßdoæ iz dvuh grupp poparno ffkvivalentny. Naprimer, uslovie 12_+) (ograniqennost~ J-formy harakteristiqeskoæ funkcii θ_A(z)) ffkvivalentno horoxo izvestnomu uslovi¸ 8_+) : V^{1/2}R_A(z)f, V^{1/2}R_A∗ (z)f ∈ H^2_+(E).

V §2 izuqaetsØ podobie operatora A samosoprØßœnnomu pri uslovii (2.1) slaboæ korrelirovannosti poloßitel~noæ i otricatel~noæ qasteæ P_±V operatora JV (J = P_+ − P_−). �to uslovie 201

202 M. M. MALAMUD vvedeno S. Naboko [13], kotoryæ pokazal s pomow~¸ funkcional~noæ modeli dissipativnogo operatora, qto pri ego naliqii na nedissipativnye operatory perenositsØ izvestnyæ kriteriæ S. NadØ-FoØxa [20]. Zdes~ predlagaetsØ fflementarnoe (ne ispol~zu¸wee funkcional~noæ modeli) dokazatel~stvo rezul~tata iz [13], a takße popolnØetsØ spisok kriteriev podobiØ. Naprimer, pri uslovii (2.1) ocenki

||V^{1/2}(A − z)^{−1}|| 6 C| Im z|^{−1/2}, z ∈ C_+ ∪ C_− ,

okazyva¸tsØ neobhodimymi i dostatoqnymi dlØ podobiØ samosoprØßœnnomu.

V §3 izuqaetsØ podobie samosoprØßœnnomu dissipativnogo operatora A_1 vida (0.1), deæstvu¸wego v L^2_m([0, 1]; dμ) s nepreryvnoæ meroæ dμ i m 6 ∞. Zdes~ s pomow~¸ prostyh svoæstv T -gladkih (v smysle T. Kato [28]) operatorov fflementarno dokazyvaetsØ kriteriæ I. Gohberga i M. Kreæna (anonsirovannyæ imi v [5]) podobiØ dissipativnogo operatora A_1 (s dμ = dx i m < ∞) samosoprØßœnnomu. V fftom ße paragrafe poluqeny obobweniØ kriteriØ iz [5] na sluqaæ m = ∞, ohvatyva¸wie ne- Ødernye vozmuweniØ, a takße priveden odin rezul~tat o podobii samosoprØßœnnomu nedissipativnogo operatora A_1 s Ødrom k(x, t), ne vyroßda¸wimsØ na diagonali.

V §4 privodØtsØ podrobnye dokazatel~stva utverßdeniæ, anonsirovannyh v [8] i [10]. Imenno, zdes~ izuqaetsØ podobie diagonal~nomu operatora A_1 vida (0.1) s Ødrom k(x, t), vyroßda¸wimsØ na diagonali. V qastnosti, dokazyvaetsØ, qto A_1 podoben Q_α, esli |K(x, t)(α(x) − α(t))|^{−1} 6 φ(x − t), gde φ ∈ L_1[0, 1].

OboznaqeniØ: H - gil~bertovo prostranstvo, σ(A) i ρ(A) - spektr i rezol~ventnoe mnoßestvo operatora A; R_A(z) := (A − zI)^{−1} i spr A - ego rezol~venta i spektral~nyæ radius; Lat A i {A}^′ – rexœtka invariantnyh podprostranstv i kommutant operatora A; A⌈H_1− ego sußenie na H_1.

Bol~xinstvo rezul~tatov §1–§3 poluqeno avtorom v 1984– 1985 g.g.

˚ vyraßa¸ priznatel~nost~ V. Vas¸ninu i V. Kapustinu, pobudivxih menØ napisat~ fftu stat~¸, za poleznye obsußdeniØ.

O PODOBII 203

§1. O podobii samosoprØßennomu operatoru s absol¸tno nepreryvnym spektrom 1.1. V fftom paragrafe privodØtsØ usloviØ podobiØ nesamosoprØßennogo operatora

A = G + iV_1 = G + iV^{1/2}JV^{1/2} = G + iJV (1.1)

samosprØßennomu operatoru s absol¸tno nepreryvnym spektrom. Zdes~ v (1.1) G = G^∗, V_1 = V^∗_1 i V_1 = JV = V^{1/2}JV^{1/2} – polØrnoe predstavlenie operatora V_1, V = |V_1|, J = signV_1.

V dal~neæxem sqitaem operator V_1 sil~no G-ograniqennym, t.e. D(G) ⊂ D(V_1) = D(V ), i s nekotorymi konstantami a ∈ [0, 1) i b > 0 spravedlivo neravenstvo ||V f|| 6 a||Gf|| + b||f||, a < 1, f ∈ D(G). (1.2) Horoxo izvestno, qto uslovie sil~noæ G-ograniqennosti (1.2) operatora V vleqœt zamknutost~ operatora A, opredelœnnogo na D(A) := D(G).

Oboznaqim E := R(V ). HarakteristiqeskaØ funkciØ θ(z) := θ_A(z) : E → E operatora A vida (1.1) opredelØetsØ (sm. [1]) formuloæ

θ_A(z) = I + 2iJV^{1/2}(A^∗ − zI)^{−1}V^{1/2}, z ∈ ρ(A^∗). (1.3)

Napomnim kriteriæ podobiØ zamknutogo operatora A samosoprØßennomu, poluqennyæ v [14, 23] (drugie dokazatel~stva soderßatsØ v [9] i [4]).

Teorema1.1. Zamknutyæ operator A v gil~bertovom prostran-

stve H podoben samosoprØßennomu togda i tol~ko togda, kogda σ(A) ⊂ R i dlØ vseh f ∈ H spravedlivy neravenstva

sup_{ε>0} ∫ ε||R_A(λ + iε)f||^2dλ 6 C^+_1 ||f||^2, f ∈ H, sup_{ε>0} ∫ ε||R_A∗ (λ + iε)f||^2dλ 6 C^+_2 ||f||^2, f ∈ H, (1.4)

v kotoryh C^+_1 i C^+_2 ne zavisØt ot f.

Zameqanie 1.2. RazumeetsØ, ocenki (1.4) dlØ rezol~vent RA(z) i R_A∗ (z) v C_+ moßno zamenit~ takimi ße ocenkami v C_− .

Nam ponadobitsØ takße sledu¸waØ izvestnaØ lemma.

204 M. M. MALAMUD

Lemma 1.3. Pust~ B – maksimal~nyæ dissipativnyæ operator v

H. Togda:

1) spravedlivy ocenki

sup_{ε>0} ε ∫ ||R_B(λ − iε)f||^2dλ 6 2π||f||^2, f ∈ H, sup_{ε>0} ε ∫ ||R_B∗ (λ + iε)f||^2dλ 6 2π||f||^2, f ∈ H. (1.5)

2) Esli k tomu ße B = G + iV – operator vida (1.1), udovletvorØ¸wiæ uslovi¸ (1.2), to dlØ l¸bogo ε > 0 i l¸bogo f ∈ H ∫ || √ V R_B(λ − iε)f||^2dλ 6 2π||f||^2, ∫ || √ V R_B∗ (λ + iε)f||^2dλ 6 2π||f||^2. (1.6)

Neravenstva (1.5) horoxo izvestny i vyteka¸t iz ravenstva ParsevalØ, primenœnnogo k toßdestvu R_B(λ − iε)f = −i ∫_0 −∞ e^{i(λ−iε)t}U (t)fdt, v kotorom U (t) := exp(−itB)- sßima¸waØ polugruppa.

Neravenstva (1.6) dokazany v [12] pri pomowi samosoprØßœnnoæ dilatacii operatora B (dokazatel~stvo, ne ispol~zu¸wee dilatacii, imeetsØ v [9]).

Napomnim vaßnoe dlØ dal~neæxego opredelenie T -gladkosti. Opredelenie [28]. Pust~ T – zamknutyæ plotno opredelennyæ

operator v H s vewestvennym spektrom (σ(T ) ⊂ R). Zamknutyæ operator K nazyva¸t gladkim otnositel~no T ili T -gladkim, esli D(K) ⊃ D(T ) i spravedlivy neravenstva ∞∫ −∞ ||KR_T (λ±iε)f||^2dλ 6 C||f||^2, f ∈ H, ε > 0 s konstantoæ C, ne zavisØweæ ot f ∈ H.

Napomnim, qto operator A nazyva¸t prostym (vpolne nesamosoprØßœnnym), esli on ne imeet privodØwih samosoprØßœnnyh qasteæ.

VsØkiæ operator A vida (1.1) dopuskaet edinstvennoe predstavlenie A = A_1 ⊕ A_2, v kotorom A_1 = A^∗_1, a A_2–prostoæ.

O PODOBII 205

Teorema 1.4. Pust~ A – operator vida (1.1)–(1.2) s vewestvennym

spektrom (σ(A) ⊂ R_+), P_± = (I ± J)/2. Togda A podoben samosoprØßœnnomu pri vypolnenii l¸bogo iz sledu¸wih usloviæ:

1_±) − iA – generator gruppy U (t) =: exp(−itA) tipa C_0 i ∫_∞ 0 ||V^{1/2} exp(∓itA)f||^2dt, ∫_∞ 0 ||V^{1/2} exp(∓itA^∗)f||^2dt 6 C^±_1 ||f||^2; 2_±) − iA – generator gruppy U (t) =: exp(−itA) tipa C_0 i ∫_∞ 0 ||P_±V^{1/2} exp(∓itA)f||^2dt, ∫_∞ 0 ||P_∓V^{1/2} exp(∓itA^∗)f||^2dt 6 C^±_2 ||f||^2; 3) − iA – generator gruppy U (t) =: exp(−itA) tipa C_0 i ∫_∞ −∞ ||V^{1/2} exp(−itA)f||^2dt 6 C_3||f||^2, f ∈ H; 4) V^{1/2}R_A(z)f ∈ H^2_±(E), f ∈ H; 5) P_±V^{1/2}R_A(z)f ∈ H^2_±(E), f ∈ H;

6_±) V^{1/2}R_A(z)f ∈ H^2_±(E), ||V^{1/2}R_A(λ ∓ iε)|| 6 C_6/ε^{1/2}; 7_±) P_±V^{1/2}R_A(z)f ∈ H^2_±(E), ||P_∓V^{1/2}R_A(λ ∓ iε)|| 6 C^±_7 /ε^{1/2}; 8_±) V^{1/2}R_A(z)f ∈ H^2_±(E), V^{1/2}R_A∗ (z)f ∈ H^2_±(E), f ∈ H; 9_±) P_±V^{1/2}R_A(z)f ∈ H^2_±(E), P_∓V^{1/2}R_A∗ (z)f ∈ H^2_±(E), f ∈ H; 10_±) ||V^{1/2}R_A(λ ± iε)|| 6 C^±_{10}/ε^{1/2}, ||V^{1/2}R_A∗ (λ ± iε)|| 6 C^±_{10}/ε^{1/2}; 11_±) ||P_±V^{1/2}R_A(λ ± iε)|| 6 C^±_{11}/ε^{1/2}, ||P_∓V^{1/2}R_A∗ (λ ± iε)|| 6 C^±_{11}/ε^{1/2};

12_±) max{sup_{z∈}C_∓ ||θ^∗_A(z)Jθ_A(z)||, sup_{z∈}C_± ||θ_A(z)Jθ^∗_A(z)||} = C^±_{12} < ∞;

13_±) max{sup_{z∈}C_∓ ||P_±θ^∗_A(z)Jθ_A(z)P_±||, sup_{z∈}C_± ||P_∓θ_A(z)Jθ^∗_A(z)P_∓||} = C^±_{13} < ∞.

Pri fftom prostaØ qast~ operatora A podobna samosoprØßœnnomu s absol¸tno nepreryvnym spektrom.

Dokazatel~stvo. i) Na 1-m xage ustanovim podobie samosoprØßœnnomu pri usloviØh 1)–3) i dokaßem (poputno) ffkvivalentnosti 1_+) ⇐⇒ 2_+) i 1_−) ⇐⇒ 2_−). Implikacii 1_+) =⇒ 2_+) i 1_−) =⇒ 2_−) oqevidny.

Pust~ vypolneny usloviØ 2_+). Togda iz toßdestva ||e^{−itA}f||^2 = ||f||^2 + 2 t∫ 0 (JV^{1/2}e^{−isA}f, V^{1/2}e^{−isA}f)ds

= ||f||^2 + 2 t∫ 0 ||P_+V^{1/2}e^{−isA}f||^2ds − 2 t∫ 0 ||P_−V^{1/2}e^{−isA}f||^2ds. (1.7)

206 M. M. MALAMUD vytekaet ograniqennost~ polugruppy U (t) = exp(−itA), t ¿ 0 : ||U (t)||^2 6 1 + 2C_3, t ¿ 0.

Analogiqnoe toßdestvo dlØ A^∗ ||e^{−itA∗} f||^2 = ||f||^2 + 2 t∫ 0 ||P_−V^{1/2}e^{−isA∗} f||^2ds−

− 2 t∫ 0 ||P_+V^{1/2}e^{−isA∗} f||^2ds (1.8) i ravenstvo exp(−itA^∗) = U^∗(−t) vedut k ocenke ||U (t)|| 6 1 + 2C_3, t < 0.

Takim obrazom, gruppa U (t) ograniqena, i po teoreme S.-NadØ ([32, 20]) operator A podoben samosoprØßœnnomu.

Podobie samosoprØßœnnomu pri usloviØh 3) takße sleduet iz toßdestva (1.7) i teoremy S.-NadØ.

Ostalos~ zametit~, qto iz neotricatel~nosti pravyh qasteæ toßdestv (1.7) i (1.8) vyteka¸t neravenstva t∫ 0 ||P_−V^{1/2}e^{−isA}f||^2ds, t∫ 0 ||P_+V^{1/2}e^{−isA∗} f||^2ds 6 (1/2 + C^+_2 )||f||^2, dokazyva¸wie implikaci¸ 2_+) =⇒ 1_+). ImplikaciØ 2_−) =⇒ 1_−) dokazyvaetsØ tak ße.

ii) DlØ dokazatel~stva podobiØ pri usloviØh 4)–7_±) dostatoqno dokazat~ ego pri usloviØh 7_±), predvaritel~no ustanoviv implikacii 4) =⇒ 5), 6_+) =⇒ 7_+), 6_−) =⇒ 7_−) i 5) =⇒ 7_±). Pervye tri iz nih oqevidny.

Ustanovim dve poslednih. V silu principa ravnomernoæ ograniqennosti, vkl¸qeniØ P_±V^{1/2}R_A(z)f ∈ H^2_±(E) pri vseh f ∈ H ffkvivalentny ocenkam

||P_+V^{1/2}R_A(z)f||_H2_{+(E)} 6 C^+_5 ||f||, ||P_−V^{1/2}R_A(z)f||_H2_{− (E)} 6 C^−_5 ||f|| (1.9)

s konstantami C^±_5 , ne zavisØwimi ot f ∈ H.

S drugoæ storony, dlØ vektor-funkciæ φ ∈ H^2_±(E) spravedlivo horoxo izvestnoe (sm. [3, 15]) neravenstvo

||φ(z)||_E 6 (π| Im z|)^{−1/2}||φ||_H2_{±(E)}, z ∈ C_+ ∪ C_− . (1.10)

O PODOBII 207 Ob¨edinØØ (1.9) i (1.10), prihodim k trebuemoæ implikacii 5) =⇒ 6_+). ImplikaciØ 5) =⇒ 6_−) dokazyvaetsØ analogiqno.

iii) Ustanovim podobie samosoprØßœnnomu pri usloviØh 7_±). Pust~ dlØ opredelœnnosti vypolneny usloviØ 7_+). Rassmotrim narØdu s A maksimal~nyæ dissipativnyæ operator B = G + iV . DlØ ego rezol~venty izvestny sledu¸wie, vyteka¸wie, naprimer, iz (1.6) i (1.10), ocenki: ||R_B∗ (λ + iε)V^{1/2}|| = ||V^{1/2}R_B(λ − iε)|| 6 √ 2/ε. (1.11)

UqityvaØ ih, lemmu 1.3 i toßdestvo Gil~berta R_B∗ (λ+iε)−R_A(λ+iε) = 2iR_B∗ (λ+iε)V^{1/2}P_+V^{1/2}R_A(λ+iε), (1.12) pridœm k neravenstvu ε ∫ ||R_A(λ + iε)f||^2dλ 6 2ε ∫ ||R_B∗ (λ + iε)f||^2dλ +4ε ∫ ||2iR_B∗ (λ + iε)V^{1/2}P_+V^{1/2}R_A(λ + iε)f||^2dλ 6 4π||f||^2 +32 ∫ ||P_+V^{1/2}R_A(λ + iε)f||^2dλ 6 (4π + 32C^{+2}_5 )||f||^2.

(1.13)

Dalee, soglasno ocenke 7_+) ||R_A∗ (λ+iε)V^{1/2}P_−|| = ||P_−V^{1/2}R_A(λ− iε)|| 6 C^+_7 /ε^{1/2}. Pofftomu iz toßdestva, analogiqnogo (1.12), i lemmy 1.3 poluqaem ε ∫ ||R_A∗ (λ + iε)f||^2dλ 6 2ε ∫ ||R_B∗ (λ + iε)f||^2dλ +2ε ∫ ||2iR_A∗ (λ + iε)V^{1/2}P_−V^{1/2}R_B∗ (λ + iε)f||^2dλ 6 4π||f||^2 + 8C^{+2}_7 ∫ ||V^{1/2}R_B∗ (λ + iε)f||^2dλ 6 4π(1 + 4C^{+2}_7 )||f||^2. (1.14) Po teoreme 1.1. operator A podoben samosoprØßœnnomu.

iv) PerehodØ k dokazatel~stvu podobiØ pri usloviØh 8_±) − 13_±), zametim, qto dostatoqno ustanovit~ ego lix~ pri usloviØh 11_±). Deæstvitel~no, implikacii 8_+) =⇒ 9_+), 8_−) =⇒ 9_−), 10_+) =⇒ 11_+) i 10_−) =⇒ 11_−) oqevidny. Implikacii 9_+) =⇒ 11_+) i 9_−) =⇒ 11_−) dokazyva¸tsØ tak ße, kak implikacii 5) =⇒ 6_±) na xage ii).

208 M. M. MALAMUD

Dalee, implikacii 12_+) =⇒ 13_+) i 12_−) =⇒ 13_−) takße oqevidny, a ffkvivalentnosti 10_+) ⇐⇒ 12_+), 10_−) ⇐⇒ 12_−) i 11_+) ⇐⇒ 13_+), 11_−) ⇐⇒ 13_−) – oqevidnye sledstviØ horoxo izvestnyh (sm. [1]) toßdestv:

4 Im zV^{1/2}R_A(z)R_A∗ (z)V^{1/2} = J − θ^∗_A(z)Jθ_A(z), (1.15)

4 Im zV^{1/2}R_A∗ (z)R_A(z)V^{1/2} = J − θ_A(z)Jθ^∗_A(z). (1.16)

Itak, ostalos~ ustanovit~ podobie samosoprØßœnnomu pri usloviØh 11_±). Pust~ dlØ opredelennosti vypolneny usloviØ 11_−). DlØ fftogo sluqaØ vtoraØ iz ocenok (1.4) uße ustanovlena na xage iii) (sm.neravenstvo (1.14)). PervaØ ße iz ocenok (1.4) dokazyvaetsØ tak ße, kak (1.13). Deæstvitel~no, zapisyvaØ pravu¸ qast~ toßdestva Gil~berta (1.12) v vide −2iR_A(λ + iε)V^{1/2}P_+V^{1/2}R_B∗ (λ + iε) i pol~zuØs~ sootnoxeniem ||R_A(λ + iε)V^{1/2}P_+|| = ||P_+V^{1/2}R_A∗ (λ − iε)|| 6 C^−_{11}/ε^{1/2}, ε > 0, (1.17) poluqim ε ∫ ||R_A(λ + iε)f||^2dλ 6 2ε ∫ ||R_B∗ (λ + iε)f||^2dλ +2ε ∫ ||2iR_A(λ + iε)V^{1/2}P_+V^{1/2}R_B∗ (λ + iε)f||^2dλ 64π||f||^2 + 8(C^−_{11})^{2 ∫} ||V^{1/2}RB∗ (λ + iε)f||^2dλ 6 4π(1 + 4(C^−_{11})^2)||f||^2.

(1.18) Po teoreme 1.1 operator A podoben samosoprØßœnnomu.

v) Itak, podobie operatora A samosoprØßœnnomu, t.e. ravenstvo L^{−1}AL = T = T^∗, ustanovleno vo vseh sluqaØh. Ostalos~ pokazat~, qto T absol¸tno nepreryven, esli operator A prostoæ. Na fftom xage dokaßem ffto lix~ pri usloviØh 3) − 7_±), dokazav predvaritel~no, qto operator V^{1/2}L ØvlØetsØ T -gladkim. Tak kak uslovie 4) oznaqaet A-gladkost~ operatora V^{1/2}, a uslovie 3) emu ravnosil~no (sm. [28]), to iz ravenstva L^{−1}AL = T legko sleduet T -gladkost~ operatora V^{1/2}L pri usloviØh 3) i 4).

Dokazatel~stvo T -gladkosti operatora V^{1/2}L pri usloviØh 5) i 7_±) svedem k dokazatel~stvu ego T -gladkosti pri usloviØh 4) i 6_±), ustanoviv implikacii 5) =⇒ 4), 7_+) =⇒ 6_+) i 7_−) =⇒ 6_−).

Oqevidno, dostatoqno ustanovit~ lix~ vtoru¸ iz nih.

O PODOBII 209 Itak, pust~ P_+V^{1/2}R_A(z)f ∈ H^2_+(E) i ||P_−V^{1/2}R_A(λ − iε)|| 6 C^+_7 /ε^{1/2}.

Tak kak harakteristiqeskaØ funkciØ θ_B (z) = I + 2iV^{1/2}(B^∗ − z)^{−1}V^{1/2} dissipativnogo operatora – sßima¸waØ v C_+ , to ||V^{1/2}R_B∗ (λ + iε)V^{1/2}|| 6 1.

Pofftomu iz (1.12), lemmy 1.3 i pervogo iz neravenstv (1.9) poluqaem ∫ ||V^{1/2}R_A(λ + iε)f||^2dλ 6 2 ∫ ||V^{1/2}R_B∗ (λ + iε)f||^2dλ + 8 ∫ ||V^{1/2}R_B∗ (λ + iε)V^{1/2}P_+V^{1/2}R_A(λ + iε)f||^2dλ 6 4π||f||^2 + 8^∫ ||P+V^{1/2}RA(λ + iε)f||^2dλ 6 4(π + 2(C^+_5 )^2)||f||^2.

(1.19) Analogiqno s uqœtom ocenki ||V^{1/2}R_B(λ − iε)|| 6 (2/ε)^{1/2} ustanavlivaetsØ neravenstvo ||V^{1/2}R_A(λ − iε)|| 6 ( √ 2 + 2C^+_7 )/ε^{1/2}. (1.20)

KombiniruØ neravenstva (1.19) i (1.10), prihodim ko vtoroæ (analogiqnoæ (1.20)) ocenke ‖V^{1/2}R_A(λ + iε)‖ 6 ~Cε^{−1/2} s nekotoroæ konstantoæ ~C.

Takim obrazom, pri usloviØh 5) − 7_±) spravedlivy (s nekotoroæ konstantoæ S > 0 ) neravenstva ‖V^{1/2}R_A(λ ± iε)‖ 6 Cε^{−1/2}. Pofftomu ||V^{1/2}L(T − z)^{−1}|| 6 ||V^{1/2}(A − z)^{−1}|| · ||L|| 6 C^′(| Im z|)^{−1/2}, z ∈ C + ∪ C − ,^{(1.21)}

gde C^′ := C||L||. Tak kak T samosoprØßœn, to po teoreme T. Kato [28] uslovie (1.21) ffkvivalentno uslovi¸ T -gladkosti operatora V^{1/2}L.

Oboznaqim qerez H_{ac} i H_s absol¸tno nepreryvnoe i singulØrnoe podprostranstva operatora T . Po drugoæ teoreme Kato [28] T -gladkost~ operatora V^{1/2}L vleqœt sootnoxenie V^{1/2}L(H_s) = 0 i, v qastnosti, – ravenstvo Af = A^∗f ∀f ∈ L(H_s). Tak kak podprostranstvo L(H_s) invariantno otnositel~no A, to ono privodit A. �tot fakt protivoreqit prostote operatora A, esli

Hs ≠ 0. Itak, Hs = 0 i H = Hac, qto i trebovalos~.

210 M. M. MALAMUD

vi) Dokaßem teper~, qto operator V^{1/2}L ØvlØetsØ T -gladkim pri usloviØh 1_±), 2_±) i 8_±) − 13_±). Dostatoqno dokazat~ ffto pri usloviØh 11_±), ustanoviv predvaritel~no implikacii i_+) =⇒ 11_+) i i_−) =⇒ 11_−) pri i∈ {1, 2, 8, . . . , 13}.

Naqnem s implikacii 1_+) =⇒ 8_+). Tak kak pri usloviØh 1_+) i 2_+) gruppa U (t) = exp(−itA) ograniqena, to ona imeet (ffksponencial~nyæ) tip 0. Sledovatel~no, pri kaßdom ε > 0 spravedlivo toßdestvo

V^{1/2}R_A(λ + iε)f = i ∞∫ 0 e^{i(λ+iε)t}V^{1/2}e^{−itA}fdt, f ∈ H. (1.22) Vyteka¸wee iz nego ravenstvo ParsevalØ ∞∫ −∞ ||V^{1/2}R_A(λ + iε)f||^2dλ = 2π ∞∫ 0 e^{−2εt}||V^{1/2}e^{−itA}f||^2dt (1.23) i analogiqnoe ravenstvo, svØzyva¸wee R_A∗ (λ+iε) s polugruppoæ exp(−itA^∗), t > 0, da¸t trebuemoe.

Tak kak 1_+) ⇐⇒ 2_+) (sm. xag i)), to implikaciØ 2_+) =⇒ 8_+) takße dokazana.

Implikacii i_+) =⇒ 11_+) i i_−) =⇒ 11_−) pri i∈ {8, 9, 10, 12, 13} libo oqevidny, libo uße otmeqalis~ vyxe, a ffkvivalentnosti 10_+) ⇐⇒ 11_+) i 10_−) ⇐⇒ 11_−) ustanovleny na xage v).

DlØ dokazatel~stva T -gladkosti operatora V^{1/2}L pri uslovi- Øh 10_+) dokaßem ffkvivalentnost~ 10_+) ⇐⇒ 10_−).

DlØ fftogo nam ponadobitsØ (poleznaØ i v dal~neæxem) implikaciØ ||V^{1/2}R_A(λ + iε)|| 6 C/ε^{1/2} =⇒ ε||R_A(λ ± iε)|| 6 1 + 2 √ 2C. (1.24)

Tak kak ||R_B∗ (λ + iε)V^{1/2}|| = ||V^{1/2}R_B(λ − iε)|| 6 √ 2/ε i ε||R_B∗ (λ + iε)|| 6 1, (1.25)

to, uqityvaØ (1.12), imeem ε||R_A(λ + iε)|| 6 ε||R_B∗ (λ + iε)|| + ε||R_A(λ + iε) − R_B∗ (λ + iε)|| 61 + ε||2RB∗ (λ + iε)V^{1/2}P+V^{1/2}RA(λ + iε)|| 61 + 2^√ε||RB∗ (λ + iε)V^{1/2}|| ·^√ε||V^{1/2}RA(λ + iε)|| 6 1 + 2^√2C._{(1.26)}

O PODOBII 211 Toqno tak ße prihodim k ocenke ε||R_A∗ (λ + iε)|| 6 1 + 2 √ 2C, kotoraØ vmeste s ravenstvom ε||R_A(λ − iε)|| = ε||R_A∗ (λ + iε)|| i ocenkoæ (1.26) dokazyvaet implikaci¸ (1.24)

S uqetom (1.24) implikaciØ 10_+) =⇒ 10_−) dokazyvaetsØ uße sovsem legko: ||V^{1/2}R_A(λ − iε)|| 6 ||V^{1/2}R_A(λ + iε)|| + ||V^{1/2}R_A(λ + iε) · 2iεR_A(λ − iε)|| 6 [C^+_{10} + 2(1 + 2^√2)C^+_{10} · C^+_{10}]ε^{−1/2}.

Ocenka operator-funkcii ||V^{1/2}R_A∗ (λ − iε)||, kak i obratnaØ implikaciØ 10_−) =⇒ 10_+), ustanavliva¸tsØ analogiqno.

Takim obrazom, kaßdoe iz usloviæ 1_±), 2_±) i 8_±)−13_±) vleqœt ocenki ||V^{1/2}R_A(λ±iε)|| 6 Cε^{−1/2}, kotorye, v svo¸ oqered~, vedut k (1.21).

Dokazatel~stvo zaverxaetsØ teper~ tak ße, kak i na predyduwem xage. • 1.2. UsloviØ 1±) − 13±) v teoreme 1.4 moßno uslovno razbit~ na dve gruppy:

1) usloviØ 3) − 7_±), formuliruemye v terminah operatora A; 2) usloviØ 1_±), 2_±) i 8_±) − 13_±), formuliruemye v terminah pary operatorov A i A^∗.

V sledu¸wem predloßenii my pokaßem poparnu¸ ffkvivalentnost~ usloviæ vnutri kaßdoæ gruppy, a takße vyØsnim, qto usloviØ 1-æ gruppy slabee usloviæ 2-æ gruppy (menee ograniqitel~ny).

Predloßenie 1.5. UsloviØ 1-æ gruppy v teoreme 1.4 (takße, kak

i usloviØ 2-æ gruppy) poparno ffkvivalentny.

Krome togo, kaßdoe iz usloviæ 2-æ gruppy vleqet vse usloviØ 1-æ gruppy.

Dokazatel~stvo. B&ol~xaØ qast~ ffkvivalentnosteæ vnutri kaßdoæ gruppy uße otmeqena v processe dokazatel~stva teoremy 1.4. Niße my dokaßem lix~ nekotorye, naibolee soderßatel~nye, iz ostavxihsØ ffkvivalentnosteæ.

i) Ustanovim implikaci¸ 6_+) =⇒ 4). Soglasno (1.24) vtoroe iz usloviæ 6_+) vleqœt ocenki ε||R_A(λ ± iε)|| 6 ~C^±_6 := 1 + 2 √ 2C^±_6 .

PrimenØØ toßdestvo Gil~berta dlØ rezol~vent i pervoe iz usloviæ 6_+) (ffkvivalentnoe pervomu iz neravenstv (1.9) s P_+ = I),

212 M. M. MALAMUD poluqim ∫ ||V^{1/2}R_A(λ − iε)f||^2dλ 6 2 ∫ ||V^{1/2}R_A(λ + iε)f||^2dλ + 2 ∫ ||V^{1/2}R_A(λ + iε)2iεR_A(λ − iε)f||^2dλ 6 2C^{+2}_6 ||f||^2 + 8 ~C^{+2}_6 ∫ ||V^{1/2}R_A(λ + iε)f||^2dλ 6 2C^{+2}_6 (1 + 8 ~C^{+2}_6 )||f||^2.

(1.27)

Tak ße dokazyva¸tsØ implikaciØ 6_−) =⇒ 4) i ffkvivalentnost~ 6_+) ⇐⇒ 6_−).

ii) Dokaßem implikaci¸ 4) =⇒ 3) (obratnaØ implikaciØ ustanovlena v teoreme 1.4). Tak kak pri usloviØh 4) operator A podoben samosoprØßœnnomu, to A generiruet ograniqennu¸ C_0- gruppu U (t) = exp(−itA). Pofftomu U (t) imeet (ffksponencial~- nyæ) tip nol~ i, sledovatel~no, pri l¸bom ε > 0 spravedlivy toßdestva (1.22)–(1.23). Trebuemoe vytekaet teper~ iz (1.23) i teoremy Fatu o predel~nom perehode.

iii) Perehodim k usloviØm 2-æ gruppy. �kvivalentnosti 8_+) ⇐⇒ 8_−) i 10_+) ⇐⇒ 10_−) dokazyva¸tsØ toqno tak ße, kak implikaciØ 6_+) =⇒ 4) na xage i). Sleduet lix~ dlØ poluqeniØ vspomogatel~nyh ocenok ε||R_A(λ ± iε)|| 6 ~C^±_8 := 1 + 2 √ 2C^±_8 vospol~zovat~sØ implikaciØmi 8_+) =⇒ 10_+) i (1.24), dokazannymi v teoreme 1.4.

Poputno poluqim implikacii 8_+) =⇒ 4) i 8_−) =⇒ 4), da¸wie svØz~ meßdu usloviØmi dvuh grupp.

Dokaßem iplikacii 10_+) =⇒ 8_+) i 10_−) =⇒ 8_−) (obratnye utverßdeniØ soderßatsØ v teoreme 1.4).

Na xage vi) predyduweæ teoremy pokazano, qto usloviØ 10_+) obespeqiva¸t, narØdu s podobiem operatora A samosoprØßœnnomu (L^{−1}AL = T = T^∗), takße i T -gladkost~ operatora V^{1/2}L. Pofftomu s nekotoroæ konstantoæ C > 0 spravedlivy neravenstva ∫ ||V^{1/2}R_A(λ ± iε)f||^2dλ = ∫ ||V^{1/2}LR_T (λ ± iε)L^{−1}f||^2dλ 6 C||L^{−1}f||^2 6 C||L^{−1}||^2 · ||f||^2, ε > 0,^{(1.28)} oznaqa¸wie A-gladkost~ operatora V^{1/2}.

Dalee, otpravlØØs~ ot ravenstva L^∗A^∗(L^{−1})^∗ = T^∗ i uqityvaØ ffkvivalentnost~ 10_+) ⇐⇒ 10_−), pridœm k ocenke ||V^{1/2}(L^{−1})^∗

O PODOBII 213

R_T (λ ± iε)|| 6 C^′/ε^{1/2}, analogiqnoæ ocenke (1.21). Tak kak T = T^∗, to po kriteri¸ T. Kato [28] operator V^{1/2}(L^{−1})^∗ ØvlØetsØ T - gladkim. PovtorØØ dokazatel~stvo (1.28), pridœm ko vtoromu neravenstvu ||V^{1/2}R_A∗ (z)f||^2_H2_{± (E)} 6 C||L^∗||^2 · ||f||^2, oznaqa¸wemu A^∗-gladkost~ operatora V^{1/2}. Tem samym dokazany obe implikacii 10_±) =⇒ 8_±). Ostal~nye ffkvivalentnosti libo uße obsußdalis~ ranee, libo legko svodØtsØ k tol~ko qto ustanovlennym. • Zameqanie 1.5. a) UsloviØ 1±) − 13±) teoremy 1.4 ne ØvlØ¸tsØ, kak pokazyva¸t primery (sm. §2), neobhodimymi dlØ podobiØ samosoprØßennomu s absol¸tno nepreryvnym spektrom. V to ße vremØ oni okazyva¸tsØ neobhodimymi pri dopolnitel~- nom uslovii (2.1) (sm. §2);

b) UsloviØ ‖V^{1/2}R_A(λ ± iε)‖ 6 ε^{1/2} (menee ograniqitel~nye, qem 6_±)) ne ØvlØ¸tsØ dostatoqnymi dlØ podobiØ samosoprØßennomu, hotØ i osta¸tsØ takovymi (a takße i neobhodimymi) pri dopolnitel~nyh predpoloßeniØh (sm. §2).

To ße otnositsØ i k implikacii 4) =⇒ 8_+) (a, znaqit, i k ffkvivalentnosti 4) ⇐⇒ 8_+)) : ona verna pri dopolnitel~nom uslovii (2.1), no, po-vidimomu, ne verna v obwem sluqae. Drugimi slovami, req~ idet o primere takogo operatora A vida (1.1), qto V^{1/2} ØvlØetsØ A-gladkim, no ne ØvlØetsØ A^∗-gladkim.

c) Mne ne izvestno prØmoe (fflementarnoe) dokazatl~stvo ffkvivalentnosti 10_+) ⇐⇒ 8_+), ne ispol~zu¸wee teoremy 1.1 i kriteriØ T. Kato T -gladkosti.

d) Dostatoqnost~ usloviæ 1_±), 3), 8_±) dlØ podobiØ samosoprØßennomu soderßitsØ (s temi ße dokazatel~stvami) v [14] i [9]. RØd drugih usloviæ, hotØ Øvno i ne sformulirovan v [14] i [9], po suwestvu tam soderßitsØ. Tak, naprimer, dokazatel~- stvo podobiØ pri usloviØh 10_+) otliqaetsØ ot takovogo ße (soderßawegosØ v [9]) pri usloviØh 8_+) lix~ tem, qto v (1.18) ispol~zuetsØ ocenka (1.6) dlØ R_B(z) vmesto bolee gruboæ ocenki ‖V^{1/2}R_B(λ ± iε)‖ 6 √ 2/ε. Otmetim ewœ, qto v [2] pri uslovii absol¸tnoæ nepreryvnosti spektra operatora A (v smysle [12]) podobie samosoprØßennomu pri usloviØh, blizkih k 12_±), dokazano s pomow~¸ funkcional~noæ modeli dissipativnogo operatora (sm. [20, 16]). Imen-

214 M. M. MALAMUD no, usloviØ v [2] sformulirovany v terminah predel~nyh znaqeniæ J-formy J − θ^∗_A(λ + i0)Jθ(λ + i0) harakteristiqeskoæ funkcii θ_A(z).

UsloviØ 12_±) i 13_±) oqevidno vypolneny, esli sup_{z /∈}R|θ_A(z)| < ∞. Podobie samosoprØßœnnomu pri ukazannom uslovii ustanovleno L. A. Sahnoviqem [19].

§2. O podobii samosoprØßœnnomu pri uslovii slaboæ korrelØcii poloßitel~noæ i otricatel~noæ qasteæ mnimoæ komponenty

2.1. DlØ dissipativnyh operatorov spisok usloviæ podobiØ samosoprØßœnnnomu znaqitel~no xire spiska, ukazannogo v teoreme 1.4. Bolee togo, vse pereqislennye v teoreme 1.4 dostatoqnye usloviØ podobiØ ØvlØ¸tsØ (v sluqae dissipativnogo A) takße i neobhodimymi.

S. N. Naboko [13] pokazal, qto v rØde voprosov spektral~- noæ teorii uslovie dissipativnosti moßno zamenit~ sledu¸- wim usloviem:

C_1 := sup_{λ∈}C_+ max{||P_+θ_B (λ)P_−||, ||P_−θ_B (λ)P_+||} < 1, (2.1)

v kotorom θ_B (λ) – harakteristiqeskaØ funkciØ dissipativnogo operatora B = G + iV . Estestvenno nazyvat~ uslovie (2.1) usloviem slaboæ korrelirovannosti poloßitel~noæ i otricatel~- noæ qasteæ mnimoæ komponenty A_I = JV operatora A. V qastnosti, Naboko pokazal v [13] s pomow~¸ funkcional~noæ modeli, qto na operatory fftogo klassa perenositsØ izvestnaØ teorema NadØ-FoØxa ([33, 20]) o podobii dissipativnogo operatora samosoprØßœnnomu.

Niße predlagaetsØ dokazatel~stvo upomØnutogo rezul~tata iz [13], ne ispol~zu¸wee funkcional~noæ modeli, a takße popolnØetsØ spisok kriteriev podobiØ samosoprØßœnnomu.

Teorema 2.1. Pust~ A = G + iJV – operator vida (1.1)–(1.2),

udovletvorØ¸wiæ usloviØm (2.1). Togda sledu¸wie usloviØ ffkvi-

O PODOBII 215 valentny:

1) Operator A podoben samosoprØßœnnomu;

2) sup_{ε>0} ∫ ε||R_A(λ ± iε)f||^2dλ 6 C^2_2 ||f||^2, f ∈ H; 3) ||(A − z)^{−1}|| 6 C_3(| Im z|)^{−1}, z ∈ C_+ ∪ C_− ;

4) V^{1/2}(A − z)^{−1}f ∈ H^2_+(E), V^{1/2}(A^∗ − z)^{−1}f ∈ H^2_+(E), f ∈ H; 5) V^{1/2}(A − z)^{−1}f ∈ H^2_±(E), f ∈ H;

6) ||V^{1/2}(A − z)^{−1}|| 6 C_6(| Im z|)^{−1/2}, z ∈ C_+ ∪ C_− ; 7) ||θ_A(z)^∗Jθ_A(z)|| 6 C_7, z ∈ C_+ ∪ C_− ; 8) ||θ_A(z)|| 6 C_8, z ∈ C_+ ∪ C_− .

Pri vypolnenii l¸bogo iz usloviæ 2)–7) prostaØ qast~ operatora A podobna samosoprØßennomu s absol¸tno nepreryvnym spektrom.

Dokazatel~stvo. i) ImplikaciØ 1) =⇒ 2) oqevidna.

Dokaßem implikaci¸ 2) =⇒ 3). Uslovie 2) oznaqaet, qto pri kaßdom σ > 0 vektor-funkciØ R_A(z)f prinadleßit vektornym klassam Hardi H^2_±(σ; H) v poluploskostØh C^σ_± := {z ∈ C : Imz ¿ ±σ} i ||R_A(z)||_H2_{±(σ;}H_) 6 C_2||f||σ^{−1/2}. Iz (1.10) i posledneæ ocenki s σ = ε/2 poluqaem trebuemoe neravenstvo ||R_A(λ ± iε)f|| 6 (πε/2)^{−1/2}||R_A(z)f||_H2_{± (σ;}H_) 6 2C_2π^{−1/2}||f||ε^{−1}.

ii) Ustanovim implikaci¸ 3) =⇒ 4). Vospol~zuemsØ dlØ fftogo fflementarnym neravenstvom

(a + b)^2 6 (1 + δ^{−1})a^2 + (1 + δ)b^2, δ > 0. (2.2)

Tak kak 2||P_−V^{1/2}R(z)V^{1/2}P_+|| = ||P_−θ_B (z)P_+|| 6 C_1 pri z ∈ C_+ ,

216 M. M. MALAMUD to iz toßdestva Gil~berta (1.12) poluqaem ∫ ||P_−V^{1/2}R_A(λ + iε)f||^2dλ 6 (1 + δ^{−1})^∫ ||P−V^{1/2}RB∗ (λ + iε)f||^2dλ +(1 + δ) ∫ ||2P_−V^{1/2}R_B∗ (λ + iε)V^{1/2}P_+V^{1/2}R_A(λ + iε)f||^2dλ 6(1 + δ^{−1})^∫ ||P−V^{1/2}RB∗ (λ + iε)f||^2dλ +(1 + δ)C^2_1 ∫ ||P_+V^{1/2}R_A(λ + iε)f||^2dλ.

(2.3)

S drugoæ storony, iz (2.1), (2.2) i oqevidnogo sootnoxeniØ R_A(λ + iε) − R_B(λ − iε) = R_B(λ − iε)[2iV P_− + 2iε]R_A(λ + iε) vytekaet neravenstvo ∫ ||P_+V^{1/2}R_A(λ + iε)f||^2dλ 6 (1 + δ^{−1})^∫ ||P+V^{1/2}RB(λ − iε)f||^2dλ + (1 + δ)^2 ∫ ||2P_+V^{1/2}R_B(λ − iε)V^{1/2}P_−V^{1/2}R_A(λ + iε)f||^2dλ + (1 + δ)(1 + δ^{−1}) ∫ ||2P_+V^{1/2}R_B (λ − iε) · iεR_A(λ + iε)f||^2dλ 6 (1 + δ^{−1})^∫ ||P+V^{1/2}RB(λ − iε)f||^2dλ + (1 + δ)^2C^2_1 ∫ ||P_−V^{1/2}R_A(λ + iε)f||^2dλ + ~C_2 ∫ ||P_+V^{1/2}R_B(λ − iε)f||^2dλ, (2.4) v kotorom ~C_2 := 2(1 + δ)(1 + δ^{−1})C^2_2 .

Vyberem δ > 0 stol~ malym, qtoby ~C_1 := (1 + δ)C_1 < 1. Skla-

O PODOBII 217 dyvaØ (2.3) i (2.4) i primenØØ lemmu 1.2, prihodim k ocenke (1 − ~C^2_1 ) ∫ ||V^{1/2}R_A(λ + iε)f||^2dλ 6 (1 + δ^{−1})^∫ ||V^{1/2}RB(λ − iε)f||^2dλ + ~C_2 ∫ ||P_+V^{1/2}R_B (λ − iε)f||^2dλ 6 2π(1 + δ^{−1} + ~C_2)||f||^2. (2.5)

Analogiqno ustanavlivaetsØ vtoraØ ocenka

(1 − ~C^2_1 )||V^{1/2}R_A∗ (z)f||^2_H2_{+(E)} 6 2π(1 + δ^{−1} + ~C_2)||f||^2. (2.6) Ocenki (2.5)–(2.6) dokazyva¸t trebuemu¸ implikaci¸.

iii) Implikacii 4) =⇒ 5) i 5) =⇒ 6) verny bez usloviØ (2.1) i dokazany v teoreme 1.4. �kvivalentnost~ 6) ⇐⇒ 7)–sledstvie toßdestva (1.15).

Ustanovim 7) =⇒ 8). Analogiqno L_2-ocenke (2.2) poluqim ||P_+V^{1/2}R_A∗ (λ + iε)V^{1/2}|| 6 ||P_+V^{1/2}R_B∗ (λ + iε)V^{1/2}|| + C_1||P_−V^{1/2}R_A∗ (λ + iε)V^{1/2}||. (2.7)

Dalee, pol~zuØs~ uße otmeqavximisØ ranee sootnoxeniØmi ||R_A∗ (λ + iε)V^{1/2}|| = ||V^{1/2}R_A(λ − iε)|| 6 C_6/ √ ε, ||V^{1/2}R_B (λ − iε)|| 6 √ 2/ε (2.8)

i povtorØØ vyvod neravenstva (2.4), pridœm k ocenke ||P_−V^{1/2}R_A∗ (λ + iε)V^{1/2}|| 6 ||P_−V^{1/2}R_B(λ − iε)V^{1/2}|| +2||P_−V^{1/2}R_B (λ − iε)V^{1/2}P_+V^{1/2}R_A∗ (λ + iε)V^{1/2}|| +2||P_−V^{1/2}R_B (λ − iε) · εR_A∗ (λ + iε)V^{1/2}|| 61 + 2^√2C7 + C1||P+V^{1/2}RA∗ (λ + iε)V^{1/2}||. (2.9)

SkladyvaØ (2.7) i (2.9), poluqim ||θ_A(λ + iε)|| 6 1 + 2||V^{1/2}R_A∗ (λ + iε)V^{1/2}|| 6 C8 := 1 + 4(1 +^√2C6)(1 − C1)^{−1}.

Analogiqno ustanavlivaetsØ ocenka ||θ_A(λ − iε)|| 6 C_8.

218 M. M. MALAMUD

iv) Dokaßem implikaci¸ 8) =⇒ 2). Tak kak implikaciØ 8) =⇒ 7) i ffkvivalentnost~ 7) ⇐⇒ 6) oqevidny, to dostatoqno ustanovit~ implikaci¸ 6) =⇒ 2). PoslednØØ ße verna bez usloviØ (2.1) i soderßitsØ v teoreme 1.4.

Deæstvitel~no, implikaciØ ||V^{1/2}R_A(λ + iε)|| 6 C_6ε^{1/2} =⇒ ε ∫ ||R_A(λ + iε)f||^2dλ 6 C^2_2 ||f||^2 dokazana v neravenstve (1.18). ImplikaciØ ||V^{1/2}R_A(λ − iε)|| 6 C_6ε^{1/2} =⇒ ε ∫ ||R_A(λ − iε)f||^2dλ 6 C^2_2 ||f||^2 dokazyvaetsØ analogiqno.

Ostalos~ zametit~, qto pri vypolnenii odnogo iz usloviæ 2)–8) podobie prostogo operatora A samosoprØßœnnomu s absol¸tno nepreryvnym spektrom vytekaet iz implikacii 4) =⇒ 1), dokazannoæ v teoreme 1.4. • Primer 2.2. Rassmotrim operator A : f → signx · f^{′′}(x) s estestvennoæ oblast~¸ opredeleniØ D(A) = W^2_2 (R). Operator A ØvlØetsØ vpolne nesamosoprØßœnnym rasxireniem simmetriqeskogo operatora A_0 := A⌈D(A_0) s oblast~¸ D(A_0) = {f ∈ W^2_2 (R) : f(0) = f^′(0) = 0} i indeksami deffekta n_±(A_0) = 2. IshodØ iz fftogo, nesloßno sosqitat~ harakteristiqesku¸ funkci¸ θ_A(λ):

θ_A(λ) = ( 2 + i (1 − i)/ √ −λ (1 − i) √ λ 2 + i ) . Zdes~ √ λ oznaqaet vetv~ dvuznaqnoæ funkcii na ploskosti C s razrezom vdol~ R_+, vydelØemu¸ usloviem √ 1 = 1.

Legko videt~, qto kak sama harakteristiqeskaØ funkciØ θ_A(λ),

tak i eœ J-forma J − θ^∗_A(λ)Jθ_A(λ), gde J = ( 0 i −i 0 ) , ne ØvlØ¸tsØ

ograniqennymi v C_+ . Tem ne menee, operator A podoben samosoprØßœnnomu, LAL^{−1} = T = T^∗ (sm. [24], a takße [27], gde soderßitsØ drugoe dokazatel~stvo fftogo fakta.) Tak kak W_A(λ) ne ograniqena lix~ v okrestnostØh nulØ i beskoneqnosti, to spektr operatora T absol¸tno nepreryven. HotØ operator A ne imeet vid (1.1), dlØ nego spravedliv analog teoremy 1.4.

�tot primer pokazyvaet, qto usloviØ teoremy 1.4 (bez dopolnitel~nyh ograniqeniæ tipa (2.1)) ØvlØ¸tsØ lix~ dostatoqnymi dlØ podobiØ samosoprØßœnnomu s absol¸tno nepreryvnym spektrom.

O PODOBII 219 Otmetim ewœ, qto det W_A(λ) = 5+4i. Iz fftogo ravenstva moßno zakl¸qit~, qto absol¸tno nepreryvnyæ spektr σ_{ac}(A) ne pust, ibo | det θ_A(λ)| ≠ 1.

2.2. V processe dokazatel~stva teoremy 2.1 poluqeno sledu¸- wee dopolnenie k izvestnoæ teoreme Dffvisa–FoØxa [25]. Teorema2.3. Pust~ A = G + iJV – operator vida (1.1)–(1.2), udo-

vletvorØ¸wiæ usloviØm (2.1). Togda sledu¸wie usloviØ ffkvivalentny:

1) Operator A podoben dissipativnomu;

2) sup_{ε>0} ∫ ε||R_A(λ − iε)f||^2dλ 6 C^2_2 ||f||^2, f ∈ H; 3) ||(A − z)^{−1}|| 6 C_3(| Im z|)^{−1}, z ∈ C_− ; 4) V^{1/2}(A^∗ − z)^{−1}f ∈ H^2_+(E), f ∈ H; 5) V^{1/2}(A − z)^{−1}f ∈ H^2_−(E), f ∈ H; 6) ||V^{1/2}(A − z)^{−1}|| 6 C_6(| Im z|)^{−1/2}, z ∈ C_− ; 7) ||θ_A(z)^∗Jθ_A(z)|| 6 C_7, z ∈ C_+ ; 8) ||θ_A(z)|| 6 C_8, z ∈ C_+ .

Dokazatel~stvo. Implikacii 2) =⇒ 3) =⇒ 4) =⇒ 5) =⇒ 6) =⇒

7) =⇒ 2) ustanovleny v processe dokazatel~stva teoremy 2.1.

Tak, naprimer, pri dokazatel~stve neravenstva (2.5) ((2.6)) ispol~zovana lix~ ocenka ε||(A − λ − iε)^{−1}|| 6 C_2 (ε||(A − λ + iε)^{−1}|| 6 C_2) dlØ verhneæ (nißneæ) poluploskosti, t.e. lix~ “polovina” usloviØ (3). Tem samym, v deæstvitel~nosti, dokazany dve implikacii, vtoraØ iz kotoryh ε||(A − λ + iε)^{−1}|| 6 C_2 =⇒ V^{1/2}R_A∗ (z)f ∈ H^2_+(E), f ∈ H, v toqnosti sovpadaet s implikacieæ 3) =⇒ 4).

Zakl¸qitel~naØ implikaciØ 7) =⇒ 1) sostavlØet soderßanie izvestnoæ teoremy Dffvisa–FoØxa [25] i spravedliva bez usloviØ (2.1). • Zameqanie 2.4. �kvivalentnosti 1) ⇐⇒ 3) ⇐⇒ 5) ⇐⇒ 8) v teoremah 2.1 i 2.2 dokazany S. N. Naboko [13] s pomow~¸ funkcional~noæ modeli. Ostal~nye ffkvivalentnosti, po-vidimomu, novy.

220 M. M. MALAMUD

UsloviØ 2) i 3) v teoreme 2.1, oqevidno, neobhodimy, no ne dostatoqny (sm. sootvetstvenno [11] i [13]) dlØ podobiØ samosoprØßennomu bez usloviØ (2.1). Primery pokazyva¸t, qto usloviØ 4)–7) v teoreme 2.1 ne ØvlØ¸tsØ ni neobhodimymi, ni dostatoqnymi dlØ podobiØ operatora A samosoprØßennomu, a usloviØ 4) i 5), a takße 5) i 6) – ne ffkvivalentny.

§3. Podobie treugol~nogo operatora diagonal~nomu i T -gladkost~.

3.1. Pust~ A – zamknutyæ operator v H s vewestvennym spektrom, σ(A) ⊂ R. Napomnim, qto proektor-funkciØ F (t), opredelœnnaØ na R, nazyvaetsØ spektral~noæ funkcieæ operatora A, esli:

a) podprostranstva H_t := F (t)H obrazu¸t neubyva¸wee semeæstvo, t.e. H_{t1} ⊂ H_{t2} pri t_1 < t_2;

b) kaßdoe podprostranstvo H_t invariantno dlØ A; c) F (−∞) = 0 i F (+∞) = I, t.e. pereseqenie vseh podprostranstv H_t est~ {0}, a ih ob¨edinenie plotno v H.

Oboznaqim qerez P (t) := P_A(t) (t ∈ R) ortogonal~nyæ proektor v H na H_t. ˚sno, qto P (t) – ortogonal~naØ spektral~naØ funkciØ operatora A, nazyvaemaØ ego sprØmlœnnoæ spektral~noæ funkcieæ. ˚sno takße, qto P (t) nepreryvna sleva odnovremenno s F (t).

OtpravnaØ toqka issledovaniæ fftogo paragrafa – sledu¸wiæ rezul~tat Gohberga i Kreæna.

Teorema 3.1 [5]. Pust~ A – maksimal~nyæ dissipativnyæ opera-

tor v H s vewestvennym spektrom i ograniqennoæ mnimoæ komponentoæ V ¿ 0. DlØ togo, qtoby A byl podoben samosoprØßœnnomu, neobhodimo i dostatoqno, qtoby suwestvovala nepreryvnaØ sleva ortogonal~naØ spektral~naØ funkciØ P (t) (t ∈ R) operatora A, razdelØ¸waØ ego spektr i takaØ, qto operator-funciØ V^{1/2}P (t)V^{1/2} udovletvorØet uslovi¸ Lipxica: ||V^{1/2} ( P (t_2) − P (t_1) ) V^{1/2}|| 6 C|t_2 − t_1|, t_1, t_2 ∈ R. (3.1)

Uslovie (3.1) ne ØvlØetsØ, voobwe govorØ, neobhodimym dlØ podobiØ nedissipativnogo operatora samosoprØßœnnomu. Tem ne menee, spravedlivo sledu¸wee predloßenie.

O PODOBII 221

Predloßenie 3.2. Pust~ operator A = G + iJV udovletvorØet

usloviØm 2-æ gruppy teoremy 1.4. Togda:

1) suwestvuet dva nepreryvnyh sleva (ortogonal~nyh) razloßeniØ edinicy P (t) i P_∗(t), razdelØ¸wie spektry operatorov A i A^∗ sootvetstvenno;

2) operator-funkcii V^{1/2}P (t)V^{1/2} i V^{1/2}P_∗(t)V^{1/2} udovletvorØ- ¸t uslovi¸ Lipxica.

Dokazatel~stvo. 1) Po teoreme 1.4 operator A podoben samosoprØßœnnomu, L^{−1}AL = T = T^∗. Pust~ E_t – nepreryvnoe sleva razloßenie edinicy operatora T . Togda F (t) := LE_tL^{−1} budet kosoæ spektral~noæ funkcieæ operatora A, tak kak H_t := F (t)H = LE_tH ∈ Lat A pri kaßdom t ∈ R i semeæstvo podprostranstv {H_t}_{t∈}R− neubyva¸wee. Krome togo, iz ravenstv AF (t) = LT E_tL^{−1} i A^∗(I − F^∗(t)) = (L^{−1})^∗T (I − E_t)L^∗ vyteka¸t sootnoxeniØ σ(A⌈H_t) = σ(T ⌈E_tH) ⊂ (−∞, t] i σ(A^∗⌈H^+_t ) = σ(A^∗(I − F^∗(t))⌈H^+_t ) = σ(T ⌈(I − E_t)H) ⊂ [t, ∞). �ti sootnoxeniØ oznaqa- ¸t, qto sprØmlœnnaØ spektral~naØ funkciØ P (t) = P^∗(t) := P_A(t) operatora A razdelØet ego spektr.

2) V dokazatel~stve teoremy 1.4 pokazano, qto operator V^{1/2}(L^{−1})^∗ ØvlØetsØ T -gladkim. Tak kak T samosoprØßœn, to po kriteri¸ T. Kato [28] odno iz ffkvivalentnyh usloviæ T - gladkosti – sledu¸wee:

||V^{1/2}(L^{−1})^∗(E_{t2} − E_{t1} )||^2 6 C|t_2 − t_1|, t_1, t_2 ∈ R. (3.2)

V terminah kosoæ spektral~noæ funkcii F (t) operatora A uslovie (3.2) moßno zapisat~ sledu¸wim, ffkvivalentnym, obrazom:

||(F (t_2) − F (t_1))V^{1/2}||^2 = ||V^{1/2}(F (t_2)^∗ − F (t_1)^∗)||^2 6 C||L^∗|| · |t_2 − t_1|. (3.3) DlØ zaverxeniØ dokazatel~stva ostaœtsØ pokazat~, qto ocenka (3.3) spravedliva takße dlØ sprØmlœnnoæ spektral~noæ funkcii P (t) = P_A(t).

DlØ fftogo poloßim ΔP := P (t_2) − P (t_1) i ΔF := F (t_2) − F (t_1). ZameqaØ, qto ΔP · ΔF h = ΔP h dlØ h ∈ H_2 := H_{t2} , poluqim

||(P (t_2) − P (t_1))h|| 6 ||(F (t_2) − F (t_1))h||, h ∈ H_2. (3.4)

�to neravenstvo dokazyvaet (3.1) pri dopolnitel~nom uslovii P (t_2) = I (t.e. pri uslovii H_2 = H).

222 M. M. MALAMUD

OsvobodimsØ teper~ ot usloviØ P (t_2) = I. Poloßim ~A := A⌈H_2 i zametim, qto ~A podoben samosoprØßœnnomu operatoru ~T := T ⌈E_{t2} H. ˚sno, qto sprØmlœnnaØ (ortogonal~naØ) spektral~naØ funkciØ ~P (t) operatora ~A opredelØetsØ ravenstvom

P (t) = { P (t)⌈H_2, −∞ < t 6 t_2, P (t_2)⌈H_2, t_2 6 t < ∞.

Dalee, oqevidno, ~A^∗ = P (t_2)A^∗⌈H_2, otkuda ~V_1 := ( ~A − ~A^∗)/2i = P (t_2)V_1⌈H_2. Ots¸da sleduet, qto P (t_2)E^{V1}_t P (t_2)⌈H_2 – razloßenie edinicy operatora ~V_1, gde E^{V1}_t – razloßenie edinicy dlØ V_1. Pofftomu ~V := | ~V_1| = P (t_2)|V_1|⌈H_2 = P (t_2)V ⌈H_2.

Tak kak ~P (t_2) = IH_2 , to, primenØØ (3.4) k operatoru ~A, poluqim ||Δ ~P ~V Δ ~P || = || ~V^{1/2}Δ ~P ~V^{1/2}|| 6 C||L^∗|| · |t_2 − t_1|, (3.5) gde Δ ~P := ~P (t_2)− ~P (t_1). No legko videt~, qto Δ ~P ~V Δ ~P = Δ ~P (P (t_2)·

V ⌈H2)Δ^~P = ΔP · V · ΔP ⌈H2. Pofftomu iz (3.5) poluqaem neraven-

stvo ||ΔP · V · ΔP || = ||ΔP · V · ΔP ⌈H_2|| = ||Δ ~P · ~V · Δ ~P || 6 C||L^∗|| · |t_2 − t_1|, (3.6) ffkvivalentnoe (3.1).

Analogiqno, otpravlØØs~ ot T -gladkogo operatora V^{1/2}L (ego T -gladkost~ ustanovlena v teoreme 1.4), pridœm k ocenke ||V^{1/2}ΔP_∗V^{1/2}|| 6 C||L^{−1}|| · |t_2 − t_1|. • Sledstvie 3.3. Pust~ A = G + iJV – operator vida (1.1)–(1.2), i

vypolneno uslovie (2.1). Togda uslovie (3.1) neobhodimo dlØ podobiØ operatora A samosoprØßœnnomu.

Dokazatel~stvo. Esli A podoben samosoprØßœnnomu, to po teoreme 2.1 V^{1/2} ØvlØetsØ odnovremenno A-gladkim i A^∗-gladkim. OstaœtsØ primenit~ predloßenie 3.2.

Zameqanie 3.4. a) Kaßdoe iz (ffkvivalentnyh) usloviæ pervoæ gruppy teoremy 1.4 vleqœt lipxicevost~ ne dvuh, a lix~ odnoæ funkcii V^{1/2}P_∗(t)V^{1/2}.

b) Predloßenie 3.2 i sledstvie 3.3 rasprostranØ¸t teoremu 3.1 v qasti neobhodimosti na nedissipativnyæ sluqaæ. Dokazatel~stvo predloßeniØ 3.2 analogiqno soderßawemusØ v [9] dlØ dissipativnyh operatorov, gde dokazatel~stvo Gohberga i

O PODOBII 223 Kreæna bylo suwestvenno uproweno. Dokazatel~stvo implikacii (3.4) =⇒ (3.6) analogiqno soderßawemusØ v [5].

Dopolnim predloßenie 3.2 sledu¸wim prostym utverßdeniem, dokazatel~stvo kotorogo opuskaetsØ.

Predloßenie 3.5. Pust~ V1 – ograniqennyæ samosoprØßœnnyæ

operator v H s polØrnym razloßeniem V_1 = JV (V ¿ 0, J = J^∗ = J^{−1}) i P (t) – ego nepreryvnoe sleva ortogonal~noe razloßenie edinicy. Esli funkciØ V^{1/2}P (t)V^{1/2} udovletvorØet uslovi¸ Lipxica, to suwestvuet edinstvennyæ operator A s mnimoæ komponentoæ A_I := (A − A^∗)/2i = JV , vewestvennym spektrom (σ(A) ⊂ R) i spektral~noæ funkcieæ P (t), razdelØ¸weæ ego spektr. �tot operator imeet vid A = b∫ a tdP (t) + 2i b∫ a P (t)JV dP (t). 3.2. Pust~ μ – koneqnaØ poloßitel~naØ nepreryvnaØ mera na

[0, 1], m 6 ∞. Oboznaqim L^2_m(dμ) := L^2_m([0, 1]; dμ) = L^2([0, 1]; dμ)⊗l^2_m gil~bertovo prostranstvo vektor-funkciæ f = {f_j }^m_1 s normoæ ||f||^2_L2m = m∑ j=1 1∫ 0 |f_j(x)|^2dμ(x) = 1∫ 0 ||f(x)||^2_l2mdμ(x), gde l^2_m = C^m , esli m < ∞, i l^2_∞ = l^2.

Rassmotrim v L^2_m(dμ) treugol~nyæ operator A = G + iJV vida A = Q_α + iK : f → α(x)f(x) + 2i 1∫ x k(x, t)f(t)dμ(t), (3.7) gde α(x) = α(x) – izmerimaØ (po Borel¸) funkciØ na [0, 1] i k(x, t) = (k_{ij}(x, t))^m_1 –μ × μ-izmerimoe ffrmitovo matriqnoe Ødro na [0, 1] × [0, 1].

˚sno, qto σ(A) ⊂ R, i mnimaØ komponenta JV operatora A imeet vid: JV = K_I := (K − K^∗)/2i, K_I : f →

∫_1 0 k(x, t)f(t)dμ(t). Krome togo, razloßenie edinicy E_Qff(t) operatora Q_α (Q_α : f → αf) razdelØet spektr operatora A. Pofftomu, esli A podoben samosoprØßœnnomu, to, soglasno predloßeni¸ 3.5, P (t) := E_Qff(t) budet ego sprØmlœnnoæ (ortogonal~noæ) spektral~noæ funkcieæ.

224 M. M. MALAMUD

Naxa blißaæxaØ cel~ – vyrazit~ uslovie (3.1) v terminah mery μ i funkciæ α(x) i k(x, t).

V fftom punkte my rassmatrivaem tol~ko dissipativnye operatory vida (3.7). Budem govorit~, qto Ødro k(x, t) faktorizuemo, esli k(x, t) = Φ(x)Φ^∗(t), gde Φ := (φ_{ij} ) = row(φ_1, ..., φ_n, ...) – matrica-funkciØ, sostoØwaØ iz m strok i beskoneqnogo qisla stolbcov φ_j = col(φ_{ij})^m_{i=1} ∈ L^2_m(dμ) i takaØ, qto poroßdaemoe e¸ otobraßenie

Φ : l^2 → L^2_m(dμ), Φ : a = (a_j )^∞_1 → (Φa)(x) = ( ∑ j φ_{ij} (x)a_j)^m_{i=1}

(3.8) ograniqeno.

Predloßenie 3.6. Pust~ A – dissipativnyæ operator vida (3.7)

s faktorizuemym Ødrom k(x, t) = Φ(x)Φ^∗(t). Togda V^{1/2} = K^{1/2}_I udovletvorØet uslovi¸ (3.1) v toqnosti togda, kogda

β(x) := ∫ −∞<α(t)6x ||k(t, t)||dμ(t) = ∫ α^−1(−∞,x] ||k(t, t)||dμ(t) (3.9)

udovletvorØet uslovi¸ Lipxica.

Dokazatel~stvo. Dostatoqnost~. Pust~ β udovletvorØet uslovi¸ Lipxica. Tak kak Ødro k(x, t) faktorizuemo, to ||k(x, t)||^2 6 ||k(x, x)||·||k(t, t)|| dlØ μ×μ-p.v. (x, t) ∈ [0, 1]×[0, 1]. Dalee, zametim, qto spektral~nye mery E_Qff i E_Q operatorov Q_α i Q (Q : f → xf) svØzany ravenstvom E_Qff(Δ) = E_Q(G_Δ), gde Δ = (s_1, s_2) – proizvol~nyæ interval i G_Δ := α^{−1}(Δ) = {x ∈ [0, 1] : s_1 < α(x) < s_2}. UqityvaØ ffti sootnoxeniØ, poluqim

||V^{1/2}E_Qff(Δ)f||^2 = (V E_Qff(Δ)f, E_Qff(Δ)f) = ∫ GΔ dμ(x) ∫ GΔ ( k(x, t)f(t), f(x) ) l2m dμ(t)

O PODOBII 225

6^∫_G Δ×GΔ ||k(x, x)||^{1/2} · ||k(t, t)||^{1/2} · ||f(t)||_l2m · ||f(x)||_l2mdμ(t)dμ(x)

= ( ∫ GΔ ||k(x, x)||^{1/2} · ||f(x)||_l2m)^2dμ(x) 6^∫_G Δ ||k(x, x)||dμ(x) · ∫ GΔ ||f(x)||^2_l2mdμ(x) 6 (β(s_2) − β(s_1)) · ||f||_L2m_{(dμ)}. (3.10) Neravenstvo (3.10) dokazyvaet lipxicevost~ funkcii ||V^{1/2}E_Qff(t)||^2, tak kak funkciØ β – lipxiceva.

Neobhodimost~. Pust~ teper~ funkciØ ||V^{1/2}EQff(t)||^2 – lipxiceva. Iz (3.8) legko sleduet, qto soprØßœnnyæ operator Φ^∗ imeet vid Φ^∗ : L^2_m(dμ) → l^2, Φ^∗ : f → 1∫ 0 Φ^∗(t)f(t)dμ(t). (3.11)

Sledovatel~no, K_I dopuskaet faktorizaci¸ qerez l^2, K_I = ΦΦ^∗.

Dalee, obznaqim qerez σ(t) := σ_α(t) := mes {x ∈ [0, 1] : α(x) 6 t} funkci¸ raspredeleniØ dlØ funkcii α, t ∈ [α_1, α_2], gde α_1 := inf{α(x) : x ∈ [0, 1]}, α_2 := sup{α(x) : x ∈ [0, 1]}.

Tak kak ||E_Qff(t)Φ|| = ||Φ^∗E_Qff(t)|| = ||V^{1/2}E_Qff(t)||, to dlØ kaßdogo a = {a_j}^∞_1 ∈ l^2 i kaßdogo intervala Δ = (s_1, s_2) ⊂ [α_1, α_2] imeem

||E_Qff(Δ)Φa||^2 = m∑ i=1 ∫ GΔ | ∞∑ j=1 φ_{ij}(x)a_j |^2dμ(x)

= s2∫ s1 ||Φ(σ(t))a||^2_l2mdμ(σ(t)) 6 C|Δ| · ||a||^2_l2. (3.12)

Pust~ ν = μ ∘ σ – superpoziciØ funkciæ μ i σ (zdes~ μ – funkciØ raspredeleniØ mery dμ) i ν = ν_{ac} + ν_s – eœ razloßenie Lebega.

Iz (3.12) sleduet, qto Φ(σ(t))a = 0 dlØ ν_s-p.v. t ∈ [α_1, α_2] i vseh a ∈ l^2. Ots¸da zakl¸qaem, qto

Φ(σ(t)) = 0 dlØ ν_s-p.v. t ∈ [α_1, α_2]. (3.13)

226 M. M. MALAMUD Iz (3.12) i (3.13) nemedlenno sleduet neravenstvo

||Φ(σ(t))a||^2_l2m · ν^′_{ac}(t) 6 C||a||^2_l2m dlØ p.v. t ∈ [α_1, α_2], a ∈ l^2,

ffkvivalentnoe, oqevidno, sledu¸wemu: ||Φ(σ(t))||^2 · ν^′_{ac}(t) 6 C dlØ p.v. t ∈ [α_1, α_2]. Ob¨edinØØ ego s (3.13), prihodim k ocenke_{s2} ∫ s1 ||k(σ(t), σ(t))||dν(t) =

= s2∫ s1 ||Φ(σ(t))||^2dν(t) = s2∫ s1 ||Φ(σ(t))||^2dν_{ac}(t) 6 C|s_2 − s_1|, oznaqa¸weæ lipxicevost~ funkcii β. •

DlØ operatorov s Ødernoæ mnimoæ komponentoæ predloßenie 3.6 moßno dopolnit~.

Predloßenie 3.7. Pust~ A – dissipativnyæ operator v L^2_m(dμ)

vida (3.7) s faktorizuemym Ødrom k(x, t) = Φ(x)Φ^∗(t) i

∫_1 0 tr k(t, t) dμ(t) < ∞. Togda V^{1/2} = K^{1/2}_I udovletvorØet uslovi¸ (3.1) v toqnosti togda, kogda funkciØ

β_1(x) := ∫ α^−1(−∞,x] tr k(t, t)dμ(t) (3.14)

udovletvorØet uslovi¸ Lipxica.

Dokazatel~stvo. Dostatoqnost~. Esli β1 lipxiceva, to β – takße lipxiceva. OstaœtsØ primenit~ predloßenie 3.6. Neobhodimost~. Pokaßem vnaqale, qto v sluqae faktorizuemogo Ødra k(x, t) uslovie

∫_1 0 tr k(t, t)dμ(t) < ∞ ffkvivalentno Ødernosti operatora K_I ¿ 0.

Pust~ {e_i(t)}^∞_1 – ortonormirovannyæ bazis v L^2(dμ), a δ_j = (δ_{kj})^m_{k=1} – ortonormirovannyæ bazis v l^2_m (zdes~ δ_{kj} – simvol Kronekera). Togda {e_i ⊗ δ_j }^∞_{i,j=1} – ortonormirovannyæ bazis v L^2_m(dμ) = L^2(dμ) ⊗ l^2_m.

O PODOBII 227 V silu (3.8) i (3.11) K_I = ΦΦ^∗. Pofftomu, vyqislØØ sled v bazise {e_{ij}}^∞_{i,j=1}, gde e_{ij} := e_i ⊗ δ_j , i pol~zuØs~ ravenstvom ParsevalØ, poluqim

tr K_I = ∑ i,j (K_I e_{ij}, e_{ij}) = ∑ i,j ||Φ^∗e_{ij}||^2_l2 = ∑ j,k ∑ i |(φ_{jk}, e_{ij})|^2 =

= ∑ j,k ||φ_{jk}||^2_L2_{(dμ)} = 1∫ 0 tr k(t, t)dμ(t) < ∞. (3.15)

Itak, K_I ∈ S_1. To ße verno, razumeetsØ, i dlØ operatora E_Qff(Δ)K_I E_Qff(Δ), gde Δ = (s_1, s_2) ⊂ [α_1, α_2]. Oboznaqim qerez {e_j (Δ)}^∞_1 ortonormirovannyæ bazis iz ego sobstvennyh vektorov, a qerez {λ_j(Δ)}^∞_1 – mnoßestvo sootvetstvu¸wih sobstvennyh znaqeniæ.

Dalee, dlØ kaßdogo vektora f ∈ L^2_m(G_Δ; dμ) oboznaqim qerez a_j := (f, e_j (Δ)) ego kofffficienty Fur~e. Soglasno ravenstvu ParsevalØ ∑ j λ_j (Δ)|a_j|^2 = (K_I E_Qff(Δ)f, E_Qff(Δ)f) 6 C|Δ|·||f||^2_L2m = C|Δ|·||a||_l2. (3.16) Tak kak (3.16) spravedlivo dlØ vseh a ∈ l^2, to λ(Δ) := { √ λ(Δ)}^∞_1 ∈ l^2 i ∑ λ_j (Δ) 6 C|Δ|.

S drugoæ storony, tak kak E_Qff(Δ)K_I E_Qff(Δ) – neotricatel~- nyæ integral~nyæ operator v L^2_m(dμ) s faktorizuemym Ødrom χ_{GΔ} (x)k(x, t)χ_{GΔ}(t) = χ_{GΔ} (x)Φ(x)(χ_{GΔ} (t)Φ(t))^∗, to po formule sledov (3.15) ∫ GΔ tr k(t, t)dμ(t) = 1∫ 0 tr χ_{GΔ} (t)k(t, t)dμ(t) = tr E_Qff(Δ)K_I E_Qff(Δ) = ∑ λ_j (Δ) 6 C|Δ|. Znaqit, β_1 – lipxiceva. •

Sledu¸waØ teorema, obobwa¸waØ rezul~tat Gohberga i Kreæna [GK], – osnovnoæ rezul~tat fftogo punkta.

Teorema 3.8. Pust~ A – dissipativnyæ operator v L^2_m(dμ) vida

(3.7) s faktorizuemym Ødrom, a mera dμ nepreryvna. Togda:

228 M. M. MALAMUD

1) dlØ ego podobiØ samosoprØßœnnomu neobhodimo i dostatoqno, qtoby funkciØ β vida (3.9) udovletvorØla uslovi¸ Lipxica;

2) esli k tomu ße

∫_1 0 tr k(x, x)dμ(x) < ∞, to predyduwiæ kriteriæ spravedliv s zamenoæ β na funkci¸ β_1 vida (3.14);

3) esli v dopolnenie k uslovi¸ 1) k(x, x) > 0 dlØ μ-p.v. x ∈ [0, 1], to A podoben samosoprØßœnnomu s absol¸tno nepreryvnym spektrom.

Dokazatel~stvo. UtverßdeniØ 1) i 2) poluqa¸tsØ kombinirovaniem teoremy 3.1 s predloßeniØmi 3.6 i 3.7 sootvetstvenno. DlØ dokazatel~stva utverßdeniØ 3) dostatoqno zametit~, qto operator A prostoæ, esli K(x, x) > 0 dlØ μ-p.v. x ∈ [0, 1]. •

V sledu¸weæ prostoæ lemme pokazyvaetsØ, qto nepreryvnoe Ødro s koneqnym sledom faktorizuemo.

Lemma 3.9. Pust~ KI – neotricatel~nyæ Ødernyæ integral~nyæ

operator v L^2_m(dμ) s nepreryvnym Ødrom k(x, t). Togda k(x, t) faktorizuemo.

Dokazatel~stvo. Tak kak operator KI – Ødernyæ v L^2_m(dμ), to suwestvuet ortonormirovannyæ bazis {e_j}^∞_1 iz ego sobstvennyh vektorov, K_I e_j = λ_j e_j (1 6 j < ∞). PolagaØ

ϕ_j := √ λ_je_j =: col(ϕ_{ij})^∞_{i=1} i Φ(x) = row(φ_1, ...φ_n, ...) = (φ_{ij}(x)),

pridœm k iskomoæ faktorizacii k(x, t) = Φ(x)Φ^∗(t). Deæstvitel~- no, nußno lix~ proverit~ ograniqennost~ otobraßeniØ Φ : l^2 → L^2_m(dμ). Tak kak k(x, t) nepreryvno, to dlØ kaßdogo a = {a_j}^∞_1 ∈ l^2, pol~zuØs~ formuloæ sledov, imeem m∑ i=1 1∫ 0 | ∞∑ j=1 φ_{ij} (x)a_j|^2dμ(x) 6 m∑ i=1 1∫ 0 ∑ j |φ_{ij}(x)|^2 · ∑ j |a_j|^2dμ(x)

= ||a||^2_l2 · ∑ i 1∫ 0 k_{ii}(x, x)dμ(x) = ||a||^2_l2 · 1∫ 0 tr k(x, x)dμ(x) = ||a||^2_l2 · tr K_I . • Zameqanie 3.10. Esli K1(¿ 0) – Ødernyæ operator v L^2_m(dμ), to iz lemmy 3.9 i predloßeniæ 3.6 i 3.7 vytekaet, qto funkcii β

O PODOBII 229 i β_1 mogut byt~ lipxicevymi lix~ odnovremenno. V qastnosti, utverßdenie 1) teoremy 3.8 spravedlivo s β vmesto β_1.

Zameqanie 3.11. a) Pri α(x) = x dlØ operatorov s faktorizuemym Ødrom uslovie β ∈ Lip 1 ffkvivalentno uslovi¸ k(x, t) ∈ L^∞(dμ) × L^∞(dμ). V takoæ forme uslovie Q-gladkosti operatora K^{1/2}_I pri dμ = dx dokazano T. Kato [29]. PredloßeniØ 3.6 i 3.7 da¸t kriteriæ Q_α-gladkosti operatora K^{1/2}_I dlØ faktorizuemyh Øder v terminah ih sußeniØ na diagonal~.

DlØ obwih (ne faktorizuemyh) Øder uslovie Q_α-gladkosti K^{1/2}_I takße moßno (analogiqno [29]) vyrazit~ v terminah Ødra k(x, t), no nel~zØ, voobwe govorØ, vyrazit~ v terminah k(x, x). Deæstvitel~no, k(x, x) (a takße funkcii β i β_1 vida (3.9) i (3.14)) opredeleny korrektno lix~ dlØ faktorizuemyh Øder. V obwem sluqae oni ne ime¸t smysla (esli k(x, t) ne ØvlØetsØ nepreryvnym), tak kak moßno izmenit~ k(x, x) na mnoßestve poloßitel~noæ μ-mery, ne izmenØØ operatora K. Suwestvennoæ v fftom kruge voprosov ØvlØetsØ formula sledov (3.15), ne ime¸- waØ mesta dlØ nefaktorizuemyh razryvnyh Øder.

v) Utverßdenie 1) teoremy 3.8 obobwaet rezul~tat, anonsirovannyæ Gohbergom i Kreænom [5], i sovpadaet s nim pri m < ∞, dμ = dx, k(x, t) ∈ C(Ω) ⊗ C^{m×m} i nepreryvnoæ sleva α(x). Pri m 6 ∞, α(x) = x, dμ = dx i K_I ∈ S_1 utverßdenie 1) teoremy 3.8 drugim (dovol~no sloßnym) metodom dokazano v [17]. Pri m = 1, dμ = dx i k(x, t) = 1 teorema 3.8 dokazana v [33] (sm. takße [20]).

s) V nedavneæ rabote Vas¸nina i Kupina [30] izuqaetsØ treugol~nyæ dissipativnyæ operator A vida (3.7) v L^2(dμ) s faktorizuemym (pri m = 1) Ødrom k(x, t) i proizvol~noæ, ne obØzatel~no nepreryvnoæ meroæ dμ. V fftom sluqae A moßet imet~ diskretnyæ spektr v C_+ i zavedomo ne podoben samosoprØßœnnomu. V [30] poluqeny kak neobhodimye, tak i dostatoqnye usloviØ podobiØ operatora A normal~nomu operatoru. Ih issledovanie baziruetsØ na rezol~ventnom kriterii podobiØ dissipativnogo operatora normal~nomu, poluqennomu N. Benamaroæ i N. Nikol~skim [22].

Privedœm ewœ odin rezul~tat o podobii nedissipativnogo operatora

230 M. M. MALAMUD

A = Q + iK : f → xf(x) + 2i 1∫ x k(x, t)f(t)dt, f ∈ L^2[0, 1], samosoprØßœnnomu.

Teorema 3.12. Pust~ φj(x) ∈ C[0, 1] i k(x, t) = ∞∑ j=1 ε_j φ_j(x)φ_j (t), ε_j = ±1 (1 6 j < ∞).

Pust~ k tomu ße:

1) Φ(x) := row(φ_1, ..., φ_n...) ∈ Lip 1, t.e.

||Φ(x_1) − Φ(x_2)|| = (∑ j |φ_j(x_1) − φ_j(x_2)|^2 )_{1/2} 6 C|x1 − x2| x1, x2 ∈ [0, 1]; 2) K(x, x) > 0, x ∈ [0, 1]. Togda operator A podoben samosoprØßœnnomu v L^2[0, 1].

Dokazatel~stvo opuskaetsØ iz-za nedostatka mesta.

Primer 3.13. Rassmotrim nedissipativnyæ operator A = Q +

iK v L^2[0, 1],

A : f → xf(x) + 1 m + 1 x∫ 0 [( x t ) 1m − t x ] f(t)dt, m > 2.

VvodØ operator Hardi R_m : f →^1_{mx} ∫_x 0 f(t)dt i zameqaØ, qto ||R_m|| = 2/m, legko proverim ravenstvo (I − R_m)^{−1}A(I − R_m) = Q Takim obrazom, A podoben samosoprØßœnnomu s absol¸tno nepreryvnym spektrom. V to ße vremØ operator |K_I |^{1/2} ne ØvlØetsØ Q-gladkim. Deæstvitel~no, v protivnom sluqae |K_I | dolßen byt~ integral~nym operatorom s Ødrom K_1(x, t) ∈ L^∞([0, 1] × [0, 1]). No ffto ne tak, ibo Ødro operatora |K_I |^2 = K^2_I ne prinadleßit L^∞([0, 1] × [0, 1]).

O PODOBII 231

§4. Podobie treugol~nogo operatora diagonal~nomu v prostranstvah L^p[0, l] V fftom paragrafe my izuqaem podobie treugol~nogo operato- ra A = Q_α + iK : f → α(x)f(x) + i x∫ 0 k(x, t)f(t)dt (4.1) diagonal~nomu operatoru Q_α : f → α(x)f(x) v prostranstvah L^p[0, l] pri l 6 ∞ i 1 6 p 6 ∞.

4.1. V fftom punkte rassmatriva¸tsØ operatory vida (4.1) s Ødrami k(x, t), vyroßda¸wisØ na diagonali.

Oboznaqim qerez X_1 (X_2) mnoßestvo vseh izmerimyh v Ω =

{0 6 t 6 x 6 l} funkciæ f, udovletvorØ¸wih uslovi¸

vraisup t∈(0,l) l∫ t |f(x, t)|dx < ∞ ( vraisup x∈(0,l) x∫ 0 |f(x, t)|dt < ∞ ) . (4.2)

OtoßdestvlØØ funkcii, ravnye pri p.v. (x, t) ∈ Ω, poluqim banahovy prostranstva, za kotorymi sohranim te ße oboznaqeniØ X_1 i X_2.

Dalee, esli operator T deæstvuet v xkale L^p[0, l] (1 6 p 6 ∞), to oboznaqim qerez ||T ||_p i spr_p(T ) sootvetstvenno ego normu i spektral~nyæ radius v L^p[0, l].

Teorema 4.1 [8]. Pust~ l 6 ∞, i α(x) – ograniqennaØ, strogo mono-

tonno vozrasta¸waØ funkciØ na [0, l]. Predpoloßim takße, qto Ødro R(x, t) := |k(x, t)| α(x) − α(t) (4.3)

poroßdaet operator R tipa Vol~terra, R : f → ∫_x 0 R(x, t)f(t)dt, kotoryæ ograniqen v L^1[0, l] i L^∞[0, l] i max{spr_1(R), spr_∞(R)} < 1/2. Togda operator A vida (4.1) podoben operatoru Q_α v L^p[0, l] pri 1 6 p 6 ∞.

Dokazatel~stvo. i) Pokaßem vnaqale, qto suwestvuet operator

M tipa Vol~terra (M : f → ∫_x 0 M (x, t)f(t)dt) s Ødrom M (x, t) ∈ X_1 ∩ X_2, kotoryæ udovletvorØet uravneni¸

(I + M )(Q_α + iK) = Q_α(I + M ). (4.4)

232 M. M. MALAMUD Zametim, qto ograniqennost~ operatora K v L^1[0, l](L^∞[0, l]) ffkvivalentna uslovi¸ k(x, t) ∈ X_1(X_2). Pofftomu, esli Ødro M (x, t) leßit v X_1 ∩X_2, to operator M K ØvlØetsØ integral~nym operatorom v L^p[0, l] s Ødrom (M ∗K)(x, t) := ∫_x t M (x, s)k(s, t)ds, tak kak operatory M i K regulØrny (sm. [7]) v L^1[0, 1] i L^∞[0, l].

Teper~ legko videt~, qto uravnenie (4.4) ffkvivalentno uravneni¸ [α(x) − α(t)]M (x, t) = ik(x, t) + i x∫ t M (x, s)k(s, t)ds. (4.5) Pokaßem, primenØØ metod posledovatel~nyh priblißeniæ, qto ono imeet rexenie M (x, t) ∈ X_1 ∩ X_2. Poloßim

M_0(x, t) = 0, M_{n+1}(x, t) = ik(x, t) α(x) − α(t) + i x∫ t M_n(x, s)k(s, t) α(x) − α(t) ds. (4.6) Pust~ R_n(x, t) – iterirovannye Ødra operatora R s Ødrom vida (4.3). Dokaßem po indukcii spravedlivost~ neravenstv |M_n(x, t) − M_{n−1}(x, t)| 6 R_n(x, t), n ∈ Z_+. (4.7) Neravenstvo |M_1(x, t)| 6 R_1(x, t) := R(x, t) s oqevidnost~¸ vytekaet iz (4.6) i (4.3). SqitaØ ocenku (4.7) dokazannoæ pri n 6 j, ustanovim eœ pri n = j + 1. Iz (4.6) i (4.7) imeem M_{j+1}(x, t) − M_j (x, t)| 6 x∫ t |M_n(x, s) − M_{n−1}(x, s)| α(x) − α(t) · |k(s, t)|ds 6 x∫ t |M_j (x, s) − M_{j−1}(x, s)| · |k(s, t)| α(s) − α(t) ds

= x∫ t R_j(x, s)R_1(s, t)ds = R_{j+1}(x, t). (4.8) Neravenstvo (4.8) dokazyvaet predpoloßenie indukcii (4.7).

Zametim dalee, qto normy ||R||_1 i ||R||_∞ operatora R v L^1[0, l] i L^∞[0, l] legko vyraßa¸tsØ qerez ego Ødro: ||R||_1 = ||R(x, t)||_{X1}, ||R||_∞ = ||R(x, t)||_{X2}.

O PODOBII 233 Pofftomu iz usloviØ max{spr_1(R), spr_∞(R)} < 1 vytekaet shodimost~ rØda ∑_∞ n=1 R_n(x, t) v prostranstvah X_1 i X_2.Ots¸da i iz (4.7) vytekaet shodimost~ rØda ∑_∞ n=1 |M_n(x, t)−M_{n−1}(x, t)| v pro- stranstvah X_1 i X_2, t.e. shodimost~ rØdov ∞∑ n=1 l∫ t |M_n(x, t) − M_{n−1}(x, t)|dx, ∞∑ n=1 x∫ 0 |M_n(x, t) − M_{n−1}(x, t)|dt (4.9) v prostranstve L^∞[0, 1]. V svo¸ oqered~ shodimost~ kaßdogo iz rØdov (4.9) vleqœt (po teoreme B. Levi) shodimost~ p.v. v Ω rØda ∑_∞ n=1 |M_n(x, t) − M_{n−1}(x, t)|. Sledovatel~no, p.v. v Ω suwestvuet predel M (x, t) := lim_{n→∞} M_n(x, t), opredelØ¸wiæ rexenie uravneniØ (4.5). Iz shodimosti rØdov (4.9) Øsno, qto M (x, t) ∈ X_1 ∩ X_2. Sledovatel~no, operator M (M : f → ∫_x 0 M (x, t)f(t)dt) ogra- niqen v L^1[0, l] i L^∞[0, l]. Po interpolØcionnoæ teoreme M. Rissa [6] operator M ograniqen takße v L^p[0, l] pri 1 < p < ∞.

Tem samym, ravenstvo (4.4) s operatorom M , ograniqennym v L^p[0, l] (1 6 p 6 ∞), ustanovleno.

ii) DlØ dokazatel~stva podobiØ ostalos~ pokazat~, qto −1 ∈ ρ(M ). DlØ fftogo dostatoqno, ispol~zuØ uslovie max{spr_1(R), spr_∞(R)} < 1/2, pokazat~, qto spr_p(M ) < 1 pri 1 6 p 6 ∞.

Soglasno interpolØcionnoæ teoreme M. Rissa ||R^n||_p 6 ||R^n||^{1/p}_1 · ||R^n||^{1−1/p}_∞ i, sledovatel~no,

spr_p(R) 6 ( spr_1(R) )_{1/p} · ( spr_∞(R) )_{1−1/p} 6 (1/2)^{1/p} · (1/2)^{1−1/p} = 1/2.

Po teoreme ob otobraßenii spektra σ ( R(I − R)^{−1} ) soderßitsØ v otkrytom kruge s centrom (1/3, 0) i radiusom r = 2/3. Pofftomu spr_p ( R(I −R)^{−1} ) < 1 pri 1 6 p 6 ∞. Zametim, dalee, qto operator R(I −R)^{−1} – integral~nyæ s Ødrom S(x, t) := ∑_∞ n=1 R_n(x, t). V silu (4.7) |M (x, t)| 6 S(x, t) i, znaqit, spr_p(M ) 6 spr_p ( R(I − R)^{−1} ) < 1 pri 1 6 p 6 ∞. Sledovatel~no, −1 ∈ ρ(M ) i ravenstvo (4.4) oznaqaet podobie operatorov Q_α + K i Q_α v L_p[0, l] pri 1 6 p 6 ∞. • Sledstvie 4.2. Esli operator r ograniqen v L^∞[0, l] i spr1(R) = 0,

to operatory A i Q_α podobny v L^p[0, l] pri 1 6 p < ∞.

Dokazatel~stvo. Iz interpolØcionnoæ teoremy Rissa vytekaet ravenstvo spr_p(R) = 0 pri p ∈ (1, ∞). •

234 M. M. MALAMUD

Sledstvie 4.3. Esli l < ∞ i operator R slabo kompakten v

L^1[0, l] i ograniqen v L_∞[0, l], to A podoben Q_α v L^p[0, l] pri 1 6 p < ∞. Dokazatel~stvo. Tak kak R slabo kompakten v L^1[0, l], to R^2 kompakten (sm. [6, 7]). Tak kak R^2 – operator tipa Vol~terra, to on vol~terrov, t.e. σ(R^2) = {0}. No togda spr_1(R) = 0, i moßno primenit~ sledstvie 4.2. • Sledstvie 4.4. Esli l < ∞ i naædetsØ funkciØ Φ ∈ L1[0, l] (ma-

ßoranta) takaØ, qto R(x, t) 6 Φ(x − t), to operatory A = Q_α + K i Q_α podobny v L^p[0, l] pri 1 < p < ∞.

Dokazatel~stvo. Operator svertki Φ : f →^{∫ x}_0 Φ(x − t)f(t) kompakten v L^p[0, l] pri 1 6 p 6 ∞ i, v qastnosti, spr_pΦ = 0 pri 1 6

p 6 ∞. Pofftomu spektral~nyæ radius operatora R s maßoriru-

emym Ødrom R(x, t)(6 Φ(x − t)) – takße nulevoæ, spr_pR = 0 (1 6 p 6 ∞). • Sledstvie 4.5. Pust~ l < ∞, a Ødro k(x, t) imeet vid k(x, t) = n∑ j=1 φ_j (x)ψ_j(t), φ_j(x)ψ_j (x) = 0 (1 6 j 6 n). (4.10)

Esli suwestvu¸t moduli nepreryvnosti w_j i ~w_j takie, qto φ_j ∈ Lip (w_j ), ψ_j ∈ Lip ( ~w_j) i ∫ 0 w_j(τ ) ~w_j(τ ) τ dτ < ∞, j ∈ {1, ..., n}, (4.11) to operator A = Q + K podoben Q v L^p[0, l] pri 1 < p < ∞.

Dokazatel~stvo. Legko videt~, qto |k(x, t)| 6 ∑ j (|φ_j(x)ψ_j (t)| + |φ_j(t)ψ_j (x)|) = ∑ j (|φ_j(x)| − |φ_j(t)|) × (|ψ_j(t)| − |ψ_j(x)|) 6 ∑ j w_j(x − t) ~w_j (x − t). (4.12) V silu (4.11) i (4.12) primenimo predyduwee sledstvie s maßorantoæ Φ(x) := ∑ j w_j(x) ~w_j(x)/x. • UsloviØ φ_j(x)ψ_j (x) = 0 (1 6 j 6 n), obespeqiva¸wie vyroßdenie na diagonali Ødra k(x, t) vida (4.10) v sledstvii 4.5,

O PODOBII 235 ØvlØ¸tsØ dovol~no ograniqitel~nymi. V sledu¸wem utverßdenii pokazyvaetsØ, qto v sluqae vewestvennogo Ødra k(x, t) ot nih moßno osvobodit~sØ.

Sledstvie 4.6. Pust~ l < ∞, n ¿ 2 i k(x, t) = n∑ j=1 ε_j φ_j (x)φ_j(t), ε_j = ±1, k(x, x) = 0, gde φ_j = φ_j (1 6 j 6 n). Esli suwestvu¸t moduli nepreryvnosti w_j, takie, qto φ_j ∈ Lip (w_j) i ∫ 0 w^2_j (t)t^{−1}dt < ∞ pri j ∈ {1, ..., n}, to operatory A = Q + K i Q podobny v L^p[0, l] (1 < p < ∞).

Dokazatel~stvo. Tak kak k(x, x) = 0, to 2|k(x, t)| = | ∑ j ε_j (φ_j(x) − φ_j (t)^2| 6 ∑ j |φ_j (x) − φ_j (t)|^2 6 ∑ j w^2_j (x, t). Primenenie sledstviØ 4.4 s maßorantoæ Φ(x) := 2^{−1} ∑ j w^2_j (x)/x zaverxaet dokazatel~stvo. •

Privedœm ewœ odno sledstvie iz teoremy 4.1, opisyva¸wee needinstvennost~ “treugol~noæ modeli” vida (4.1). Inaqe govorØ, vyØsnØetsØ svØz~ Øder k_i(x, t) prostyh operatorov A_i (i = 1, 2) vida (4.1) pri uslovii sovpadeniØ ih harakteristiqeskih funkciæ.

Sledstvie 4.7. Pust~ Ødra ki(x, t) (i = 1, 2) udovletvorØ¸t uslo-

viØm teoremy 4.1. Esli operatory A_i = Q_α +K_i (i = 1, 2) unitarno ffkvivalentny v L^2[0, l], to

k_2(x, t) = k_1(x, t) exp[i(φ(x) − φ(t))], φ(x) = φ(x).

Dokazatel~stvo. V teoreme 4.1 dokazano suwestvovanie obratimyh operatorov I + M_i tipa Vol~terra, spleta¸wih operatory Q_α + K_i i Q_α, (I + M_i)(Q_α + K_i) = Q_α(I + M_i), (i = 1, 2). Po uslovi¸ sledstviØ U (Q_α + K_1) = (Q_α + K_2)U , gde U – unitaren. Iz fftih ravenstv legko zakl¸qaem, qto Ψ := (I + M_2)U (I + M_1)^{−1} kommutiruet s Q_α, t.e. Ψ ∈ {Q_α}^′. Sledovatel~no, Ψ – operator umnoßeniØ na funkci¸ ψ(x) ∈ L^∞[0, l], priqœm ψ^{−1} ∈ L^∞[0, l]. Tak kak (I + M_2)^{−1} = I + M_3, gde M_3 : f → ∫_x 0 M_3(x, t)f(t)dt, to U = (I + M_2)^{−1}Ψ(I + M_1) = (I + M_3)Ψ(I + M_1) = Ψ(I + M )

236 M. M. MALAMUD gde M – operator tipa Vol~terra, M : f → ∫_x 0 M (x, t)f(t)dt s Ødrom M (x, t) = ψ(x)M_1(x, t) + M_3(x, t)ψ(t) + x∫ t M_3(x, s)ψ(s)M_1(s, t)ds. Unitarnost~ operatora U ffkvivalentna ravenstvu

(I + M )^{−1}Ψ^{−1} = (I + M^∗)Ψ^∗. (4.13)

Pust~ P (t) : f → χ_{[0,t]}(x)f(x) (t ∈ [0, l]) – razloßenie edinicy operatora Q. Iz (4.13) i treugol~nogo vida operatora M vytekaet, qto podprostranstva H_t := P (t)H ∈ Lat M^∗ privodØt operator M, P (t)M = M P (t), t ∈ [0, l]. Drugimi slovami, M (x, t)χ_{[0,a]}(t) = χ_{[0,a]}(x)M (x, t), a ∈ [0, l]. Sledovatel~no, M = 0, U = Ψ i ψ(x) = exp(iφ(x)). •

Zameqanie 4.8. a) V usloviØh sledstviØ 4.4 operator R kompakten, a znaqit vol~terrov v L^p[0, l] pri 1 < p < ∞. �to vytekaet iz kompaktnosti operatora Φ i teoremy o nasledovanii svoæstva kompaktnosti integral~nym operatorom s maßoriruemym Ødrom v prostranstvah L^p[0, 1] pri 1 < p < ∞ (sm. [7]). Moßno pokazat~, qto R slabo kompakten v L_1 i L_∞. Odnako naliqie nekompaktnyh integral~nyh operatorov s ograniqennymi Ødrami v L_1 i L_∞ (sm. [7]) ne pozvolØet utverßdat~ kompaktnost~ R v L_1 i L_∞.

b) Teorema 4.1 i sledstviØ 4.2–4.4 i 4.7 poluqeny avtorom v 1976 g. i anonsirovany v [8]. Blizkiæ rezul~tat poluqen nedavno metodom Fridrihsa ˚. Mikit¸kom i R. Hrunivym [26]. Sledstvie 4.5 v sluqae parnogo Ødra k(x, t) = φ(x)ψ(t) (i p = 2) poluqeno nedavno S. Naboko i K. Tretter [31]. Ispol~zuØ special~nu¸ strukturu Ødra k(x, t), oni poluqili ocenki (1.4) dlØ rezol~venty R_A(λ), obespeqiva¸wie primenenie teoremy 1.1. Otmetim takße, qto sledstviØ 4.5 i 4.6 inspirirovany rabotoæ [31].

4.2. Zdes~ rassmatriva¸tsØ treugol~nye operatory s raznostnymi Ødrami: A = Q + iK : f → xf(x) + i x∫ 0 k(x − t)f(t)dt. (4.14)

O PODOBII 237 DlØ operatorov vida (4.14) my dopolnim teoremu 4.1, osvobodivxis~ ot usloviØ vyroßdeniØ Ødra na diagonali, t.e. ot usloviØ k(0) = 0.

Predloßenie 4.9 [10]. Pust~ l < ∞, k(x) ∈ C[0, l] i k(0) = k(0).

Esli k udovletvorØet uslovi¸ Dini ∫ 0 w_k(t) t dt < ∞, (4.15) gde w_k – modul~ nepreryvnosti funkcii k, to operatory A i Q podobny v L^p[0, l] pri 1 < p < ∞.

Dokazatel~stvo. Horoxo izvestno (sm. [21]), qto kompleksnye stepeni J^z operatora integrirovaniØ, J^z : f →^1_{Γ(z)} ∫_x 0 (x − t)^{z−1}f(t)dt, Re z > 0, obrazu¸t golomorfnu¸ polugruppu v L^p[0, l] (1 6 p 6 ∞). Izvestno takße [21, s. 676], qto suwestvu- ¸t sil~nye predely J^{iη} := s − lim_{ξ↓0} J^{ξ+iη}, i operatory {J^{iη}}_{η∈}R obrazu¸t C_0 gruppu ograniqennyh operatorov v L^p[0, l] (1 < p < ∞). Vproqem, ograniqennost~ operatora J^{iη}, J^{iη} : f → x^{iη−1} ∗ f = 1 Γ(1 + iη) d dx x∫ 0 (x − t)^{iη}f(t)dt (η ∈ R), nemedlenno sleduet iz teoremy Mihlina o mul~tiplikatorah.

Ustanovim teper~ podobie operatorov A i A_1 := Q + iK_1, gde K_1 : f → ∫_x 0 k_1(x − t)f(t)dt i k_1(x) = k(x) − k(0). DlØ fftogo vospol~zuemsØ toßdestvom J^{iη}(Q + iηJ) = QJ^{iη}, η ∈ R (sm. [17]). Ono vytekaet iz oqevidnogo ravenstva J^{ξ+iη} ( Q+(ξ+iη)J ) = QJ^{ξ+iη}, ξ > 0, posle perehoda v nœm k predelu pri ξ ↓ 0 (i s uqœtom otmeqennoæ vyxe ograniqennosti operatorov J^{iη}).

Ispol~zuØ upomØnutoe toßdestvo, perestanovoqnost~ operatorov K_1 i J^{iη} i ravenstvo K = k(0)J + K_1, pridem k sootnoxe- ni¸ J^{ik(0)}AJ^{−ik(0)} = J^{ik(0)}(Q + ik(0)J + iK_1)J^{−ik(0)} = Q + iK_1 = A_1,

oznaqa¸wemu podobie operatorov A i A_1 v L^p[0, l] (1 < p < ∞).

Podobie operatorov A_1 i Q teper~ vytekaet iz sledstviØ 4.4. Deæstvitel~no, tak kak k_1(0) = 0, to v silu (4.14) Φ(x) := w_k(x)/x ØvlØetsØ summiruemoæ maßorantoæ dlØ k_1(x)/x. •

238 M. M. MALAMUD

Zameqanie 4.10. a) Uslovie (4.15), oqevidno, vypolneno, esli

k ∈ Lip α, α > 0. Kak izvestno, pri kaßdom α 6 1/2 suwestvu- ¸t 2π-periodiqeskie funkcii φ(x) = φ(−x) ∈ Lip α, dlØ koto- ryh ∑ n |φ̂(n)| = ∞. Soglasno predloßeni¸ 4.9 operator A vida (4.14) s Ødrom k(x − t) := φ(x − t) podoben Q = Q^∗ v L^2[0, 2π], hotØ ego mnimaØ komponenta A_I = K_I ( K_I : f → ∫_{2π} 0 k(x − t)f(t)dt ) ne Øderna, A_I /∈ S_1. Zametim, qto dlØ dissipativnyh operatorov A vida (4.1) (s α(x) = x), podobnyh samosoprØßœnnomu, vsegda A_I = K_I ∈ S_1.

b) Predloßenie 4.9 vmeste s nekotorymi drugimi rezul~tatami anonsirovano v [10].

§5. Zakl¸qitel~nye zameqaniØ

Posle togo, kak stat~Ø byla podgotovlena k peqati, poØvilas~ zametka [34], v kotoroæ dlØ operatorov vida (1.1)–(1.2) s absol¸tno nepreryvnym spektrom poluqeny dva kriteriØ podobiØ v terminah predel~nyh znaqeniæ harakteristiqeskoæ funkcii.

Napomnim (sm. [12]), qto absol¸tno nepreryvnym podprostranstvom H_{ac}(A) operatora A vida (1.1)–(1.2) nazyva¸t zamykanie lineala ~N_e := {f ∈ H : V^{1/2}R_A(z) ∈ H^2_±(E)}. GovorØt, qto A imeet absol¸tno nepreryvnyæ spektr, esli H_{ac}(A) = H.

Privedem “dopredel~nye” analogi teorem 1 i 2 iz [34], kotorye verny bez usloviØ H_{ac}(A) = H i fflementarno vyvodØtsØ iz teoremy 1.1. V svo¸ oqered~, iz nih legko sledu¸t teoremy 1 i 2 iz [34].

Oboznaqim takße qerez w_A(z) i w_A∗ (z) dve J-formy: w_A(z) := θ_A(z)Jθ^∗_A(z) − J, w_A∗ (z) := J − θ^∗_A(z)Jθ_A(z). Predloßenie 5.1. Pust~ A – operator vida (1.1)–(1.2) i σ(A) ⊂

R. Togda A podoben samosoprØßennomu v toqnosti togda, kogda

pri ε > 0 spravedlivy ocenki ∫ (w_A(λ−iε)P_+ V^{1/2}R_B∗ (λ+iε)f, P_+V^{1/2}R_B∗ (λ+iε)f)dλ 6 C‖f‖^2, ∫ (w_A∗ (λ+iε)P_−V^{1/2}R_B∗ (λ+iε)f, P_−V^{1/2}R_B∗ (λ−iε)f)dλ 6 C‖f‖^2. (5.1)

Dokazatel~stvo. Iz toßdestva Gil~berta (1.12) i lemmy 1.3

O PODOBII 239 vytekaet, qto pervaØ iz ocenok (1.4) ffkvivalentna sledu¸weæ: tε[f] := ε^∫ ||2RA(λ+iε)V^{1/2}P+V^{1/2}RB∗ (λ+iε)f||^2 dλ 6 C||f||^2. (5.2) Preobrazuem t_ε[f] s uqetom toßdestva (1.16). Imeem tε[f] = 4ε^{∫ (}V^{1/2}RA∗ (λ − iε)RA(λ + iε)V^{1/2}P+RB∗ (λ + iε)f, P_+R_B∗ (λ + iε)f ) dλ = ∫ (w_A(λ − iε)P_+V^{1/2}R_B∗ (λ + iε)f, P_+V^{1/2}R_B∗ (λ + iε)f)dλ. (5.3)

SravnivaØ (5.2) i (5.3), zakl¸qaem, qto pervaØ iz ocenok (1.4) ffkvivalentna pervoæ iz ocenok (5.1). Analogiqno pokazyvaetsØ, qto vtoraØ iz ocenok (1.4) ffkvivalentno neravenstvu ∫ (w_A∗ (λ + iε)P_−V^{1/2}R_B∗ (λ + iε)f, P_−V^{1/2}R_B∗ (λ + iε)f)dλ 6 C‖f‖^2. (5.4) Predloßenie dokazano. • Predloßenie 5.2. Pust~ A – operator vida (1.1)–(1.2), σ(A) ⊂ R

i w_B∗ (z) := I − θ^∗_B (z)θ_B (z). On podoben samosoprØßennomu togda i tol~ko togda, kogda pri ε > 0 spravedlivy ocenki ∫ (w_B∗ (λ+iε)P_+ V^{1/2}R_A(λ+iε)f, P_+V^{1/2}R_A(λ+iε)f)dλ 6 C‖f‖^2, ∫ (w_B∗ (λ+iε)P_− V^{1/2}R_A∗ (λ+iε)f, P_−V^{1/2}R_A∗ (λ+iε)f)dλ 6 C‖f‖^2. (5.5) Dokazatel~stvo. Sleduet opØt~ vospol~zovat~sØ toßdestvom (1.12), ne izmenØØ v nem porØdok somnoßiteleæ. •

Teoremy 1 i 2 iz [34] ØvlØ¸tsØ predel~nymi formami predloßeniæ 1 i 2 dlØ operatorov A s absol¸tno nepreryvnym spektrom. �ti rezul~taty, kak utverßda¸t avtory raboty [34], dokazany imi pri pomowi funkcional~noæ modeli dissipativnogo operatora.

Zametim, odnako, qto teoremy 1 i 2 iz [34] legko vyteka¸t iz predloßeniæ 5.1 i 5.2. Naprimer, ocenka ∫ (w_B∗ (λ + i0)P_+V^{1/2}R_A(λ + i0)f, P_+V^{1/2}R_A(λ + i0)f)dλ 6 C||f||^2

240 M. M. MALAMUD

na “gladkih” vektorah f ∈ ~N_e ffkvivalentna pervoæ iz ocenok (5.5). Pri fftom uslovie f ∈ ~N_e obespeqivaet suwestvovanie sil~nyh predel~nyh znaqeniæ V^{1/2}R_A(λ + i0)f. Esli ~N_e plotno

v H, (t.e. Hac(A) = H), to pervaØ ocenka v (5.5) verna dlØ vseh f ∈ H. Literatura

1. M. S. Brodskiæ, Treugol~nye i ßordanovy predstavleniØ lineænyh operatorov. Moskva, “Nauka”, 1969.

2. V. F. Veselov, Ob otdelimosti invariantnyh podprostranstv nedissipativnogo operatora. — Vestnik LGU, ser.1, vyp.4 (1988), 19–24.

3. Dß. Garnet, Ograniqennye analitiqeskie funkcii. Moskva, Mir, 1984. 4. A. M. Gomilko, Ob usloviØh na proizvodØwiæ operator ravnomerno ograniqennoæ C_0-polugruppy operatorov. — Funkc. analiz i ego pril. 33, vyp. 4 (1999), 66–69.

5. I. C. Gohberg, M. G. Kreæn, Ob odnom opisanii operatorov sßatiØ, podobnyh unitarnym. — Funkc. analiz i ego pril. 1, vyp. 1 (1967), 38–60.

6. N. Danford, Dß. Xvarc, Lineænye operatory. ObwaØ teoriØ. IL, Moskva, 1962.

7. M. A. Krasnosel~skiæ i dr., Integral~nye operatory v prostranstvah summiruemyh funkciæ. Nauka, Moskva, 1966.

8. M. M. Malamud, O privedenii operatorov s nepreryvnym spektrom k diagonal~nomu vidu. — Uspehi matem. nauk 32, No. 5 (1977), 167.

9. M. M. Malamud, Kriteriæ podobiØ zamknutogo operatora samosoprØßœnnomu. — Ukr. matem. ß-l 37, No. 1 (1985), 49–56.

10. M. M. Malamud, Ob odnom klasse operatorov treugol~nogo vida. — XIV-Ø Xkola po teorii operatorov v funkcional~nyh prostranstvah. Tezisy dokladov, qast~ II (1989), 67.

11. A. S. Markus, Nekotorye priznaki polnoty sistemy kornevyh vektorov lineænogo operatora v banahovom prostranstve. — Matem. sb. 70 (1966), 526–561.

12. S. N. Naboko, Funkcional~naØ model~ teorii vozmuweniæ i eœ priloßeniØ k teorii rasseØniØ. — Trudy matem. in-ta im. V. A. Steklova 147 (1980), 86–114.

13. S. N. Naboko, O singulØrnom spektre nesamosoprØßœnnyh operatorov.

— Zap. nauqn. semin. LOMI 113 (1981), 149–177.

14. S. N. Naboko, Ob usloviØh podobiØ unitarnym i samosoprØßœnnym operatoram. — Funk. anal. i ego pril. t.18, No. 1 (1984), 16–27.

15. N. K. Nikol~skiæ, Lekcii ob operatore sdviga. Moskva, Nauka, 1980. 16. B. S. Pavlov, Ob usloviØh otdelimosti spektral~nyh komponent dissipativnogo operatora. — Izv. AN SSSR. Ser. mat. 39, No. 1 (1975), 123–148.

17. L. A. Sahnoviq, Dissipativnye operatory s absol¸tno nepreryvnym spektrom. — Trudy Mosk. matem. obw-va 19 (1968), 211–270.

O PODOBII 241 18. L. A. Sahnoviq, Neunitarnye operatory s absol¸tno nepreryvnym spektrom na ediniqnoæ okrußnosti. — DAN SSSR 181, No. 3 (1968), 558–561.

19. L. A. Sahnoviq, Neunitarnye operatory s absol¸tno nepreryvnym spektrom. — Izv. AN SSSR, seriØ matem. 33, No. 1 (1969), 52–64.

20. B. Sekel~fal~vi-Nad~, Q. Foæax, Garmoniqeskiæ analiz operatorov v gil~bertovom prostranstve. Moskva, Mir, 1970.

21. �. Hille, R. Fillips, Funkcional~nyæ analiz i polugruppy. IL, Moskva, 1962.

22. N. E. Benamara, N. K. Nikolskii, Rezolvent tests for similarity to a normal operator. — Proc. London Math. Soc. 78, No. 3 (1999), 585–626.

23. J. A. van Casteren, Operators similar to unitary or selfadjoint ones. — Pacific J.

Math. 104, No. 1 (1983), 241–255.

24. B. Curgus, B. Najman, The operator (sgnx)^{d2}_{dx2} is similar to a self-adjoint operator in L2(R).. — Proc. Amer. Math. Soc. 123 (1995), 1125–1128.

25. C. Davis, C. Foias, Operators with bounded characteristic functions and their J-unitary dilation. — Acta Sci. Math. 32, Nos. 1, 2 (1971), 127–139.

26. R. O. Hryniv and Ya. V. Mykytyuk, On similarity of perturbed multiplication operators. — Matem. zametki (v peqati).

27. I. M. Karabash, On conditions for similarity of some differential operators to self-adjoint ones.. — Dopovidi NAN Ukraine No. 3 (2000), 39–43.

28. T. Kato, Wave operators and similarity for some non-seld-adjoint operators. — Math. Ann. 162 (1966), 258–279.

29. T. Kato, Smooth operators and commutators. — Studia Math. 31 (1968), 535–546. 30. S. Kupin and V. I. Vasyunin, Some criteria for similarity of an integral dissipative operator to a normal operator. — Algebra and Analiz (submitted).

31. S. N. Naboko, C. Tretter, Lyapunov stability of a perturbed multiplication operator. — Oper. Theory Adv. Appl. 106 (1998), 309–326.

32. B. Sz-Nagy, On uniformly bounded linear transformations in Hilbert space. — Acta Sci. Math. 11 (1947), 152–157.

33. B. Sz.-Nagy, C. Foias, Sur les contractions de l’espace de Hilbert. X. Contractions similaires a des transformation unitaries. — Acta Sci. Math. Szeged. 26, Nos. 1, 2 (1965), 79-91.

34. A. V. Kiselev, M. M. Faddeev, O zadaqe podobiØ dlØ nesamosoprØßennyh operatorov s absol¸tno nepreryvnym spektrom. — Funk. anal. 34, No. 2 (2000), 78–81.

Malamud M. M. Similarity of a triangular operator to a diagonal one.

A series of sufficient conditions are given for the similarity of the nonselfadjoint

operator A = G + iV 1^/2JV 1^/2 (with a well-defined imaginary part) to a selfadjoint

operator. Next, sufficient conditions (becoming also necessary in the dissipative case) are given for the triangular operator f 7! α(x)f (x) + i R 1 x k(x, t)f (t)dμ(t) to be similar

to a selfadjoint operator.

Postupilo 1 sentØbrØ 2000 g. Doneckiæ gosudarstvennyæ universitet, Ukraina

mmm@univ.donetsk.ua