Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 270, 2000 g.

G. S. Mustafaev, M. T. Karaev

RAZLOȷENIE �LEMENTA sin a PO �KSPONENTAM DL˚ �RMITOVYH �LEMENTOV a

1. Pust~ A – kompleksnaØ banahova algebra s ediniceæ e. �le-

ment a ∈ A nazyvaetsØ ffrmitovym, esli ‖ exp(ita)‖ = 1 pri vseh

t ∈ R. Horoxo izvestno [1–6], qto dlØ ffrmitovyh fflementov a ∈ A ‖a‖ = |a|, gde |a| – spektral~nyæ radius fflementa a ∈ A. Pust~ σ > 0; oboznaqim qerez B_σ banahovo prostranstvo vseh celyh

funkciæ f(z), z ∈ C , s normoæ

‖f‖_σ = sup_z [ exp(−σ| Im z|)|f(z)| ] < ∞. (1) Iz teoremy Fragmena–Lindelefa vytekaet, qto faktiqeski ‖f‖_σ = sup_{x∈R} |f(x)|. Izvestno [1] takße, qto operator differencirovaniØ a =^1_i^d_{dx} ØvlØetsØ ffrmitovym v prostranstve B_σ , i sovpadenie normy i spektral~nogo radiusa fftogo operatora ravnosil~no klassiqeskomu neravenstvu Bernxteæna: ‖f^′‖_σ 6 σ‖f‖_σ , f ∈ B_σ. Esli poloßit~ sin a = (2i)^{−1}[exp(ia) − exp(−ia)], to sovpadenie normy i spektral~nogo radiusa operatora sin a ( |a| 6^π_2^) v pro-

stranstve B_σ ravnosil~no sledu¸wemu bolee tonkomu neravenstvu bernxteænovskogo tipa: sup_{x∈R} |f(x + h) − f(x − h)| 6 2 sin σh‖f‖_σ , (2) gde f ∈ B_σ i 0 6 σh 6^π_2 . V predele pri h → 0 ono takße daet (1). Netrudno videt~, qto ravenstvo ‖ sin a‖ = | sin a| vleqet ravenstvo

‖a‖ = |a|. V fftoæ svØzi estestvenno voznikaet vopros ob otyska-

nii dokazatel~stv vyxeupomØnutyh ravenstv v ramkah teorii 253

254 G. S. MUSTAFAEV, M. T. KARAEV banahovyh algebr. V rabote [1] vydelen klass funkciæ g, dlØ kotoryh ‖g(a)‖ = |g(a)| dlØ ffrmitovyh a. V toæ ße rabote (s. 94) ukazany podhody k dokazatel~stvu ravenstva ‖ sin a‖ = | sin a|.

V fftoæ zametke my dokaßem interpolØcionnu¸ formulu, vyraßa¸wu¸ sin a qerez ffksponenty.

Teorema. Esli a ∈ A – ffrmitov fflement s poloßitel~nym spek-

tral~nym radiusom, to spravedlivo ravenstvo

sin a = 1 i 4|a| π^2 ∑ k∈Z (−1)^{|k|} cos |a| (2k + 1)^2 −^4_{π2} |a|^2 exp [ i 1 |a| (2k + 1) π 2 a ] , (3)

gde pri |a| = (2k + 1)^π_2 (dlØ nekotoryh neotricatel~nyh k ∈ Z) sootvetstvu¸wiæ kofffficiet v razloßenii (3) zamenØetsØ ego predel~nym znaqeniem. Dalee, esli |a| 6^π_2 , to summa moduleæ kofffficientov v razloßenii (3) est~ | sin a|.

DlØ dokazatel~stva teoremy nam ponadobitsØ sledu¸wee: Pust~ M (R) – svertoqnaØ algebra ograniqenyh kompleksnyh borelevskih mer v R. Esli a – ffrmitov fflement i ^μ(λ) = ∫ R exp(−itλ)dμ(t) preobrazovanie Fur~e–Stil~t~esa, to polagaem ^μ(a) = ∫ R exp(−ita)dμ(t). �toæ formuloæ opredelØetsØ ne uveliqiva¸wiæ normy gomomorfizm iz M (R) v algebru A. Drugimi slovami, a dopuskaet

M (R)-isqislenie. �to isqislenie obladaet sledu¸wimi svoæ-

stvami [1]:

a) esli ^μ(λ) = 0 v vewestvennoæ okrestnosti σ(a) – spektra fflementa a, to ^μ(a) = 0;

b) esli dlØ nekotorogo polinoma p(λ) ^μ(λ) = p(λ) v vewestvennoæ okrestnosti σ(a), to ^μ(a) = p(a);

v) σ(^μ(a)) = ^μ(σ(a)) – teorema ob otobraßenii spektra. Krome togo, otmetim, qto sin a = [(2i)^{−1}(δ_{−1} − δ_1)]^∧(a). V dal~neæxem qerez S(R) budem oboznaqat~ mnoßestvo bystro ubyva¸wih funkciæ na R, t.e. beskoneqno differenciruemyh

RAZLOȷENIE �LEMENTA sin a 255 funkciæ na R, dlØ kotoryh lim |x|→∞ | |x^n g^{(k)}(x) | | = 0 dlØ vseh n, k = 0, 1, 2, . . . ;

^f budet oboznaqat~ preobrazovanie Fur~e funkcii f ∈ L^1(R).

Dokazatel~stvo teoremy. Rassmotrim sledu¸wu¸ funkci¸ f(x) = { sin x, −|a| 6 x 6 |a|, sin(2|a| − x), |a| 6 x 6 3|a|. Prodolßim f(x) periodiqeski na vs¸ os~ R, polagaØ f(x+4|a|) =

f(x) dlØ vseh x ∈ R. Kofffficienty Fur~e fftoæ funkcii vyra-

ßa¸tsØ formuloæ

c_n(f) = 1 4|a| 3|a|∫

−|a| exp ( − i nπ 2|a| x ) f(x) dx. Prostye vyqisleniØ pokazyva¸t, qto

c_{2k}(f) = 0 i c_{2k+1}(f) = 1 i 4|a| π^2 (−1)^{|k|} cos |a| (2k + 1)^2 −^4_{π2} |a|^2 , k ∈ Z. Esli |a| = (2k_0 + 1)^π_2 dlØ nekotorogo neotricatel~nogo k_0 ∈ Z, to legko videt~, qto c_{±(2k+1)}(f) = 0 pri vseh k ≠ k_0 i

c_{±(2k0+1)}(f) = ± lim |a|→(2k0+1) ß2 1 i 4|a| π^2

(−1)^{k0} cos |a| (2k_0 + 1)^2 −^4_{π2} |a|^2 = ± 1 2i . Znaqit, v fftom sluqae pravaØ qast~ ravenstva (3) sovpadaet s opredeleniem sin a. Pust~ μ est~ diskretnaØ mera, sosredotoqennaØ v toqkah −^1_{|a|} (2k + 1)^π_2 (k ∈ Z) s sootvetstvu¸wimi massami

c_{2k+1}(f). Poskol~ku ∑ k∈Z | |c_{2k+1}(f) | | < ∞, imeem f(x) = ^μ(x) i ^μ(a) = 1 i 4|a| π^2 ∑ k∈Z (−1)^{|k|} cos |a| (2k + 1)^2 −^4_{π2} |a|^2 exp [ i 1 |a| (2k + 1) π 2 a ] .

256 G. S. MUSTAFAEV, M. T. KARAEV OstaetsØ pokazat~, qto sin a = ^μ(a). DlØ proizvol~nogo λ, gde

0 < λ < 1, poloßim b = λa. Voz~mem funkci¸ g ∈ S(R) taku¸, qto ^g ≡ 1 v σ(b) i ^g ≡ 0 v R \ (−|a|, |a|). Dalee poloßim φ(x) = 1 2i [ g(x + 1) − g(x − 1) ] . Netrudno videt~, qto ^φ(x) = sin x^g(x) = ^μ(x) ^g(x) i pofftomu sin b^g(b) = ^μ(b) ^g(b). Poskol~ku ^g(b) est~ edinica algebra A (sm. svoæstvo b) vyxe), imeem

sin b = ^μ(b) ili sin λa = ^μ(λa), 0 < λ < 1. V poslednem ravenstve, perehodØ k predelu pri λ → 1, poluqaem sin a = ^μ(a). Pust~ teper~ |a| 6^π_2 . Netrudno videt~, qto v fftom sluqae

| sin a| = sin |a| (sm. svoæstvo v) vyxe). S drugoæ storony, esli

poloßit~ v ravenstve (3) a = |a|e, to poluqim sin |a| = 4|a| π^2 ∑ k∈Z cos |a| (2k + 1)^2 −^4_{π2} |a|^2 . Takim obrazom, summa moduleæ kofffficientov v razloßenii (3) est~ | sin a|.

Teorema dokazana.

Zametim, qto sovpadenie normy i spektral~nogo radiusa sin a (dlØ ffrmitovyh a pri |a| 6^π_2 ) ØvlØetsØ oqevidnym sledstviem ravenstva (3).

Ispol~zuØ (3), poluqaem v prostranstve B_σ sledu¸wu¸ interpolØcionnu¸ formulu.

RAZLOȷENIE �LEMENTA sin a 257

Sledstvie. Esli f ∈ Bσ i 0 6 σh 6^π_2 , to f(x + h) − f(x − h) = = 8σh π^2 ∑ k∈Z (−1)^{|k|} cos σh (2k + 1)^2 −^{4σ2h2}_{π2} |a|^2 f ( x + 1 σ (2k + 1) π 2 ) , gde 4σh π^2 ∑ k∈Z cos σh (2k + 1)^2 −^{4σ2h2}_{π2} = sin σh.

Literatura 1. E. A. Gorin, Neravenstva Bernxteæna s toqki zreniØ teorii operatorov. — Vestnik Har~kovskogo universiteta vyp. 45, No. 205 (1980), 77–105.

2. ı. A. Brudnyæ, E. A. Gorin, Izometriqeskie predstavleniØ i diffe-

rencial~nye neravenstva. ˚roslavskiæ gosudarstvennyæ universitet

(1981).

3. H. A. Konig, Functional calculus for hermitian elements of complex Banach algebras. — Arch. Math. 28, No. 4 (1977), 422–430.

4. A. M. Sinclair, The norm of a hermitian element in a Banach algebra. — Proc.

Am. Math. Soc. 28 (1971), 446–449.

5. A. Browder, On Bernstein’s inequality and the norm of hermitian operators. — Am. Math. Monthly 78 (1971), 871–873.

6. F. Bonsall, T. Duncan, Complete normed algebras. Springer-Verlag (1973).

Mustafaev G. S. and Karaev M. T. Expansion of the element sin a in exponentials for Hermitian a.

Let A be a complex Banach algebra with identity and a ∈ A a Hermitian element. An interpolation formula is proved expressing sin a in terms of exponentials and implying, in particular, the identity ‖ sin a‖ = | sin a|.

Postupilo 10 maØ 2000 g.

Institut matematiki i mehaniki AN Azerbaædßana

ilham@lan.ab.az atig@lan.ab.az