Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 270, 2000 g.

M. M. RoginskaØ

ASIMPTOTIQESKIE SVO`STVA GARMONIQESKIH I M–GARMONIQESKIH FUNKCI` VBLIZI GRANICY EDINIQNOGO XARA

1. DlØ togo, qtoby sformulirovat~ osnovnye rezul~taty fftoæ

zametki, nußna nebol~xaØ podgotovka. Pust~ M – metriqeskoe prostranstvo (dlØ prostoty budem sqitat~ ego kompaktnym), μ – koneqnaØ regulØrnaØ borelevskaØ mera na M , β – vewestvennoe qislo. Poloßim D_β (μ)(x) = lim sup_{δ→0} δ^{−β} |μ|{y : dist(x, y) 6 δ}, x ∈ M. Oqevidno, qto D_β (μ) ≡ 0 pri β < 0, odnako nam budet udobno dopuskat~ otricatel~nye znaqeniØ parametra β. Kak vidno iz sledu¸weæ teoremy, funkciØ D_β (μ) pri β > 0 tesno svØzana s “hausdorfovoæ razmernost~¸” mery μ.

Teorema 1. Pust~ β > 0. Suwestvuet edinstvennoe razloßenie

μ = ρ + ν, gde mera ρ sosredotoqena na mnoßestve σ-koneqnoæ β-mery Hausdorfa, a mera ν ravna nul¸ na vsØkom mnoßestve σkoneqnoæ β-mery Hausdorfa. V takom razloßenii ρ = χ_F μ, gde F = {D_β(μ) > 0}. RazumeetsØ, fftot fakt ne nov, i my lix~ nametim dokazatel~- stvo radi polnoty. Kak podskazyvaet formulirovka, poloßim

ρ = χ_F μ. Pust~ h_β – β-mera Hausdorfa. Iz lemmy Vitali o po-

krytiØh sleduet, qto h_β {D_β(μ) > t} 6^{c‖μ‖}_t , t > 0, pofftomu mnoßestvo F imeet σ-koneqnu¸ β-meru Hausdorfa. DlØ mery ν spravedlivo sootnoxenie D_β (ν) = 0 na mnoßestve M \ F , t.e. na borelevskom nositele mery ν, i, tem bolee, p.v. otnositel~no ν. Prostye standartnye rassußdeniØ pokazyva¸t, qto togda |ν|(K) = 0 dlØ l¸bogo mnoßestva K koneqnoæ β-mery Hausdorfa (ukazanie: pust~ ε > 0, E_N = {x ∈ M : |ν|{y : dist(x, y) 6 r} < εr^β pri vseh

r < 1/N }; togda legko videt~, qto |ν|(K ∩ E_N ) 6 C_βεh_β(K)). � 309

310 M. M. ROGINSKA˚

Zameqanie. Netrudno dokazat~, qto esli mera λ sosredotoqena

na mnoßestve σ-koneqnoæ β-mery Hausdorfa, to D_β (λ) > 0 p.v. otnositel~no λ. Sledovatel~no, takim svoæstvom obladaet mera ρ iz teoremy 1.

Rodstvennye rezul~taty ime¸tsØ v stat~e [4]. V dal~neæxem meru ρ, dostavlØemu¸ teoremoæ 1 dlØ dannogo β, budem oboznaqat~ qerez μ_β. Budem sqitat~, qto μ_β = 0 pri β < 0. Vvedem ewe koliqestvennu¸ harakteristiku “razmernosti” mery μ, poloßiv d_β(μ) = ‖μ_β‖. Oqevidno, qto d_β(μ) = |μ|{D_β(μ) > 0}; poslednee opredelenie goditsØ i pri β < 0. ˚sno, qto funkciØ β → d_β(μ) – neubyva¸waØ pri β ∈ R.

2. Na ediniqnoæ sfere S^{2n−1} v C^n ime¸tsØ dve estestvennye me-

triki: evklidova e(x, y) = |x − y| i metrika Koran~i k(x, y) =

|1 − ⟨x, y⟩|^{1/2}. My budem pisat~ μ^k_α, μ^e_α, D^k_α, d^k_α i D^e_α, d^e_α, qtoby

ukazat~, k kakoæ iz fftih metrik otnosØtsØ vvedennye vyxe harakteristiki. Napomnim, qto 1 √ 2 e(ω, ξ) 6 k(ω, ξ) 6 e(ω, ξ)^2, ω, ξ ∈ S^{2n−1}. (1) Sformuliruem glavnyæ rezul~tat stat~i.

Teorema 2. Esli mera μ na sfere S^{2n−1} slußit graniqnymi zna-

qeniØmi dlØ nekotoroæ pl¸rigarmoniqeskoæ funkcii v ediniqnom xare, to μ^e_γ = μ^k_{2(1+γ−n)} i, sledovatel~no,

d^e_γ (μ) = d^k_{2(1+γ−n)}(μ), γ < 2n − 1. (2)

Esli γ < 2n − 2, to obe qasti ravenstva (2) obrawa¸tsØ v nul~.

Zameqanie. Ravenstvo (2) verno i pri γ = 2n−1, no fftot sluqaæ

neinteresen, ibo sootvetstvuet maksimal~no vozmoßnoæ hausdorfovoæ razmernosti (2n − 1 v sluqae metriki e i 2n v sluqae metriki k). Vtoroe utverßdenie (ob obrawenii v nul~ obeih qasteæ ravenstv) izvestno – naprimer, teorema 3.1.2 v [1] suwestvenno sil~nee i pokazyvaet, qto tak ße budet i pri γ = 2n − 2. Avtoru, odnako, kaßetsØ l¸bopytnym, qto ukazannu¸ informaci¸ moßno poluqit~ v ramkah ideæ, obsußdaemyh v fftoæ zametke (metod dokazatel~stva iz [1] – sovsem drugoæ).

ASIMPTOTIQESKIE SVO`STVA FUNKCI` 311

PristupaØ k dokazatel~stvu teoremy 2, otmetim, qto pri γ <

2n − 1 dlØ l¸boæ mery μ spravedlivo ravenstvo

μ^k_{2(1+γ−n)} = gμ^e_γ ,

gde g – borelevskaØ funkciØ, 0 6 g 6 1. Deæstvitel~no, esli

γ < n−1, to levaØ qast~ ravna nul¸, i dokazyvat~ neqego. Pust~

γ > n − 1. Vspomnim, qto ob¨em xara radiusa r v metrike Ko-

ran~i imeet porØdok r^{2n} (0 < r 6 2). Standartnye ocenki putem sravneniØ ob¨emov pokazyva¸t, qto qislo toqek v minimal~noæ

evklidovoæ ε-seti dlØ takogo xara ne prevoshodit C(n)^{(r+}

√_{ε2 )2n}

(ε/2)^2n�^1 .

Sledovatel~no, xar radiusa r v metrike Koran~i moßet byt~ pokryt primerno r^{2−2n} evklidovymi xarami radiusa, proporcional~nogo r^2. Summa radiusov vseh fftih pokryva¸wih xarov, vozvedennyh v stepen~ γ, ne prevoshodit veliqiny cr^{2−2n}r^{2γ} = cr^{2(1+γ−n)}. �to oznaqaet, qto vsØkoe mnoßestvo koneqnoæ 2(1 + γ − n)-mery Hausdorfa otnositel~no metriki k budet imet~ koneqnu¸ γmeru Hausdorfa otnositel~no evklidovoæ metriki. Pofftomu nußnoe ravenstvo sleduet iz teoremy 1.

Teper~ ustanovim ocenku d^e_γ (μ) 6 d^k_{2(1+γ−n)}(μ) v sluqae pl¸rigarmoniqeskoæ mery μ. (Vvidu dokazannogo vyxe, iz nee srazu sledu¸t ravenstva (2)). Zdes~ ponadobØtsØ bolee izowrennye rassußdeniØ. Oni privodØtsØ v sledu¸wem punkte.

3. FunkciØ u v ediniqnom xare prostranstva C^n nazyvaetsØ

M -garmoniqeskoæ, esli ~Δu = 0, gde ~Δ – operator Laplasa– Bel~trami. Pust~ μ – koneqnaØ borelevskaØ mera na S^{2n−1}, togda M -garmoniqeskaØ funkciØ, dlØ kotoroæ mera μ slußit graniqnymi znaqeniØmi, zadaetsØ integralom Puassona–Segœ: P[μ](rξ) = ∫ S^2n�^1

(1 − r^2)^n |1 − ⟨ω, rξ⟩|^{2n} dμ(ω), ξ ∈ S^{2n−1}, 0 6 r < 1. Analogiqno, garmoniqeskoe prodolßenie mery μ v xar zadaetsØ integralom Puassona: P[μ](rξ) = ∫ S^2n�^1

1 − r^2 |ω − rξ|^2 dμ(ω), ξ ∈ S^{2n−1}, 0 6 r < 1.

312 M. M. ROGINSKA˚

DlØ ξ ∈ S^{2n−1} i α ∈ R poloßim

P^α[μ](ξ) = lim sup_{r→1} (1 − r^2)^α|P[μ](rξ)|,

P^α[μ](ξ) = lim sup_{r→1} (1 − r^2)^α|P [μ](rξ)|.

Teorema 3. Poqti vs¸du otnositel~no mery |μ| spravedlivy

ocenki P^{n−γ/2}[μ] 6 CD^k_γ (μ), γ < 2n, (3) cD^e_γ (μ) 6 P^{2n−1−γ}[μ] 6 CD^e_γ (μ), γ < 2n − 1, (4) gde poloßitel~nye postoØnnye c i C zavisØt tol~ko ot razmernosti. V qastnosti, d^k_γ (μ) > μ{P^{n−γ/2}[μ] > 0}, d^e_γ (μ) = μ{P^{2n−1−γ}[μ] > 0} (5) pri teh ße ograniqeniØh na γ. (Podqerknem, qto teorema verna i pri γ 6 0.)

Zakonqim dokazatel~stvo teoremy 2, opiraØs~ na teoremu 3. Pl¸rigarmoniqeskaØ funkciØ odnovremenno garmoniqna i M - garmoniqna, pofftomu P [μ] = P[μ] v usloviØh teoremy 2. Pust~

γ < 2n − 1, togda v silu (5) d^e_γ (μ) = μ{P^{n− 2(1+γ} �n)_2

[μ] > 0} 6 d^k_{2(1+γ−n)}(μ)

(pri fftom indeks 2(1 + γ − n) strogo men~xe qisla 2n, kak i trebuetsØ v (3)), tak qto ravenstva (2) provereny. Dalee, iz levogo neravenstva v (1) sleduet, qto {D^k_γ (μ) > 0} ⊂ {D^e_γ (μ) > 0}, pofftomu d^k_γ (μ) 6 d^e_γ (μ) dlØ vseh γ. Iz (2) teper~ poluqaetsØ neravenstvo d^k_γ (μ) 6 d^k_{2(1+γ−n)}(μ), γ < 2n − 1. Tak kak funkciØ γ → d^k_γ (μ) monotonno vozrastaet, zakl¸qaem, qto ona postoØnna pri γ < 2n − 2 (ibo togda γ > 2(1 + γ − n)). No ona ravna nul¸ pri γ < 0, i vse dokazano. �

PristupaØ k dokazatel~stvu teoremy 3, otmetim, qto ona v kakoæ-to stepeni standartna: podobnye utverßdeniØ (kak i dokazatel~stva) vstreqalis~ – pravda, ne v primenenii k sfere (sm., naprimer, [6, 2, 3]).

ASIMPTOTIQESKIE SVO`STVA FUNKCI` 313

Avtoru ne izvestno, moßno li v obwem sluqae rasxirit~ (3) do dvoænogo neravenstva (kak v (4)). NißnØØ ocenka v (4) dokazyvaetsØ s pomow~¸ lemmy Bezikoviqa o pokrytii dlØ evklidovoæ metriki. DlØ metriki Koran~i analogiqnyæ fakt neveren, sm. [5]. V sluqae, esli mera μ v (3) sosredotoqena na mnoßestve σ-koneqnoæ γ-mery Hausdorfa i absol¸tno nepreryvna otnositel~no posledneæ, nißnØØ ocenka v (3), tem ne menee, verna (sm. [7]). Verna ona i esli μ > 0 (poslednee prosto).

Proverim neravenstvo (3). Vvedem maksimal~nu¸ funkci¸

M_{γ,a}[μ](ξ) = sup_r 6a |μ|{η : k(ξ, η) 6 r} r^γ . ˚sno, qto lim_{a→0} M_{γ,a}[μ] = D^k_γ [μ].

DlØ fiksirovannoæ toqki ξ ∈ S^{2n−1} poloßim X_0 = {ω ∈ S^{2n−1} : k(ω, ξ) < 1 2 (1 − r^2)^{1/2}},

X_j = {ω ∈ S^{2n−1} : 2^{j−2}(1 − r^2)^{1/2} 6 k(ω, ξ) < 2^{j−1}(1 − r^2)^{1/2}}, j > 1

(razumeetsØ, X_j = ⊥ pri bol~xih znaqeniØh k). DlØ ocenki znamenatelØ Ødra Puassona–Segœ zametim, qto 1 − ⟨ω, rξ⟩ =

1 − r + r(1 − ⟨ω, ξ⟩), a vewestvennaØ qast~ vtorogo slagaemogo neo-

tricatel~na. Sledovatel~no, |1 − ⟨ω, rξ⟩| > r|1 − ⟨ω, ξ⟩| > 1 2 2^{2(j−2)}(1 − r^2), (6)

esli ω ∈ X_j s j > 1, a r > 1/2. Esli ße ω ∈ X_0, to |1 − ⟨ω, rξ⟩| > 1 − r − rk(ω, ξ)^2 > 1 2 (1 − r). (7)

V sootvetstvii s fftimi ocenkami, pri r > 1/2 imeem |P[μ](rξ)| = | | | | | | | ∞∑ j=0 ∫ Xj (1 − r^2)^n |1 − ⟨ω, rξ⟩|^{2n} dμ(ω) | | | | | | |

6 C^{∞∑}_{j=0}(1 − r^2)^{−n}2^{−4jn}|μ|{ω : k(ω, ξ) 6 2^{j−1}(1 − r^2)^{1/2}}.

314 M. M. ROGINSKA˚

Meru xara v j-m slagaemom my ocenim sverhu veliqinoæ

(2^{j−1}(1 − r^2)^{1/2})^γ M_{γ,(1−r}2_)1/4 [μ](ξ), esli j udovletvorØet neraven-

stvu 2^{j−1}(1 − r^2)^{1/2} 6 (1 − r^2)^{1/4}; dlØ proqih j promaßoriruem fftu meru qislom ‖μ‖. SummiruØ geometriqeskie progressii i umnoßaØ na (1 − r^2)^{n−γ/2}, poluqim |(1 − r^2)^{n−γ/2}P[μ](rξ)| 6 C(n)(M_{γ,(1−r}2_)1/4 [μ](ξ) + (1 − r^2)^{n−γ/2}‖μ‖), qto v predele pri r → 1 daet (3).

Pravoe neravenstvo v (4) dokazyvaetsØ tak ße: maksimal~naØ funkciØ stroitsØ po evklidovym xaram, a sfera razbivaetsØ na mnoßestva Y_j, Y_0 = {ω : |ω − ξ| < 1 2 (1 − r)}, Y_j = {ω : 2^{j−2}(1 − r) 6 |ω − ξ| 6 2^{j−1}(1 − r)}, j > 1.

My opuskaem vyqisleniØ.

DlØ dokazatel~stva levogo neravenstva v (4) nußna sledu¸- waØ lemma, ØvlØ¸waØsØ qastnym sluqaem rezul~tatov Bezikoviqa. Oboznaqim qerez B(x, r) evklidov xar radiusa r s centrom v toqke x.

Lemma 4. Pust~ μ1, μ2 – neotricatel~nye vzaimno singulØrnye

mery na sfere, i pust~ C, c > 0. Togda dlØ μ_1-poqti vsØkoæ toqki ξ pri vseh dostatoqno malyh r spravedlivo neravenstvo cμ_1(B(ξ, r)) − Cμ_2(B(ξ, r)) > c 2 (μ_1 + μ_2)(B(ξ, r)).

Radi polnoty privedem dokazatel~stvo. Pust~ K – mnoßestvo teh toqek ξ, dlØ kotoryh utverßdenie neverno. DlØ kaßdoæ toqki

ξ ∈ K moßno naæti xar B = B(ξ, r) skol~ ugodno malogo radiusa

i takoæ, qto C^′μ_2(B) > μ_1(B), gde C^′ zavisit lix~ ot C i c. Vyberem kompaktnye podmnoßestva K_1 i K_2 nepereseka¸wihsØ nositeleæ mer μ_1 i μ_2 takie, qto (μ_1 + μ_2)(S^{2n−1} \ (K_1 ∪ K_2)) < ε.

Pust~ ν = μ_2 | |_{S\K2} , togda ‖ν‖ < ε. DlØ kaßdoæ toqki mnoße-

stva K ∩ K_1 vyberem xar B s centrom v fftoæ toqke i ne pereseka¸wiæ K_2, dlØ kotorogo C^′μ(B) > μ_1(B). Po lemme Bezikoviqa o pokrytiØh, nekotoroe semeæstvo {B_α} takih xarov pokryvaet mnoßestvo K ∩ K_1 s kratnost~¸ ne vyxe C(n). Sledovatel~no,

μ_1(K ∩ K_1) 6 μ_1(∪B_α) 6 C^′Σμ_2(B_α) = C^′Σν(B_α)

6 C^′C(n)ν(∪Bα) 6 C^′C(n)ε.

ASIMPTOTIQESKIE SVO`STVA FUNKCI` 315

Znaqit, μ_1(K) 6 μ_1(K ∩ K_1) + μ_1(K \ K_1) 6 C^{′′}ε. �

Tak kak Ødro Puassona poloßitel~no, to levoe neravenstvo v (4) dostatoqno proverit~ dlØ vewestvennyh mer μ. Imeem: P [μ](rξ)

>^∑

j:2j�^1 (1−r)64(1−r)^1/^2n ∫ Yj 1 − r^2 |ω − rξ|^{2n} (dμ_+(ω) − dμ_−(ω)) − C(n)‖μ‖. Tak kak pri ω ∈ Y_j spravedlivy neravenstva

a(n)2^{−2jn}(1 − r)^{1−2n} 6

1 − r^2 |ω − rξ|^{2n} 6 A(n)2^{−2jn}(1 − r)^{1−2n}, to, prodolßaØ ocenku i primenØØ preobrazovanie AbelØ, naædem P [μ](rξ) > ∑ 2j�1_{(1−r)}6_{4(1−r)}1/2n

[a(n)2^{−2jn}(1 − r)^{1−2n}μ_+(Y_j ) − A(n)2^{−2jn}(1 − r)^{1−2n}μ_−(Y_j)] − C(n)‖μ‖ > (1 − r)^{1−2n} ∑ ... [a^′(n)2^{−2jn}μ_+( ⋃ l6j^{Yj ) − A(n)2} −2jnμ −(Y_j )] − C(n)‖μ‖. Po lemme 4, pri μ_+-poqti kaßdom ξ vyraßenie v kvadratnyh skobkah bol~xe ili ravno qisla c|μ|(Y_j) > 0, esli tol~ko r dostatoqno blizko k edinice. OstavlØØ v summe lix~ qlen s j = 0, poluqaem P [μ](rξ) > c(1 − r)^{1−2n}|μ|(Y_0) − C(n)‖μ‖, otkuda sleduet, qto P^{2n−1−γ}[μ] > cD^e_γ (μ) p.v. otnositel~no μ_+. Analogiqno proverØetsØ, qto ffto neravenstvo vypolnØetsØ i p.v. otnositel~no μ_−.

Blagodarnosti. Avtor priznatelen A. B. Aleksandrovu, N. Ga-

rofalo, H. Karlssonu, B. Berndtssonu za poleznye obsußdeniØ i S. V. KislØkovu za pomow~ v podgotovke rukopisi.

Literatura

1. A. B. Aleksandrov, TeoriØ funkciæ v xare. — V kn.: Itogi nauki i tehniki. Sovremennye problemy matematiki. Fundamental~nye napravleniØ. VINITI, Moskva, t. 8 (1985), 115–190.

316 M. M. ROGINSKA˚

2. A. S. Besikovitch, A general form of the covering principle and relative differentation of additive functions. Proc. Cambridge Phil. Soc., 41 (1945), 103–110.

3. A. S. Besikovitch, A general form of the covering principle and relative differentation of additive functions. Proc. Cambridge Phil. Soc., 42 (1946), 1–10.

4. J.-P. Kahane, Désintegration des mesures selon la demension. C. R. Acad. Sci., Paris, Ser. I, 306 (1988), 107–110.

5. A. Korányi, H. M. Reimann, Foundations for the theory of quasiconformal mappings on the Heisenberg Group. Adv. Math., 111, No. 1 (1995), 1–88.

6. N. A. Watson, Applications of geometric measure theory to the study of Gauss–Weierstrass and Poisson integrals. Ann. Acad. Sci. Fennicæ, Ser. A. I. Math., 19 (1994), 115–132.

7. Ph. Jaming, M. Roginskaya, (in preparation).

Roginskaya M. M. Asymptotical properties of harmonic and M - harmonic functions near the boundary of the unit sphere.

On the boundary of the complex n-ball, there are two a natural notions of Hausdorff dimension, namely, those related to the Euclidean and the Koranyi metric. It is shown that “Riesz decompositions” relative to these two dimension scales are linked rigidly for the measures that are boundary values of pluriharmonic functions in the ball.

Postupilo 3 maØ 2000 g.

Department of Math. Chalmers University of Technology and Göteborg University SE-41296, Göteborg, Sweden maria@math.chalmers.se