Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 270, 2000 g.

V. A. Slouw

ASIMPTOTIKA DISKRETNOGO SPEKTRA PO BOL^XO` KONSTANTE SV˚ZI PRI SIL^NYH NEOTRICATEL^NYH VOZMUWENI˚H

1. Vvedenie

NastoØwee kratkoe soobwenie razvivaet tematiku rabot avtora [1, 2] i soderßit rezul~taty abstraktnogo haraktera. PrimeneniØm k differencial~nym operatoram posvØwena zametka [3].

1.1. Pust~ A – samosoprØßennyæ poluograniqennyæ snizu ope-

rator v gil~bertovom prostranstve H. Predpoloßim, qto spektr A imeet lakunu (α, β). Pust~ B(t) = A + tW^∗W , t > 0, – semeæstvo vozmuwennyh operatorov. Suwestvenno, qto operator W (A − iI)^{−1} ne predpolagaetsØ ograniqennym. Pri nekotoryh usloviØh (podrobnee sm. [1, 2]) spektr operatora B(t) v lakune (α, β) diskreten pri vsØkom t > 0. Pust~ N (λ, A, W, τ ), λ ∈ (α, β), τ > 0, – qislo sobstvennyh znaqeniæ, proxedxih qerez fiksirovannu¸ toqku λ lakuny pri uveliqenii t ot 0 do τ . Niße issleduetsØ asimptotika veliqiny N (λ, A, W, τ ) pri bol~xih τ . Krome togo, izuqaetsØ veliqina N (α, A, W, τ ) := lim_{λ→α+0} N (λ, A, W, τ ). Osnovnym rezul~tatom raboty ØvlØ¸tsØ teoremy 3.4 i 3.5. V teoreme 3.5 zadaqa ob asimptotike veliqiny N (λ, A, W, τ ) svoditsØ k zadaqe o spektral~noæ asimptotike nekotorogo kompaktnogo operatora, qto otkryvaet vozmoßnosti dlØ primeneniæ. V teoreme 3.4 poluqeny ocenki veliqiny N (α, A, W, τ ). Soobwenie ne soderßit dokazatel~stv, kotorye budut privedeny v drugom meste. V rabote ispol~zu¸tsØ rezul~taty stat~i [2]. Neobhodimye svedeniØ privedeny v razdele 2. Rezul~taty nastoØwego soobweniØ nahodØt primenenie (sm. [3]) pri izuqenii differencial~nyh operatorov, kogda vozmuwenie imeet bolee vysokiæ differencial~nyæ porØdok, qem ishodnyæ operator. Avtor vy- 317

318 V. A. SLOUW raßaet gluboku¸ blagodarnost~ M. X. Birmanu za postanovku zadaqi i pomow~ v rabote.

1.2. OboznaqeniØ. Vs¸du niße A – samosoprØßennyæ operator

v separabel~nom gil~bertovom prostranstve H. DlØ lineænogo plotno opredelennogo operatora M qerez DomM , M^∗, ρ(M ) i σ(M ) oboznaqa¸tsØ sootvetstvenno ego oblast~ opredeleniØ, soprØßennyæ operator, rezol~ventnoe mnoßestvo i spektr. DlØ samosoprØßennogo operatora T i borelevskogo mnoßestva δ ⊂ R qerez E_T (δ) oboznaqaetsØ spektral~nyæ proektor operatora T , a qerez π_T (δ) – razmernost~ podprostranstva E_T (δ)H. Qerez σ_e(T ) oboznaqaetsØ suwestvennyæ spektr operatora T . Esli operator T samosoprØßen i poluograniqen snizu, to ego toqnaØ nißnØØ gran~ inf σ(T ) oboznaqaetsØ m_T . Pust~ H_1 i H_2 – gil~bertovy prostranstva. Qerez B(H_1, H_2) oboznaqaetsØ prostranstvo lineænyh ograniqennyh operatorov, perevodØwih H_1 v H_2, a qerez S_∞(H_1, H_2) oboznaqim klass kompaktnyh operatorov iz H_1 v H_2 (v sluqae H_1 = H_2 = H vmesto B(H_1, H_2) budem pisat~ B(H), i analogiqno dlØ S_∞). Pust~ T ∈ S_∞(H_1, H_2) i s_k(T ) – singulØrnye qisla operatora T . Poloßim n(s, T ) := #{k ∈ N : s_k(T ) ¿ s}, s > 0. Qerez Σ_p(H_1, H_2), p > 0, (podrobnee sm. [5]) oboznaqaetsØ klass kompaktnyh operatorov, vydelennyæ usloviem |T|^p := sup_{s>0} s^pn(s, T ) < ∞, p > 0. Funkcional | · |_p obladaet svoæstvami kvazinormy na Σ_p. Prostranstvo Σ_p polno otnositel~no | · |_p i neseparabel~no. Usloviem n(s, T ) = o(s^{−p}), s → 0, v Σ_p(H_1, H_2) vydelØetsØ separabel~noe podprostranstvo Σ^0_p(H_1, H_2). Funkcionaly

Δ_p(T ) := lim sup_{s→+0} s^pn(s, T ), δ_p(T ) := lim inf_{s→+0} s^pn(s, T ), T ∈ Σ_p,

nepreryvny v klasse Σ_p, p > 0.

ASIMPTOTIKA DISKRETNOGO SPEKTRA 319

2. Predvaritel~nye svedeniØ

2.1. V fftom punkte my opixem nevozmuwennyæ operator A i se-

meæstvo vozmuwennyh operatorov B(t), t > 0. Budut sformulirovany usloviØ diskretnosti spektra operatora B(t) v spektral~- noæ lakune operatora A. Vs¸du v dal~neæxem operator A poloßitel~no opredelen (m_A > 0), spektr σ(A) soderßit vnutrenn¸¸ lakunu (α, β); vozmuwenie neotricatel~no. Bolee toqno, pust~ a – polutoralineænaØ forma, sootvetstvu¸waØ operatoru A; d[a] = DomA^{1/2} – ee oblast~ opredeleniØ, a[u, v] = (A^{1/2}u, A^{1/2}v), u, v ∈ d[a]. Pust~ W_0 – plotno opredelennyæ zamykaemyæ lineænyæ operator, DomW_0 =: D_0 ⊂ d[a]. Oboznaqim qerez W zamykanie W_0. Vvedem formu b_0(t)[u, v] = a[u, v] + t(W_0u, W_0v), u, v ∈ D_0, t > 0. Forma b_0(t) dopuskaet zamykanie b(t). Legko ponØt~, qto d[b(t)] ne zavisit ot t > 0, b d := d[b(t)] ⊂ d[a] ∩ DomW, b(t)[u, v] = a[u, v] + t(W u, W v), u, v ∈ bd, t > 0. Qerez B(t) oboznaqim samosoprØßennyæ v H operator, poroßdennyæ formoæ b(t). Niße predpolagaetsØ, qto vypolneny uslo- viØ E_A[m_A, α]H ⊂ bd, m_A < α, (2.1) W E_A[m_A, α] ∈ S_∞(H). (2.2)

Teorema 2.1. Pri usloviØh (2.1), (2.2) spektr operatora B(t), t >

0, v lakune (α, β) diskreten i ne nakaplivaetsØ k pravomu kra¸, t. e. σ_e(B(t)) ∩ (α, β) = ∅, i pri nekotorom ε = ε(t) > 0 vypolneno (β − ε, β) ⊂ ρ(B(t)). 2.2. Vspomogatel~naØ operator-funkciØ Γ(λ, t). Predpolo-

ßim, qto vypolneny usloviØ (2.1) i (2.2). Oboznaqim dlØ kratkosti E_1 = E_A[m_A, α], E_2 = E_A[β, +∞), H_k = E_kH, I_k = I |_{Hk} , k = 1, 2. Korrektno opredeleny sledu¸wie operatory

A_1 = A |_{H1} , Q_1 = (W E_1)^∗(W E_1) |_{H1} .

Oboznaqim qerez b_2(t), t > 0, sußenie formy b(t) na d[b_2] := bd∩H_2. Netrudno proverit~, qto forma b_2(t) poloßitel~no opredelena,

320 V. A. SLOUW plotno zadana i zamknuta v H_2. Qerez B_2(t) oboznaqim sootvetstvu¸wiæ forme b_2(t) samosoprØßennyæ operator v H_2. ˚sno, qto m_{B2(t)} ¿ β, a potomu (−∞, β) ⊂ ρ(B_2(t)). Korrektno opredelena neotricatel~naØ operator-funkciØ

F (t, λ) := t^2(W E_1)^∗(W (B_2(t) − λI_2)^{−1/2}E_2)× × (W (B_2(t) − λI_2)^{−1/2}E_2)^∗(W E_1), t > 0, λ < β, (2.3)

priqem F (t, λ) ∈ S_∞(H). Dalee, F (t, λ)H_2 = {0}, a potomu RanF (t, λ) ⊂ H_1. Poloßim

F_1(t, λ) := F (t, λ) |_{H1} , Γ(λ, t) := A_1 + tQ_1 − F_1(t, λ). (2.4)

Teorema 2.2. Pust~ vypolneny usloviØ (2.1), (2.2) i λ ∈ (α, β).

Togda pri l¸bom τ > 0 #{t ∈ (0, τ ] : λ ∈ σ(B(t))} < +∞, N (λ, A, W, τ ) = π_{Γ(λ,τ)}[λ, +∞), (2.5) gde N (λ, A, W, τ ) := X t∈(0,τ] dimKer(B(t) − λI)

– qislo sobstvennyh znaqeniæ operatora B(t), proxedxih qerez toqku λ pri uveliqenii t ot 0 do τ .

Zameqanie. V usloviØh teoremy 2.2 vse sobstvennye znaqeniØ

operatora B(t) pri uveliqenii t dviga¸tsØ qerez toqku λ sleva napravo. Bolee toqno, esli λ ∈ σ(B(t_0)), to dlØ vsØkogo dostatoqno malogo ε > 0, naædetsØ δ > 0 takoe, qto π_{B(t)}[λ − ε, λ + ε]= π_{B(t)}[λ, λ + ε]=dimKer(B(t_0) − λI), t ∈ [t_0, t_0 + δ], π_{B(t)}[λ − ε, λ + ε]= π_{B(t)}[λ − ε, λ]=dimKer(B(t_0) − λI), t ∈ [t_0 − δ, t_0].

3. Osnovnye rezul~taty

3.1. Ocenki spektra. Obsudim svoæstva spektra operatora

B(t), t > 0, v lakune (α, β), vyteka¸wie iz teoremy 2.2. Ravenstvo (2.5) vmeste s variacionnym principom srazu privodit k ocenke, dostatoqno udobnoæ dlØ primeneniæ.

ASIMPTOTIKA DISKRETNOGO SPEKTRA 321

Sledstvie 3.1. V usloviØh teoremy 2.2 spravedlivo neravenstvo N (λ, A, W, τ ) 6 π_{A1+τQ1} [λ, +∞), τ > 0. (3.1) Poskol~ku vse sobstvennye znaqeniØ operatora B(t) v (α, β) dviga¸tsØ s rostom t vpravo, iz (2.5) vytekaet

Sledstvie 3.2. Esli vypolneny usloviØ (2.1), (2.2) i α < α1 <

β_1 < β, to π_{B(t)}[α_1, β_1) = N (α_1, A, W, t) − N (β_1, A, W, t). (3.2) KombiniruØ (3.1) i (3.2), poluqaem

Sledstvie 3.3. Pust~ vypolneny usloviØ (2.1), (2.2). Togda π_{B(t)}(α, β) 6 π_{A1+tQ1} (α, +∞), t > 0. (3.3) V silu ravenstv (2.3)–(2.5), funkciØ N (·, A, W, t) ne vozrastaet na intervale (α, β). Sledovatel~no (sr. [4]), korrektno opredelena veliqina N (α, A, W, t) := lim_{λ→α+0} N (λ, A, W, t), t > 0. (3.4) Predel (3.4) moßet byt~ kak koneqnym, tak i beskoneqnym. Pri fftom, razumeetsØ, N (λ, A, W, t) 6 N (α, A, W, t), λ ∈ (α, β), t > 0. (3.5) Vvedem operator-funkci¸, deæstvu¸wu¸ v prostranstve H, χ(λ) = −W E_1(A_1 − λI_1)^{−1}(W E_1)^∗, λ > α. (3.6) Pri usloviØh (2.1) i (2.2) spravedliv princip Birmana– Xvingera, vyraßa¸wiæsØ v dannom sluqae ravenstvom π_{A1+tQ1} [λ, +∞) = π_{χ(λ)}[t^{−1}, +∞), λ > α, t > 0. (3.7) Neotricatel~naØ operator-funkciØ (3.6) ne vozrastaet na intervale (α, ∞). Predpoloßim, qto ona imeet kompaktnu¸ maßorantu:

χ(λ) 6 χ_0 ∈ S_∞(H), λ > α. (3.8) Ispol~zuØ (3.1), (3.3) i (3.7), moßno poluqit~ sledu¸wee utverßdenie.

322 V. A. SLOUW

Teorema 3.4. Pust~ vypolneny usloviØ (2.1), (2.2) i (3.8). Togda

(i) pri l¸bom t > 0 pravaØ qast~ v (3.3) koneqna, a sledovatel~no, spektr operatora B(t) v lakune (α, β) koneqen;

(ii) pri l¸bom t > 0 veliqina N (α, A, W, t) koneqna i spravedliva ocenka N (α, A, W, t) 6 π_{χ0} [t^{−1}, +∞), t > 0. (3.9) 3.2. Asimptotika. Zdes~ obsußda¸tsØ usloviØ, pri kotoryh

ocenka (3.1) prevrawaetsØ v asimptotiqeskoe (pri τ → ∞) ravenstvo. Oboznaqim dlØ kratkosti Δ_q(λ, A, W ) := lim sup_{t→+∞} t^{−q}N (λ, A, W, t), λ ∈ (α, β), q > 0; δ_q (λ, A, W ) := lim inf_{t→+∞} t^{−q}N (λ, A, W, t), λ ∈ (α, β), q > 0. (3.10)

RazumeetsØ, interesen sluqaæ, kogda pri nekotorom q > 0 takie predely koneqny. Soglasno (3.7), neravenstvo (3.1) perepisyvaetsØ v vide N (λ, A, W, τ ) 6 π_{χ(λ)}[τ^{−1}, +∞), τ > 0, λ ∈ (α, β). (3.11) Dalee, pust~ krome (2.1), vypolneny vkl¸qeniØ

W E_1H ⊂ DomW^∗, W^∗W E_1 ∈ Σ_q(H), q > 0, (3.12) E_A[β, γ](AW^∗W − W^∗W A)E_1 ∈ Σ^0_q , ∀γ > β. (3.13) Iz usloviØ (3.12) vytekaet, qto W E_1 ∈ Σ_{2q}(H), otkuda sleduet vkl¸qenie χ(λ) ∈ Σ_q(H). Neravenstvo (3.11) privodit k ocenkam Δ_q(λ, A, W ) 6 Δ_q(χ(λ)), δ_q(λ, A, W ) 6 δ_q (χ(λ)), λ ∈ (α, β). (3.14) Ukaßem usloviØ, pri kotoryh ocenki (3.14) prevrawa¸tsØ v ravenstva.

Teorema 3.5. Pust~ vypolneny usloviØ (2.1), (3.12), (3.13) i λ ∈

(α, β). Togda Δ_q(λ, A, W ) = Δ_q(χ(λ)), δ_q (λ, A, W ) = δ_q(χ(λ)). Esli spektr operatora χ(λ) imeet asimptotiku porØdka q (t. e.

δ_q (χ(λ)) = Δ_q(χ(λ)) < ∞), to veliqina N (λ, A, W, t) v usloviØh

ASIMPTOTIKA DISKRETNOGO SPEKTRA 323 teoremy 3.5 toße imeet asimptotiku, t. e. suwestvuet koneqnyæ predel lim_{t→∞} t^{−q}N (λ, A, W, t), λ ∈ (α, β). (3.15) Obsudim vozmoßnost~ rasprostraneniØ asimptotiki (3.15) na levyæ kraæ lakuny. DlØ fftogo rasprostranim oboznaqeniØ (3.10) na sluqaæ λ = α. Iz (3.5), (3.9) vytekaet

Predloßenie 3.6. Pust~ vypolneny usloviØ (2.1), (2.2) i (3.8).

Togda veliqina N (α, A, W, t) koneqna pri l¸bom t > 0, priqem Δ_q(λ, A, W ) 6 Δ_q(α, A, W ) 6 Δ_q(χ_0), ∀λ ∈ (α, β), δ_q (λ, A, W ) 6 δ_q (α, A, W ) 6 δ_q(χ_0), ∀λ ∈ (α, β). Iz teoremy 3.5 i predloßeniØ 3.6 vytekaet

Sledstvie 3.7. Pust~ vypolneny usloviØ (2.1), (3.8), (3.12) i

(3.13). Togda veliqina N (α, A, W, t) koneqna pri l¸bom t > 0, i verny neravenstva

Δ_q(χ(λ)) 6 Δ_q(α, A, W ) 6 Δ_q(χ_0), ∀λ ∈ (α, β), δ_q (χ(λ)) 6 δ_q (α, A, W ) 6 δ_q (χ_0), ∀λ ∈ (α, β). (3.16)

Esli dopolnitel~no imeet mesto Σ_q-shodimost~ χ(λ) → χ_0, λ → α, to iz (3.16) vyteka¸t ravenstva

Δ_q(α, A, W ) = Δ_q(χ_0), δ_q (α, A, W ) = δ_q (χ_0).

Literatura

1. V. A. Slouw, Diskretnyæ spektr v lakunah spektra samosoprØßennogo operatora pri neograniqennyh vozmuweniØh. Zap. nauq. semin. PO- MI, 247 (1997), 237–241.

2. V. A. Slouw, Diskretnyæ spektr, voznika¸wiæ v spektral~nyh lakunah pri sil~nyh znakoopredelennyh vozmuweniØh. Trudy Sankt-Peterburgs-kogo matematiqeskogo obwestva, 6 (1998), 213–241.

3. V. A. Slouw, Diskretnyæ spektr differencial~nyh operatorov v spektral~nyh lakunah pri neotricatel~nyh vozmuweniØh vysokogo porØdka. NastoØwiæ tom.

4. M. Sh. Birman, The discrete spectrum in gaps of the perturbed periodic Schrödinger operator. I. Regular perturbations. Adv. Partial Differential Equations, 2, Akademie Verlag, Berlin, 1995, pp.334–352.

324 V. A. SLOUW

5. M. Sh. Birman, M. Z. Solomyak, Spectral theory of selfadjoint operators in Hilbert space. Mathematics and its Applications (Soviet Series). D. Reidel Publishing Co., Dordrecht, 1987.

Slousch V. A. The discrete spectrum asymptotics with large coupling constant in the case of strong nonnegative perturbations.

Let A be a selfadjoint operator, (α, β) the inner gap in the spectrum of the operator A; let B(t) = A + tW^∗W , where the operator W (A − iI)^{−1} is not necessarily bounded. Conditions are obtained that guarantee that the spectrum of B(t) in (α, β) be discrete. Let N (λ, A, W, τ ), λ ∈ (α, β), τ > 0 be the number of eigenvalues of the operator B(t) having passed the point λ ∈ (α, β) as t increases from 0 to τ . The asymptotics N (λ, A, W, τ ), τ → +∞, is obtained in terms of the spectral asymptotics of a certain selfadjoint compact operator.

Postupilo 30 i¸lØ 2000 g. Sankt-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet

vova@VS3648.spb.edu