Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 270, 2000 g.

V. A. Slouw

DISKRETNY` SPEKTR DIFFERENCIAL^NYH OPERATOROV V SPEKTRAL^NYH LAKUNAH PRI NEOTRICATEL^NYH VOZMUWENI˚H VYSOKOGO POR˚DKA

1. Vvedenie

RassmatrivaetsØ diskretnyæ spektr, voznika¸wiæ v lakunah spektra poluograniqennogo snizu differencial~nogo operatora (DO) pri vozmuwenii operatorom bolee vysokogo porØdka. Takie vozmuweniØ ne podqineny ishodnomu DO. OkazyvaetsØ, odnako, qto otsutstvie podqinennosti v opredelennoæ mere moßet byt~ kompensirovano neotricatel~nost~¸ vozmuweniØ. V osnove nastoØwego soobweniØ leßat rezul~taty abstraktnogo haraktera iz rabot avtora [1–3].

1.1. V gil~bertovom prostranstve H = L2(R^d) rassmatrivaetsØ

samosoprØßennyæ fflliptiqeskiæ DO vtorogo porØdka A. PredpolagaetsØ, qto spektr A poluograniqen snizu i imeet vnutrenn¸¸ lakunu (α, β). Vozmuwenie zadaetsØ vyraßeniem vida W^∗W , gde W – DO. Vozmuwennyæ operator B(t) = A + tW^∗W , t > 0, soderßit “konstantu svØzi” t. Toqnoe opredelenie B(t) daetsØ qerez kvadratiqnu¸ formu. DlØ λ ∈ (α, β) qerez N (λ, A, W, τ ) oboznaqaetsØ qislo sobstvennyh znaqeniæ operatora B(t), proxedxih qerez toqku λ pri uveliqenii t ot 0 do τ . Krome togo, izuqaetsØ veliqina N (α, A, W, τ ) = lim_{λ→α+0} N (λ, A, W, τ ). (1.1) Osnovnye rezul~taty raboty soderßatsØ v dvuh gruppah teorem: 2.1, 2.2, 2.4 i 3.1, 3.2. DlØ pervoæ gruppy predpolagaetsØ, qto W^∗W = (−Δ)^mφ(x)(−Δ)^m, φ(x) ¿ 0, m ∈ N. (1.2)

Pri m ¿ 1 porØdok DO (1.2), oqevidno, vyxe vtorogo. Teorema 2.1 daet usloviØ diskretnosti spektra B(t) v lakune (α, β) 325

326 V. A. SLOUW pri vseh t > 0. V teoreme 2.2 privedeny ocenki veliqiny N (λ, A, W, τ ). V teoreme 2.4 dlØ periodiqeskogo operatora A poluqeny usloviØ koneqnosti spektra B(t) v lakune (α, β) i ocenki sverhu veliqiny (1.1). V teoremah 3.1, 3.2 vmesto (1.2) rassmatrivaetsØ neskol~ko inoe vozmuwenie W^∗W , luqxe soglasovannoe s (periodiqeskim) operatorom A. Pomimo analogov teorem pervoæ gruppy zdes~ udaetsØ poluqit~ asimptotiku pri τ → ∞ veliqiny N (λ, A, W, τ ) pri α 6 λ < β.

Kak uße upominalos~, niße ispol~zu¸tsØ abstraktnye utverßdeniØ rabot [1–3]. Pri poluqenii usloviØ koneqnosti spektra operatora B(t) v lakune (α, β) ispol~zovan podhod, razvityæ v [4], hotØ sluqaæ vozmuweniØ vysokogo porØdka tehniqeski bolee sloßen. Vyvod teoremy 3.1 osnovan na rezul~tatah stateæ [3] i [5].

NastoØwee soobwenie ne soderßit dokazatel~stv. Oni budut privedeny v drugom meste. Avtor blagodarit professora M. X. Birmana, pod rukovodstvom kotorogo vypolnena ffta rabota.

1.2. OboznaqeniØ. DlØ samosoprØßennogo operatora T i bore-

levskogo mnoßestva δ ⊂ R qerez E_T (δ) oboznaqaetsØ spektral~- nyæ proektor operatora T , a qerez π_T (δ) – razmernost~ podprostranstva E_T (δ)H. Spektr operatora T oboznaqaetsØ qerez σ(T ); suwestvennyæ spektr – σ_e(T ). Esli operator T samosoprØßen i poluograniqen snizu, to ego toqnaØ nißnØØ gran~ oboznaqaetsØ m_T .

Niße H^1 – klass Soboleva. SkalØrnoe proizvedenie v C^d oboznaqeno < ·, · >.

Pust~ (X, ϱ) – separabel~noe prostranstvo s σ-koneqnoæ meroæ ϱ. NarØdu s obyqnymi klassami L_p(X, ϱ) nam potrebu¸tsØ “slabye” klassy L_{p,∞}. Imenno, dlØ izmerimoæ funkcii f : X → C rassmotrim funkci¸ raspredeleniØ μ_f (t) = ϱ{x ∈ X : |f(x)| > t}, t > 0. Klass funkciæ L_{p,∞}(X, ϱ), p > 0, vydelØetsØ usloviem koneqnosti kvazinormy |f|_p := sup_{t>0}(tμ^{1/p}_f (t)) < +∞. V L_{p,∞}(X, ϱ) vydelØetsØ separabel~noe podprostranstvo L^0_{p,∞}(X, ϱ) := {f ∈ L_{p,∞}(X, ϱ) : μ_f (t) = o(t^{−p}), t → 0, t → ∞}.

DISKRETNY` SPEKTR 327 Otmetim nepreryvnoe vloßenie L_p(X, ϱ) ⊂ L^0_{p,∞}(X, ϱ). Esli (X, ϱ) – sqetnoe mnoßestvo so sqita¸weæ meroæ (ϱ(e) = #e, e ⊂ X), to klass L_{p,∞}(X, ϱ) oboznaqa¸t qerez l_{p,∞}(X). Naprimer, mnoßestvo l_{p,∞}(Z^d) sostoit iz posledovatel~nosteæ v = {v_n}, n ∈ Z^d, dlØ kotoryh |v|_p := sup_{t>0}(tμ^{1/p}_v (t)) < +∞, gde μ_v(t) = #{n ∈ Z^d : |v_n| > t}, t > 0. Klass l^0_{p,∞}(Z^d) vydelØetsØ usloviem μ_v(t) = o(t^{−p}), t → 0. Dalee, pust~ Q^d := [0, 1)^d – ediniqnyæ kub v R^d. Poloßim

Q^d_n := Q^d + n, n ∈ Z^d. S kaßdoæ funkcieæ f ∈ L2,loc(R^d) svØßem

qislovu¸ posledovatel~nost~

v(f) = {v_n(f)}, n ∈ Z^d, gde v_n = ∫ Qdn^{|f(x)|2dx} 1/2 . Oboznaqim qerez G_{p,∞}(R^d), p > 0, klass funkciæ, vydelennyh usloviem v(f) ∈ l_{p,∞}(Z^d). Budet ispol~zovat~sØ oboznaqenie |||f|||_p := |v(f)|_p. Klass G^0_{p,∞}(R^d) vydelØetsØ usloviem v(f) ∈ l^0_{p,∞}(Z^d).

2. Sluqaæ vozmuweniØ (1.2) 2.1. Differencial~nye operatory. Niße H = L2(R^d) – osnov-

noe gil~bertovo prostranstvo. Pust~ g(x), p(x) – izmerimy; g(x) – vewestvennaØ simmetriqnaØ (d × d)-matrica-funkciØ; p – vewestvennaØ funkciØ. Pust~ vypolneny usloviØ

c_0|ξ|^2 6< g(x)ξ, ξ >6 C_0|ξ|^2, ξ ∈ C^d , C_0, c_0 > 0, (2.1)

sup_{x∈}R d ∫ |x−y|61 |p(y)|^σ dy < +∞, gde { σ = 1, d = 1, σ > d/2, d ¿ 2. (2.2)

V dal~neæxem na funkcii g(x) i p(x) budut naloßeny dopolnitel~nye ograniqeniØ.

Vvedem polutoralineænu¸ formu a[u, v] = ∫ Rd^{(< g(x)∇u, ∇v > +p(x)uv̄)dx, u, v ∈ H1(Rd).}

328 V. A. SLOUW Esli vypolneny usloviØ (2.1) i (2.2), to forma a plotno opredelena, poluograniqena snizu i zamknuta v H. Dalee, A – samosoprØßennyæ operator v H, poroßdennyæ formoæ a. Operatoru A sootvetstvuet formal~noe differencial~noe vyraßenie A = − div g(x) grad + p(x). DobavlØØ, esli nußno, k p(x) postoØnnu¸, budem v dal~neæxem sqitat~, qto m_A > 0.

Pust~ teper~ funkciØ φ udovletvorØet sledu¸wemu uslovi¸.

Uslovie 1. FunkciØ φ ograniqena i neotricatel~na. Krome to-

go, naædetsØ takoe semeæstvo izmerimyh mnoßestv {Ω_n}_{n∈}N⊂ R^d, qto φ |_Ωn¿ ε_n > 0 , mes(Ω_n \ intΩ_n) = 0 , n ∈ N,

R^d = {x ∈ R^d : φ(x) = 0} ∪^{∞⋃}_{n=1} Ωn.

Privedem primery funkciæ φ, udovletvorØ¸wih uslovi¸ 1.

1) Esli φ ∈ L_∞(R^d) ∩ C(R^d), φ ¿ 0, to funkciØ φ udovletvorØet uslovi¸ 1.

2) Pust~ φ ∈ L_∞(R^d), i dlØ kaßdogo xara K ⊂ R^d naædetsØ takoe qislo ζ_K > 0, qto φ |_K¿ ζ_K . Togda funkciØ φ udovletvorØet uslovi¸ 1.

3) Pust~ φ udovletvorØet uslovi¸ 1. Pust~ Ω – izmerimoe mnoßestvo v R^d takoe, qto mes(Ω \ intΩ) = 0, i χ_Ω – harakteristiqeskaØ funkciØ mnoßestva Ω. Togda funkciØ φχ_Ω takße udovletvorØet uslovi¸ 1.

Zadadim operator W_0 formuloæ

W_0u = √ φ (−Δ)^mu, u ∈ C^∞_0 (R^d), m ∈ N. (2.3)

Esli vypolneno uslovie 1, to operator W_0 dopuskaet zamykanie, kotoroe my budem oboznaqat~ qerez W . Dalee, vvedem formu

b_0(t)[u, v] = a[u, v] + t(W_0u, W_0v), u, v ∈ C^∞_0 (R^d), t > 0.

Forma b_0(t), t > 0, dopuskaet zamykanie (kotoroe my oboznaqim qerez b(t)) odnovremenno s operatorom W_0. Vozmuwennyæ operator B(t), t > 0, opredelØetsØ kak samosoprØßennyæ operator v H, sootvetstvu¸wiæ forme b(t), t > 0. Formal~no on moßet byt~ zapisan v vide

B(t) = − div g(x) grad + p(x) + t(−Δ)^mφ(x)(−Δ)^m, t > 0.

DISKRETNY` SPEKTR 329

2.2. Sohranenie suwestvennogo spektra. Predpoloßim, qto

funkcii g(x) i p(x) dopolnitel~no udovletvorØ¸t sledu¸wim usloviØm.

Uslovie 2. Matrica-funkciØ g(x) ravnomerno nepreryvna v R^d. Uslovie 3. NaædetsØ posledovatel~nost~ vewestvennyh funkciæ

{p_n}^∞_{n=1}, takih qto

∂^αp_n ∈ L_∞(R^d), 0 6 |α| 6 2m, n ∈ N;

sup_{x∈}R d ∫ |x−y|61 |p_n(y) − p(y)|^σ dy −→_{n→∞} 0, { σ = 1, d = 1, σ > d/2, d ¿ 2. Zameqanie. Esli g(x) – periodiqeskaØ (d × d)-matrica-funkciØ

s rexetkoæ periodov Γ, to uslovie 2 ravnosil~no uslovi¸ g ∈

C(R^d). Esli p – periodiqeskiæ potencial s rexetkoæ periodov

Γ, to uslovie 3 ravnosil~no uslovi¸

p ∈ L_1(F_Γ), pri d = 1; p ∈ L_σ(F_Γ), σ > d/2, pri d ¿ 2, gde F_Γ – Øqeæka rexetki Γ.

Teorema 2.1. Pust~ vypolneny usloviØ 1 – 3, a takße (2.1).

Pust~, krome togo, φ(x) → 0, |x| → ∞ po mere Lebega. Togda σ_e(A) = σ_e(B(t)), t > 0. Pri fftom, esli (α, β) – lakuna v σ(A), to diskretnyæ spektr operatora B(t), t > 0, v (α, β) ne nakaplivaetsØ k toqke β.

Zameqanie. Vse teoremy nastoØwego paragrafa verny i pri

m = 0. Odnako fftot sluqaæ podrobno izuqalsØ pri gorazdo menee ßestkih usloviØh (sm., naprimer, [4, 5]).

2.3. Ocenki qisla N (λ, A, W, τ ), τ > 0, λ ∈ (α, β). Pust~ vypol-

neno odno iz vkl¸qeniæ φ ∈ L_{q,∞}(R^d), q > 1; (2.4a)

φ ∈ G_{q,∞}(R^d), q ∈ (0, 1]. (2.4b) Zamenim usloviØ 2 i 3 bolee ßestkimi. Imenno, naloßim na funkcii g(x) i p(x) usloviØ

∂–_{g(x) ∈ L∞(R}d_{), |–| 6 N1; (2.5)}

330 V. A. SLOUW

∂–_{p(x) ∈ L∞(R}d_{), |–| 6 N2, (2.6)}

gde qisla N_1, N_2 dostatoqno veliki (oni zavisØt ot m, d, a takße q iz (2.4)). Kak i vyxe, (α, β) – lakuna v σ(A).

Teorema 2.2. Pust~ funkciØ φ udovletvorØet uslovi¸ 1, i vypol-

neno odno iz usloviæ (2.4a) ili (2.4b). Pust~ vypolneny usloviØ (2.1), (2.5) i (2.6). Togda #{t ∈ (0, τ ] : λ ∈ σ(B(t))} < +∞, λ ∈ (α, β), τ > 0, i dlØ veliqiny N (λ, A, W, τ ) verny sledu¸wie ocenki A) Esli vypolneno (2.4a), to N (λ, A, W, τ ) 6 C_1|φ|^qτ^q , τ > 0, λ ∈ (α, β). Esli pri fftom μ_φ(t) = o(t^{−q} ), t → 0, to N (λ, A, W, τ ) = o(τ^q), τ → +∞, λ ∈ (α, β). B) Pust~ vypolneno (2.4b). Togda N (λ, A, W, τ ) 6 C_2|||||||||φ|||||||||^qτ^q , τ > 0, λ ∈ (α, β). Esli φ ∈ G^0_{q,∞}(R^d), to N (λ, A, W, τ ) = o(τ^q), τ → +∞, λ ∈ (α, β).

Poskol~ku iz neravenstva

0 6 φ(x) 6 C(1 + |x|^2)^{−γ/2}, γ > 0, (2.7)

vytekaet (2.4) pri q = d/γ, poluqaem

Sledstvie 2.3. Esli funkciØ φ udovletvorØet uslovi¸ 1 i vy-

polneny (2.1), (2.5)–(2.7), to verna ocenka N (λ, A, W, τ ) 6 C_0τ^{d/γ} , τ > 0.

DISKRETNY` SPEKTR 331

2.4. Spektral~noe razloßenie operatora A s periodiqeskimi kofffficientami. Vs¸du niße operator A predpolagaetsØ

periodiqeskim. Ne umen~xaØ obwnosti, budem sqitat~, qto rexetka periodov Γ est~ Z^d:

g(x + n) = g(x), p(x + n) = p(x), x ∈ R^d, n ∈ Z^d. (2.8)

Dalee, krome ocenki (2.1) pust~ vypolneno uslovie p ∈ L_∞(R^d). Napomnim opisanie spektral~nogo razloßeniØ operatora A. Pust~ Q^d – Øqeæka rexœtki Z^d, T^d – Øqeæka dvoæstvennoæ rexœtki (2πZ)^d. V L_2(Q^d) rassmatrivaetsØ semeæstvo samosoprØßœnnyh operatorov A(k), k ∈ T^d, poroßdœnnyh formami a_k[u, u] := ∫ Qd^{(< g∇u, ∇u > +p(x)|u|2)dx, u ∈ d[ak],} gde oblast~ opredeleniØ d[a_k] sostoit iz teh funkciæ u ∈ H^1(Q^d), dlØ kotoryh proizvedenie e^{−ikx}u(x) periodiqeski prodolßimo do funkciæ klassa H^1_{loc}(R^d). Operatory A(k) ime¸t diskretnyæ spektr. Pust~ E_s(k) – posledovatel~nye sobstvennye znaqeniØ A(k); ψ_s(x, k) – sootvetstvu¸wie ortonormirovannye sobstvennye funkcii, s ∈ N. Funkcii E_s(k) obyqno nazyva¸t zonnymi funkciØmi, a ψ_s(x, k) – blohovskimi rexeniØmi. Spektr σ(A) est~ ob¨edinenie otrezkov (zon), kotorye ØvlØ¸tsØ obrazami otobraßeniæ T^d ∋ k → E_s(k) ∈ R, s ∈ N. Zony mogut perekryvat~sØ. Dalee pust~ Φ_s – operator, opredelØemyæ ravenstvom

(Φ_su)(k) = (2π)^{−d/2} ∫ Rd^{ψs(x, k)u(x)dx, s ∈ N.} Otobraßenie Φ_s : L_2(R^d) → L_2(T^d) – qastiqno izometriqeskoe otobraßenie “na”. Operatory P_s := Φ^∗_sΦ_s, s ∈ N, ØvlØ¸tsØ ortoproektorami v L_2(R^d); oni poparno ortogonal~ny i ∑ s∈N^Ps^{= I.}

Nakonec, A = ∑ s∈N^{Φ∗}s^Es^Φs^{. Operatory P}s^{perestanovoqny s A.}

Spektr operatora A moßet soderßat~ lakuny. Pust~ m_A < α < β, i dlØ nekotorogo nomera l ¿ 2

α = max_k E_{l−1}(k), k ∈ T^d, (2.9)

β = min_k E_l(k), k ∈ T^d. (2.10)

332 V. A. SLOUW V fftom sluqae (α, β) – lakuna v σ(A), i E_A[m_A, α] = ∑_{l−1} s=1 P_s.

Nam potrebuetsØ opredelenie regulØrnosti levogo kraØ lakuny ( sm., naprimer, [4]).

Budem govorit~, qto levyæ kraæ lakuny (α, β) regulØren, esli max_k E_{l−2}(k) < α, k ∈ T^d, i ravenstvo (2.9) dostigaetsØ v koneqnom qisle toqek k_j ∈ T^d, j = 1, ..., M , kaßdaØ iz kotoryh est~ nevyroßdennaØ toqka maksimuma dlØ E_{l−1}, t.e. α − E_{l−1}(k) = q_j(k − k_j) + O(|k − k_j|^3), k → k_j, j = 1, ..., M, gde q_j – poloßitel~no opredelennaØ kvadratiqnaØ forma.

2.5. Koneqnost~ spektra operatora B(t) v lakune (α, β) i ocenka veliqiny N (α, A, W, t), t > 0, v periodiqeskom sluqae. Zdes~ predpolagaetsØ, qto vypolneny usloviØ (2.1), (2.5),

(2.6), (2.8), i dlØ nekotorogo l ¿ 2 vypolneny (2.9), (2.10). FunkciØ N (·, A, W, t) ne vozrastaet na intervale (α, β). Sledovatel~no, sootnoxeniem (1.1) korrektno opredelena veliqina N (α, A, W, t). Predel v (1.1) moßet byt~ kak koneqnym, tak i beskoneqnym. Privedem usloviØ koneqnosti spektra operatora B(t), t > 0, v lakune (α, β) i ocenku veliqiny (1.1). Pri fftom ograniqimsØ sluqaem d ¿ 3.

Teorema 2.4. Pust~ d ¿ 3, vypolneny usloviØ (2.1), (2.5), (2.6),

(2.8), i levyæ kraæ lakuny (α, β) regulØren. Pust~ φ udovletvorØet uslovi¸ 1 i vypolneno vkl¸qenie φ ∈ L_{d/2}(R^d). Togda pri l¸bom t > 0 spektr operatora B(t) v lakune (α, β) koneqen, i spravedliva ocenka N (α, A, W, t) = o(t^{d/2}), t → ∞. (2.11)

OtkaßemsØ teper~ ot trebovaniæ d ¿ 3 i regulØrnosti levogo kraØ lakuny. Predpoloßim, qto

φ ∈ L_{q,∞}(R^d), (α − E_s(·))^{−1} ∈ L_q (T^d), s = 1, ..., l − 1, q > 1. (2.12)

Teorema 2.5. Pust~ vypolneny usloviØ (2.1), (2.5), (2.6), (2.8),

(2.12), i funkciØ φ udovletvorØet uslovi¸ 1. Togda pri l¸bom t > 0 spektr operatora B(t) v lakune (α, β) koneqen, i spravedliva ocenka N (α, A, W, t) 6 C|φ|^q t^q.

DISKRETNY` SPEKTR 333

Esli levyæ kraæ lakuny regulØren, to (α − E_s(·))^{−1} ∈ L_p(T^d), s = 1, ..., l − 1, ∀p < d/2. Takim obrazom, iz teoremy 2.5 vytekaet

Sledstvie 2.6. Pust~ d ¿ 3, vypolneny usloviØ (2.1), (2.5),

(2.6), (2.8), i levyæ kraæ lakuny (α, β) regulØren. Pust~ φ udovletvorØet usloviØm 1 i (2.4a), 1 < q < d/2. Togda pri l¸bom t > 0 spektr operatora B(t) v lakune (α, β) koneqen, i verno neravenstvo N (α, A, W, t) 6 C|φ|^q t^q.

3. Sluqaæ “soglasovannogo” vozmuweniØ

Kak i preßde, A – periodiqeskiæ operator; narØdu s (2.8) sohraneny usloviØ (2.1), (2.5), (2.6). Odnako dlØ vozmuweniØ ne udaetsØ sohranit~ vyraßenie (1.2), i ono zamenØetsØ operatorom bolee special~nogo vida. Niße ispol~zuetsØ oboznaqenie < x >= (1 + |x|^2)^{1/2}.

Pust~ h i r – izmerimye (po Lebegu) funkcii; h(x) – vewestvennaØ simmetriqnaØ (d × d)-matrica; r(x) – vewestvennaØ funkciØ. Poloßim T (x) := h(x)− < x >^{−γ} g(x); S(x) := r(x)− < x >^{−γ} p(x), γ > 0, i podqinim h i r sledu¸wim usloviØm “soglasovannosti”: ∂–_{T (x) = o(< x >}−γ_{), ∂}–_{S(x) = o(< x >}−γ_{), |x| → ∞, |–| 6 N3,(3.1)} gde N_3 dostatoqno veliko.

Vmesto (2.3) opredelim teper~ operator W_0 ravenstvom

W_0u := (− div h(x) grad + r(x))^mu, u ∈ C^∞_0 (R^d), m ∈ N.

Operator W_0 simmetriqen; ego zamykanie oboznaqim qerez W . Kak v p. 2.1, qerez sootvetstvu¸wu¸ kvadratiqnu¸ formu opredelØetsØ semeæstvo vozmuwennyh operatorov B(t) = A + tW^∗W , t > 0. Dalee predpoloßim, qto spektr operatora A imeet

334 V. A. SLOUW vnutrenn¸¸ lakunu (α, β), udovletvorØ¸wu¸ usloviØm (2.9) i (2.10). Poloßim Δ_q(λ, A, W ) := lim sup_{t→+∞} t^{−q}N (λ, A, W, t), λ ∈ [α, β); δ_q (λ, A, W ) := lim inf_{t→+∞} t^{−q} N (λ, A, W, t), λ ∈ [α, β), q := d/(2mγ). Teorema 3.1. Pust~ vypolneny usloviØ (2.1), (2.5), (2.6), (2.8)

i (3.1). Togda spektr operatora B(t) v lakune (α, β) diskreten i ne nakaplivaetsØ k pravomu kra¸ pri l¸bom t > 0. Esli pri fftom q = d/(2mγ) > 1, to spravedliva asimptotika Δ_q(λ, A, W ) = δ_q (λ, A, W ) = = (2π)^{−d}d^{−1}ω_{d−1} l−1∑ j=1 ∫ Td^{Ed/γj (k)(λ − Ej (k))−qdk, λ ∈ (α, β), (3.2)} gde ω_{d−1} – plowad~ ediniqnoæ sfery v R^d.

Teorema 3.2. Pust~ vypolneny usloviØ teoremy 3.1, q > 1 i ver-

no vkl¸qenie (α − E_j(·))^{−1} ∈ L_q (T^d), j = 1, ..., l − 1. Togda asimptotika (3.2) imeet mesto i v toqke λ = α.

Sledstvie 3.3. Pust~ d ¿ 3, vypolneny usloviØ teoremy 3.1, le-

vyæ kraæ lakuny (α, β) regulØren, i q ∈ (1, d/2). Togda asimptotika (3.2) spravedliva i dlØ toqki λ = α.

Literatura

1. V. A. Slouw, Diskretnyæ spektr v lakunah spektra samosoprØßennogo operatora pri neograniqennyh vozmuweniØh. Zap. nauq. semin. POMI, 247 (1997), 237–241.

2. V. A. Slouw, Diskretnyæ spektr, voznika¸wiæ v spektral~nyh lakunah pri sil~nyh znakoopredelennyh vozmuweniØh. Trudy Sankt-Peterburgs-kogo matematiqeskogo obwestva, 6 (1998), 213–241.

3. V. A. Slouw, Asimptotika diskretnogo spektra po bol~xoæ konstante svØzi pri sil~nyh neotricatel~nyh vozmuweniØh. NastoØwiæ tom.

4. M. Sh. Birman, The discrete spectrum in gaps of the perturbed periodic Schrödinger operator. I. Regular perturbations. Adv. Partial Differential Equations, 2, Akademie Verlag, Berlin, 1995, pp.334–352.

DISKRETNY` SPEKTR 335

5. M. Sh. Birman, Discrete spectrum of the periodic Schrödinger operator for non-negative perturbations. Mathematical results in quantum mechanics (Blossin, 1993), 3–7 Operator theory Advances and Applications, Vol. 70 Birkhauser, Basel, 1994.

Slousch V. A. The discrete spectrum of differential operators in the spectral gaps in the case of nonnegative perturbations of higher order.

Let A be a selfadjoint, elliptic second order differential operator, let (α, β) be the inner gap in the spectrum of A; let B(t) = A+tW^∗W , where W is a differential operator of higher order. Conditions are obtained that guarantee that the spectrum of the operator B(t) in the gap (α, β) be discrete, or do not accumulate to the right edge of the spectral gap, or be finite. The quantity N (λ, A, W, τ ), λ ∈ (α, β), τ > 0 (the number of eigenvalues of the operator B(t) having passed the point λ ∈ (α, β) as t increases from 0 to τ ) is considered. Estimates for N (λ, A, W, τ ) are obtained. For the perturbation W^∗W of special from, the asymptotics of N (λ, A, W, τ ), τ → +∞, is given.

Postupilo 30 i¸lØ 2000 g. Sankt-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet

vova@VS3648.spb.edu