Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 270, 2000 g.

M. M. Faddeev, R. G. Xterenberg

O PODOBII NEKOTORYH SINGUL˚RNYH DIFFERENCIAL^NYH OPERATOROV SAMOSOPR˚ȷENNYM

GovorØt, qto operator L v nekotorom gil~bertovom prostranstve podoben operatoru A, esli suwestvuet ograniqennyæ, ograniqenno obratimyæ operator X takoæ, qto L = X^{−1}AX. V fftoæ stat~e izuqaetsØ vopros o podobii nekotoryh differencial~- nyh operatorov samosoprØßennym operatoram. V rabote [17] bylo pokazano, qto operatory vida f → −^{sign x}_{|x|}ff^{d2f(x)}_{dx2} v prostranstve funkciæ, kvadratiqno-summiruemyh na vewestvennoæ prØmoæ Rs vesom | x |^α, α > −1, podobny samosoprØßennym. Dokazatel~stvo bylo osnovano na metodah teorii gil~bertovyh prostranstv s indefinitnoæ metrikoæ, sm., naprimer, [5].

My rassmatrivaem zdes~ operatory, blizkie k ukazannym operatoram. V fftoæ stat~e budut poluqeny rezul~taty o podobii samosoprØßennym operatoram operatorov L vida

(Lf)(x) = −sign x d^2f(x) dx^2 + p(x)f(x). (1) V blißaæxem buduwem predpolagaetsØ takße opublikovat~ dokazatel~stvo togo, qto operatory vida (Lf)(x) = −^{sign x}_{|x|}ff_{p(x)}^{d2f(x)}_{dx2} v prostranstve s vesom |x|^α, α > −1, podobny samosoprØßennym, esli funkciØ p dostatoqno gladkaØ, strogo poloßitel~naØ, i funkciØ p − 1 ubyvaet dostatoqno bystro.

Interes k operatoram ukazannogo vida obuslovlen tem, qto izvestnye dostatoqnye usloviØ podobiØ v terminah harakteristiqeskoæ funkcii (sm. [14]; dlØ dissipativnyh operatorov obratimost~ harakteristiqeskoæ funkcii ØvlØetsØ neobhodimym i dostatoqnym usloviem dlØ podobiØ [15]) ne vypolneny dlØ fftih operatorov. Naxe dokazatel~stvo podobiØ budet opirat~sØ na sledu¸wiæ kriteriæ podobiØ [9, 4].

Rabota pervogo avtora vypolnena pri podderßke grantov RFFI 96-15- 96103, 97-01-01149. 336

O PODOBII OPERATOROV 337 Operator L podoben nekotoromu samosoprØßennomu operatoru togda i tol~ko togda, kogda ego spektr leßit na vewestvennoæ osi, i ime¸t mesto sootnoxeniØ:

sup_{ε>0} ε +∞∫ −∞ ‖ (L − z)^{−1}u ‖^2 dξ 6 C ‖ u ‖^2, z = ξ + iε, (2)

sup_{ε>0} ε +∞∫ −∞ ‖ (L^∗ − z)^{−1}u ‖^2 dξ 6 C ‖ u ‖^2, z = ξ + iε. (3)

Operatory vida (1) pri estestvennyh ograniqeniØh na potencial p blizki k samosoprØßennym. SußeniØ fftih operatorov na podprostranstvo funkciæ f takih, qto f(0) = f^′(0) = 0, ØvlØ¸tsØ simmetriqeskimi operatorami. Takim obrazom, vse ffffekty, svØzannye s nesamosoprØßennost~¸ operatora L vida (1), voznika¸t lix~ v toqke x = 0. Ocenki (2), (3) dlØ operatora L budut poluqat~sØ s ispol~zovaniem analogiqnyh ocenok dlØ vspomogatel~nyh samosoprØßennyh operatorov, otliqa¸wihsØ ot L lix~ otsutstviem mnoßitelØ sign x.

Nax osnovnoæ rezul~tat sostoit v sledu¸wem.

Teorema 1. Pust~ p – vewestvennyæ ograniqennyæ potencial s

koneqnym vtorym momentom: +∞∫ −∞ (1 + x^2) | p(x) | dx < ∞, (4)

L – operator, zadavaemyæ formuloæ (1), oblast~¸ opredeleniØ kotorogo ØvlØetsØ prostranstvo Soboleva W^2_2 (R). Togda dlØ podobiØ operatora L samosoprØßennomu operatoru neobhodimo i dostatoqno, qtoby operator L ne imel nevewestvennyh sobstvennyh znaqeniæ.

Avtory vyraßa¸t gluboku¸ blagodarnost~ S. N. Naboko za bol~xoe vnimanie k rabote i V. V. Kapustinu za poleznye zameqaniØ i pomow~ v podgotovke nastoØweæ stat~i.

1. Predvaritel~nye svedeniØ. Zdes~ budut vvedeny neobhodi-

mye oboznaqeniØ i privedeny izvestnye fakty iz teorii operatora Xredingera s bystro ubyva¸wim potencialom, bol~xu¸

338 M. M. FADDEEV, R. G. XTERENBERG qast~ kotoryh moßno naæti v knige Agranoviqa i Marqenko [1], a takße v rabotah Blawaka [2, 3].

Pust~ L – operator, zadavaemyæ formuloæ (1), priqem pro vewestvennyæ potencial p zdes~ budem predpolagat~, qto koneqen lix~ ego pervyæ moment: +∞∫ −∞ (1 + |x|)|p(x)|dx < ∞. (5) DlØ kompleksnogo qisla λ, Im λ ≠ 0, ϱ i ϱ̃ budut oboznaqat~ kvadratnye korni iz λ, opredelØemye usloviØmi Im ϱ > 0, Re ϱ̃ > 0. My budem rabotat~ s funkciØmi ot peremennoæ ϱ, Im ϱ > 0; v nih ϱ̃ budet sootvetstvenno oboznaqat~ ϱ, esli Re ϱ > 0, i −ϱ, esli Re ϱ < 0.

Xtrih vsegda budet ispol~zovat~sØ dlØ oboznaqeniØ proizvodnoæ po peremennoæ x.

Izvestno [1, 7], qto uravnenie −y^{′′} + py = λy pri Im λ ≠ 0 imeet na pravoæ poluosi R_+ rexenie ψ = ψ(x, ϱ), predstavimoe formuloæ ψ(x, ϱ) = e^{iϱx} + ∞∫ x K(x, t)e^{iϱt}dt. (6) ˚dro K imeet nepreryvnye proizvodnye po x i t i udovletvorØet neravenstvam | K(x, t) |6 1 2 e^{σ1(x)}σ ( x + t 2 ) , (7)

| K^′_x(x, t) |, | | | dK dt (x, t) | | | 6^1_4^|p^{( x + t}_2^{)|} +^1_2 e^{σ1(x)}σ^{( x + t}_2^)σ(x), (8) σ(x) = ∞∫ x | p(ξ) | dξ, σ_1 = ∞∫ x ξ | p(ξ) | dξ, 0 6 x 6 t < ∞. (9) Analogiqno, na levoæ poluosi R_− imeem φ(x, ϱ) = e^{ϱ̃x} + x∫ −∞ T (x, t)e^{ϱ̃t}dt, φ^{′′} + pφ = λφ; (10)

O PODOBII OPERATOROV 339 φ_∗(x, ϱ) = e^{−iϱx} + x∫ −∞ K(x, t)e^{−iϱt}dt, −φ^{′′} + pφ = λφ. (11) DlØ Øder K i T na levoæ poluosi ime¸t mesto ocenki, podobnye (7) i (8).

Iz (6)–(9) neposredstvenno vytekaet, qto funkciØ ψ ØvlØetsØ analitiqeskoæ po ϱ v oblasti {ϱ : Im ϱ > 0}, nepreryvnoæ vplot~ do granicy pri kaßdom x ¿ 0, i udovletvorØet asimptotikam pri | ϱ |→ ∞: ψ(x, ϱ) = e^{iϱx} [ 1 + O ( 1 ϱ )] , ψ^′(x, ϱ) = iϱe^{iϱx} [ 1 + O ( 1 ϱ )] (12)

ravnomerno po x ¿ 0, i ψ(x, ϱ) = e^{iϱx}[1 + o(1)], d dx ψ(x, ϱ) = e^{iϱx}[iϱ + o(1)], x → ∞ (13) ravnomerno pri Im ϱ ¿ 0.

Analogiqnye sootnoxeniØ spravedlivy i dlØ funkciæ φ, φ_∗: φ(x, ϱ̃) = e^{ϱ̃x} [ 1 + O ( 1 ϱ̃ )] , φ^′(x, ϱ̃) = ϱ̃e^{ϱ̃x} [ 1 + O ( 1 ϱ̃ )] pri |ϱ̃| → ∞; φ_∗(x, ϱ) = e^{−iϱx} [ 1 + O ( 1 ϱ )] , φ^′_∗(x, ϱ) = −iϱe^{−iϱx} [ 1 + O ( 1 ϱ )] pri |ϱ| → ∞.

(14)

Vvedem sledu¸wie funkcii:

W (ϱ) = φ(0, ϱ)ψ^′(0, ϱ) − φ^′(0, ϱ)ψ(0, ϱ); (15)

W_∗(ϱ) = φ_∗(0, ϱ)ψ^′(0, ϱ) − φ^′_∗(0, ϱ)ψ(0, ϱ); (16) B(ϱ) = 1 W_∗(ϱ) (φ_∗(0, ϱ)φ^′(0, ϱ) − φ^′_∗(0, ϱ)φ(0, ϱ)). (17)

Iz ocenok (12), (14) pri x = 0 poluqaem sledu¸wie utverßdeniØ (sm., naprimer, [2, 3]).

340 M. M. FADDEEV, R. G. XTERENBERG

FunkciØ W (ϱ) analitiqna v oblastØh {ϱ : Im ϱ > 0, Re ϱ > 0} i {ϱ : Im ϱ > 0, Re ϱ < 0} i nepreryvna vplot~ do granic. Krome togo, W (ϱ) = (iϱ − ϱ̃) [ 1 + O ( 1 ϱ )] , | ϱ |→ ∞. (18) FunkciØ W_∗(ϱ) analitiqna v oblasti {ϱ : Im ϱ > 0} i nepreryvna vplot~ do granicy. Krome togo, W_∗(ϱ) = 2iϱ [ 1 + O ( 1 ϱ )] , |ϱ| → ∞. (19) Qislo λ, Im λ ≠ 0, ØvlØetsØ sobstvennym znaqeniem operatora L togda i tol~ko togda, kogda W (ϱ) = 0. SobstvennaØ funkciØ pri fftom sovpadaet s^{φ(x,ϱ)}_{φ(0,ϱ)} na poluosi R_− i s^{ψ(x,ϱ)}_{ψ(0,ϱ)} na R_+ (oba qisla φ(0, ϱ), ψ(0, ϱ) otliqny ot nulØ).

2. Integral~naØ ocenka rezol~venty. Esli Im λ ≠ 0, W (ϱ) ≠ 0,

to dlØ proizvol~noæ funkcii u ∈ L^2(R) rezol~venta operatora L imeet sledu¸wiæ vid: [ (L − λ)^{−1}u ] (x) = − 1 W (ϱ) ( ψ(x, ϱ) x∫ −∞ sign y · φ(y, ϱ)u(y)dy+φ(x, ϱ) ∞∫ x sign y·ψ(y, ϱ)u(y)dy ) . Rezol~venta vspomogatel~nogo samosoprØßennogo operatora L_∗, L_∗f = −f^{′′} + pf, zapisyvaetsØ sledu¸wim obrazom: [ (L_∗ − λ)^{−1}u ] (x) = = − 1 W_∗(ϱ) ( ψ(x, ϱ) x∫ −∞ φ_∗(y, ϱ)u(y)dy + φ_∗(x, ϱ) ∞∫ x ψ(y, ϱ)u(y)dy ) . Lemma 2. Pust~ v oblasti {ϱ : Im ϱ > 0, Re ϱ > 0} ograniqeny

vyraßeniØ | | |^ϱ_{W (ϱ)} | | |, min (| |^{ϱB(ϱ)}_{W (ϱ)} | | | , | | |^{B(ϱ)W�(ϱ)} W (ϱ) | | | ) . Togda dlØ funkcii u ∈ L^2(R) takoæ, qto u(x) = 0 pri x < 0, imeet mesto ocenka (2).

O PODOBII OPERATOROV 341

Dokazatel~stvo. DlØ funkcii u takoæ, qto u(x) = 0 pri x < 0,

rezol~venty operatorov L i L_∗ ime¸t vid [ (L − λ)^{−1}u ] (x) = − 1 W (ϱ) ( φ(x, ϱ) ∞∫ 0 ψ(y, ϱ)u(y)dy ) , x 6 0, [ (L−λ)^{−1}u ] (x)= [ (L_∗−λ)^{−1}u ] (x)− B(ϱ) W (ϱ) ψ(x, ϱ) ∞∫ 0 ψ(y, ϱ)u(y)dy, x ¿ 0. (20) Rezol~venta samosoprØßennogo operatora L_∗ obladaet svoæstvom (2), a potomu dlØ togo, qtoby (2) bylo vypolneno i dlØ L, dostatoqno sledu¸wih ocenok, gde λ = ϱ^2 = ξ + iε:

sup_{ε>0} ε +∞∫ −∞ | | | B(ϱ) W (ϱ) | | | 2| | | ∞∫ 0 ψ(y, ϱ)u(y)dy | | | 2 ∞∫ 0 |ψ(x, ϱ)|^2dx dξ 6 const ·‖u‖^2, (21)

sup_{ε>0} ε +∞∫ −∞ 1 |W (ϱ)|^2 | | | | ∞∫ 0 ψ(y, ϱ)u(y)dy | | | | 2 0∫ −∞ |φ(x, ϱ)|^2dx dξ 6 const ·‖u‖^2. (22) Operatory^d_{dx2} , −^{d2}_{dx2} s oblast~¸ opredeleniØ W^2_2 i operator f → −^d_{dx} ( sign x^{df}_{dx} ) s oblast~¸ opredeleniØ {f : sign x · f^′ ∈ W^1_2 } samosoprØßennye, i dlØ nih Øvno vypisyva¸tsØ formuly rezol~vent. Tak, dlØ poslednego iz nih obraz funkcii u takoæ, qto u(x) = 0 pri x < 0, pri deæstvii rezol~venty, est~ funkciØ^1_{iϱ+ϱ̃} ( e^{ϱ̃x} ∫_∞ 0 e^{iϱy}u(y)dy ) . DlØ fftih vspomogatel~nyh operatorov ocenki (2), (3) perepisyva¸tsØ sledu¸wim obrazom:

sup_{ε>0} ε +∞∫ −∞ | | | | 1 −2iϱ ∞∫ 0 e^{iϱy}u(y)dy | | | | 2 0∫ −∞ | e^{−iϱx} |^2 dxdξ 6 const ‖ u ‖^2, (23)

sup_{ε>0} ε +∞∫ −∞ | | | 1 iϱ + ϱ̃ ∞∫ 0 e^{iϱy}u(y)dy | | | 2 0∫ −∞ | e^{ϱ̃x} |^2 dxdξ 6 const ‖ u ‖^2 . (24)

342 M. M. FADDEEV, R. G. XTERENBERG

Teper~ ocenim vyraßeniØ, vhodØwie v (21), (22). V silu (6)

imeem:_∞ ∫ 0 ψ(y, ϱ)u(y)dy = ∞∫ 0 e^{iϱy} u(y) + ∞∫ 0 e^{iϱy}v(y)dy, gde v(y) = ∫_y 0 K(x, y)u(x)dx, otkuda | | | | | | ∞∫ 0 ψ(y, ϱ)u(y)dy | | | | | | 2 6 2 | | | | | | ∞∫ 0 e^{iϱy}u(y)dy | | | | | | 2 + | | | | | | ∞∫ 0 e^{iϱy}v(y)dy | | | | | |

2 . (25) Iz formul (7)–(9) sleduet, qto integral~nyæ operator K s

Ødrom K(x, y) ograniqen, a pofftomu iz sootnoxeniØ Ku = v sle-

duet, qto ‖v‖ 6 ‖K‖ · ‖u‖. (26) Tak kak ϱ̃ = ϱ, iz (12), (14) poluqaem ∞∫ 0 | ψ(x, ϱ) |^2 dx 6 const ∞∫ 0 | e^{iϱx} |^2 dx = const 0∫ −∞ | e^{−iϱx} |^2 dx, (27) 0∫ −∞ | φ(x, ϱ) |^2 dx 6 const 0∫ −∞ | e^{ϱx} |^2 dx. (28)

ravnomerno po λ. Po predloßeni¸ lemmy^1_{|W (ϱ)|} 6^{const}_{|ϱ|} ; ispol~-

zuem ffto neravenstvo i ocenki (25), (28) dlØ dokazatel~stva so-

otnoxeniØ (22). Togda levaØ qast~ formuly (22) perepixetsØ

kak summa levoæ qasti (24) i analogiqnogo vyraßeniØ dlØ v.

Iz (24) i takoæ ße ocenki dlØ funkcii v poluqim, qto levaØ

qast~ (22) ne prevoshodit const ·(‖u‖^2 + ‖v‖^2), qto v silu (26)

daet trebuemu¸ ocenku const ·‖u‖^2.

Nam ostalos~ proverit~ neravenstvo (21). DlØ fftogo razo-

b~em integral po ξ na summu dvuh integralov: pervyæ – po mno-

ßestvu E, na kotorom vypolnena ocenka | | |^{B(ϱ)}_{W (ϱ)} | | | 6^{const}_{|ϱ|} , i vtoroæ

po ego dopolneni¸. Po predpoloßeni¸ lemmy, pri podhodØwem

vybore konstant moßno dobit~sØ togo, qtoby na dopolnenii mno-

ßestva E imelo mesto neravenstvo | | |^{B(ϱ)}_{W (ϱ)} | | | 6^{const}_{|W�(ϱ)|} . DlØ ocenki

integrala v (21) po mnoßestvu E moßno rassußdat~ tak ße, kak

O PODOBII OPERATOROV 343 pri dokazatel~stve (22): ocenit~ vyraßeniØ, vhodØwie v (21), po formulam (25)–(27), i vospol~zovat~sØ uße izvestnym sootnoxeniem (23). Iz opredeleniæ i asimptotik (12)–(19) funkciæ B i W sleduet, qto pri |ϱ| → ∞ imeetsØ ocenka | | |^{B(ϱ)}_{W (ϱ)} | | | 6^{const}_{|ϱ|} ,

a pofftomu moßno sqitat~, qto dopolnenie mnoßestva E – ograniqennoe mnoßestvo, t.e. soderßitsØ v nekotorom mnoßestve vida {ϱ : |ϱ| 6 A}. Poloßitel~nye funkcii ot ϱ, ∫_∞ 0 |ψ(x, ϱ)|^2dx i ∫_0 −∞ |φ_∗(x, ϱ)|^2dx, ograniqeny sverhu i snizu poloßitel~nymi konstantami na kompaktnom mnoßestve {ϱ : |ϱ| 6 A}, a potomu na dopolnenii mnoßestva E moßno napisat~ ∞∫ 0 | ψ(x, ϱ) |^2 dx 6 const 0∫ −∞ | φ_∗(x, ϱ) |^2 dx.

PodstavlØØ fftu ocenku i ocenku | | |^{B(ϱ)}_{W (ϱ)} | | | 6^{const}_{|W�(ϱ)|} v ocenivaemoe

vyraßenie v (21), poluqaem podintegral~noe vyraßenie, sovpada¸wee s ‖((L_∗ −λ)^{−1}u)(x)‖^2 soglasno formule (20). Teper~ ocenka (21) na dopolnenii mnoßestva E sleduet iz formuly (2), primenennoæ k samosoprØßennomu operatoru L_∗.

Lemma dokazana.

3. Dokazatel~stvo teoremy 1. Korni uravneniØ W (ϱ) = 0 opre-

delØ¸t v oblastØh {ϱ : Im ϱ > 0, Re ϱ > 0}, {ϱ : Im ϱ > 0, Re ϱ < 0}, sobstvennye znaqeniØ operatora L po formule λ = ϱ^2; korni ße, leßawie na granice oznaqennyh oblasteæ, opredelØ¸t, soglasno Xvarcu [18], spektral~nye osobennosti rassmatrivaemyh operatorov. Otmetim, qto osobaØ rol~, prinadleßawaØ spektral~- nym osobennostØm, byla vpervye obnarußena v rabote Naæmarka [10]. Detal~nomu issledovani¸ operatorov so spektral~nymi osobennostØmi posvØweny raboty LØnce [8] i Pavlova [11–13].

Predpoloßim, qto vtoroæ moment potenciala p koneqen (4). Iz formul (6)–(9) sleduet, qto vse funkcii φ, ψ, φ_∗, W , W_∗, . . . ime¸t nepreryvnye proizvodnye vplot~ do granicy ih oblasti opredeleniØ.

V okrestnosti toqki ϱ = 0 veliqina^ϱ_{W�(ϱ)} ograniqena. Dokazatel~stvo poluqaetsØ iz izvestnyh ocenok dlØ samosoprØßennyh operatorov, sm. [16]. Analogiqnymi rassußdeniØmi dokazyvaetsØ, qto pri koneqnom pervom momente (5) na granice imeetsØ

344 M. M. FADDEEV, R. G. XTERENBERG ocenka |W (ϱ)| ¿ const |ϱ|. (29)

Privedem nabrosok dokazatel~stva dlØ ϱ > 0.

Imeet mesto toßdestvo det ( ψ(0, ϱ) ψ(0, −ϱ) ψ^′(0, ϱ) ψ^′(0, −ϱ) ) = −2iϱ. (30) Vospol~zuemsØ sledu¸wim geometriqeskim faktom: | | | |det ( a_1 b_1 a_2 b_2 )| | | 6 const · max^{{|}det^{( a1 c1}_{a2 c2}^{)|} ,^|det^{( b1 c1}_{b2 c2}^{)|}^} , (31) esli “normy” |a_1|^2 + |a_2|^2, |b_1|^2 + |b_2|^2, |c_1|^2 + |c_2|^2 ne men~xe nekotoroæ ishodnoæ konstanty. PrimenØØ fftot fakt, poluqaem: 2|ϱ| = | | | |det ( ψ(0, ϱ) ψ(0, −ϱ) ψ^′(0, ϱ) ψ^′(0, −ϱ) )| | | 6 const · max {| | |det ( ψ(0, ϱ) φ(0, ϱ) ψ^′(0, ϱ) φ^′(0, ϱ) )| | | , | | | |det ( ψ(0, −ϱ) φ(0, ϱ) ψ^′(0, −ϱ) φ^′(0, ϱ) )| | | } . Ispol~zuØ toßdestvo det ( ψ(0, ϱ) φ(0, ϱ) ψ^′(0, ϱ) φ^′(0, ϱ) ) = det ( ψ(0, −ϱ) φ(0, ϱ) ψ^′(0, −ϱ) φ^′(0, ϱ) )

i vspominaØ opredelenie funkcii W (15), poluqaem nußnoe neravenstvo (29).

Odnako neravenstvo (29) dokazano lix~ na granice; dlØ rasprostraneniØ ego na oblast~ {ϱ : Re ϱ > 0, Im ϱ > 0} potrebuem uslovie koneqnosti vtorogo momenta (4). Iz (29) oqevidno sleduet, qto na granice funkciØ W moßet obrawat~sØ v nol~ lix~ pri ϱ = 0; esli W (0) = 0, to W^′(0) ≠ 0.

Esli u operatora L net nevewestvennyh sobstvennyh znaqeniæ, to W (ϱ) ≠ 0 pri Im ϱ > 0, Re ϱ > 0.

Pokaßem, qto dlØ L vypolneny usloviØ lemmy 2. FunkciØ B(ϱ)W�(ϱ) W (ϱ) ograniqena vne proizvol~noæ okrestnosti toqki ϱ = 0.

�to sleduet iz asimptotik pri |ϱ| → ∞ (sm. (12)–(19)) i ograniqennosti funkcii^ϱ_{W (ϱ)} . Pokaßem, qto v okrestnosti nulØ ogra-

O PODOBII OPERATOROV 345 niqena funkciØ^{ϱB(ϱ)}_{W (ϱ)} . Deæstvitel~no, iz (31) sleduet, qto | | |det ( φ(0, ϱ) φ_∗(0, ϱ) φ^′(0, ϱ) φ^′_∗(0, ϱ) )| | | 6 const · max {| | |det ( φ(0, ϱ) ψ(0, ϱ) φ^′(0, ϱ) ψ^′(0, ϱ) )| | | , | | | |det ( φ_∗(0, ϱ) ψ(0, ϱ) φ^′_∗(0, ϱ) ψ^′(0, ϱ) )| | | } , to est~ |B(ϱ)W_∗(ϱ)| 6 const · max(|W (ϱ)|, |W_∗(ϱ)|). Ots¸da poluqaem: | | | | ϱB(ϱ) W (ϱ) | | | | 6 const ·|ϱ| ·^{max(|W (ϱ)|, |W∗(ϱ)|)} |W (ϱ)| · |W_∗(ϱ)| 6 6 const · max^{(|}^ϱ_{W (ϱ)}^| ,^|^ϱ_{W∗(ϱ)}^|^) 6 const, poskol~ku v okrestnosti nulØ funkcii^ϱ_{W (ϱ)} i^ϱ_{W�(ϱ)} ograniqeny.

My dokazali vypolnenie sootnoxeniØ (2) v oblasti {λ : Im λ > 0} dlØ funkciæ u s nositelem na pravoæ poluosi. Vse ostal~nye sluqai (sootnoxenie (3); oblast~ {λ : Im λ < 0}; funkcii u s nositelem na levoæ poluosi) dokazyva¸tsØ analogiqno, qto dokazyvaet teoremu.

Zameqanie. Rezul~tat teoremy 1 obobwaetsØ (s tem ße doka-

zatel~stvom) na sluqaæ kompleksnogo potenciala p s koneqnym vtorym momentom, esli dopolnitel~no potrebovat~, qtoby funkciØ W ne obrawalas~ v nol~ na granice oblasti analitiqnosti, i vspomogatel~nye operatory f → ±f^{′′} + pf byli podobny samosoprØßennym. Nekotorye dostatoqnye usloviØ, pri kotoryh ffto podobie imeet mesto, moßno naæti v stat~Øh [2, 3, 6].

4. O koliqestve sobstvennyh znaqeniæ. V nastoØwem punkte

my izuqim vopros o sobstvennyh znaqeniØh operatora L i svØßem ih s sobstvennymi znaqeniØmi zadaq Dirihle i Neæmana dlØ operatorov L^D_± , L^N_± : L^D_± f = ∓ d^2f dx^2 + pf, ±x ¿ 0, D(L^D_± ) = {u : u ∈ W^2_2 (R_±), u(0) = 0},

L^N_± f = ∓ d^2f dx^2 + pf, ±x ¿ 0, D(L^N_± ) = {u : u ∈ W^2_2 (R_±), u^′(0) = 0}.

346 M. M. FADDEEV, R. G. XTERENBERG Izvestno [10], qto sobstvennye znaqeniØ dannyh operatorov prosty i raspoloßeny na poluosØh, dopolnitel~nyh k tem, na kotoryh ffti operatory opredeleny; krome togo, esli koneqen vtoroæ moment potenciala p, to sobstvennyh znaqeniæ koneqnoe qislo, i λ = 0 sobstvennym znaqeniem ne ØvlØetsØ. Oboznaqim qerez N (L^D_± ), N (L^N_± ) qislo sobstvennyh znaqeniæ sootvetstvu¸- wih operatorov, i N_0 ≡ N (L^D_+ ) + N (L^N_+ ) + N (L^D_− ) + N (L^N_− ). Pust~ takße max | λ^{D,N}_± | – naibol~xie po modul¸ sobstvennye znaqeniØ operatorov L^{D,N}_± .

Ime¸t mesto neravenstva N (L^D_± ) 6 N (L^N_± ) 6 N (L^D_± ) + 1, i pri podhode po vewestvennoæ osi k nul¸ iz beskoneqnosti sobstvennye znaqeniØ operatorov zadaq Dirihle i Neæmana qeredu¸tsØ i ne sovpada¸t; pri fftom max | λ^N_± |> max | λ^D_± |. �to sleduet iz togo, qto operatory, sootvetstvu¸wie zadaqam Dirihle i Neæmana, ØvlØ¸tsØ rasxireniØmi odnogo i togo ße simmetriqeskogo operatora s indeksami defekta (1,1). Podrobnee o teorii rasxireniæ simmetriqeskih operatorov sm. [19].

Takim obrazom, u nas moßet byt~ realizovano qetyre sluqaØ: 1) sluqaæ DD: operatory L^D_+ , L^N_+ i L^D_− , L^N_− ime¸t (poparno) odinakovoe qislo sobstvennyh znaqeniæ.

2) sluqaæ NN: operatory L^N_± ime¸t na odno sobstvennoe znaqenie bol~xe, qem operatory L^D_± .

3) sluqaæ ND: operator L^N_+ imeet na odno sobstvennoe znaqenie bol~xe, qem operator L^D_+ ; qislo sobstvennyh znaqeniæ operatorov L^N_− i L^D_− odinakovo.

4) sluqaæ DN protivopoloßen po smyslu sluqa¸ ND:

N (L^N_+ ) = N (L^D_+ ), N (L^N_− ) = N (L^D_− ) + 1.

Teorema 3. Pust~ p – vewestvennyæ potencial s koneqnym vto-

rym momentom (4).

1) Esli ψ^′(0, 0)φ(0, 0) ≠ 0 i^{ψ(0,0)φ0(0,0)}

ψ0(0,0)φ(0,0) < 1, to

N (L_{DD}) = N_0; N (L_{NN} ) = N_0; N (L_{DN} ) = N_0 − 1; N (L_{ND} ) = N_0 + 1

2) Esli ψ(0, 0)φ^′(0, 0) ≠ 0 i^{ψ0(0,0)φ(0,0)}

ψ(0,0)φ0(0,0) < 1, to

N (L_{DD}) = N_0; N (L_{NN} ) = N_0; N (L_{DN} ) = N_0 + 1; N (L_{ND} ) = N_0 − 1

3) Esli ψ(0, 0)φ^′(0, 0) = ψ^′(0, 0)φ(0, 0) ≠ 0, to

N (L_{DD}) = N_0; N (L_{NN} ) = N_0; N (L_{DN} ) = N_0 − 1; N (L_{ND} ) = N_0 − 1

O PODOBII OPERATOROV 347 4) Esli ψ(0, 0)φ^′(0, 0) = ψ^′(0, 0)φ(0, 0) = 0, to

N (L_{DD}) = N_0; N (L_{NN} ) = N_0,

operatory ße L_{DN} i L_{ND} v fftom sluqae ne suwestvu¸t.

Dokazatel~stvo. Dokaßem utverßdenie 1) nastoØweæ teoremy.

DlØ fftogo sosqitaem indeks funkcii f ≡^W_{ψ0φ} na konture, sosto- Øwem iz dugi okrußnosti bol~xogo radiusa v pervoæ qetverti kompleksnoæ ploskosti ϱ i otrezkov vewestvennoæ i mnimoæ oseæ, soedinØ¸wih dugu s toqkoæ nol~. Pri fftom nuli funkcii ψ^′(0, ϱ)φ(0, ϱ) sleduet obhodit~ malymi poluokrußnostØmi vnutr~ pervoæ qetverti. Radius ße vybiraetsØ nastol~ko bol~- xim, qto | f − (1 + i) |< 1 na duge (sm. (12), (18)).

Zametim, qto funkcii φ(0, ϱ) i ψ(0, ϱ) vewestvenny na R_+ i

iR+ sootvetstvenno.

Krome togo, iz (30) sleduet, qto ψ(0, ϱ)ψ^′(0, ϱ) − ψ^′(0, ϱ)ψ(0, ϱ) = −2iϱ dlØ ϱ ¿ 0, i, sledovatel~no, ψ^′(0, ϱ) ≠ 0 na R_+. Analogiqno, φ(0, ϱ) ≠ 0 na iR_+. Dalee,

Im f(ϱ) = ϱφ^′(0, ϱ) φ(0, ϱ) | ψ^′(0, ϱ) |^2 , ϱ ∈ R_+

Im f(ϱ) = iϱψ(0, ϱ) ψ^′(0, ϱ) | φ(0, ϱ) |^2 , ϱ ∈ iR_+ Teper~ zametim, qto pri prohoßdenii nuleæ funkcii ψψ^′φφ^′ mnimaØ qast~ funkcii f menØet znak, pri fftom f(ϱ) kaßdyæ raz sohranØet napravlenie obhoda vokrug nulØ. V toqke ϱ = 0 funkciØ f moßet menØt~ ili ne menØt~ znak svoeæ mnimoæ qasti (po uslovi¸ teoremy f(0) ≠ 0), qto opredelØetsØ nepreryvnost~¸ funkcii f. Dal~neæxie oqevidnye rassußdeniØ pokazyva¸t spravedlivost~ pervogo utverßdeniØ teoremy s zamenoæ v ravenstvah summarnoæ algebraiqeskoæ kratnosti sobstvennyh znaqeniæ na summarnu¸ kratnost~ korneæ funkcii W . Odnako, poslednie sovpada¸t, qto legko sleduet (sm. [20]) iz koneqnosti ranga proektora Rissa i edinstvennosti sobstvennogo vektora dlØ kaßdogo sobstvennogo znaqeniØ.

Dokazatel~stvo utverßdeniØ 2) analogiqno.

Qtoby dokazat~ utverßdenie 3), vospol~zuemsØ ocenkoæ const |ϱ| 6 |W (ϱ) − W (0)| 6 const | ϱ | v okrestnosti nulØ, kotoraØ sleduet iz nepreryvnosti proizvodnoæ funkcii W . Provedem

348 M. M. FADDEEV, R. G. XTERENBERG rassußdeniØ, ispol~zovannye pri dokazatel~stve utverßdeniØ 1), dlØ funkcii^{W (ϱ)}_{ϱψ0(0,ϱ)φ(0,ϱ)} . Pri fftom na osi iR_+ nußno budet sledit~ za znakom ne mnimoæ, kak ran~xe, a vewestvennoæ qasti izuqaemoæ funkcii.

Pereædem, nakonec, k utverßdeni¸ 4).

Esli ψ^′(0, 0)φ(0, 0) = ψ(0, 0)φ^′(0, 0) = 0, to iz edinstvennosti rexeniØ zadaqi Koxi sleduet, qto libo ψ(0, 0)φ(0, 0) ≠ 0, libo ψ^′(0, 0)φ^′(0, 0) ≠ 0. Pust~ vypolnena pervaØ al~ternativa. Togda, kak uße otmeqalos~, | Im f(ϱ) |= | |^{ψ(0,ϱ)ϱ} ψ0(0,ϱ)φ2(0,ϱ) | |, ϱ ∈ iR+. FunkciØ ψ^′(0, ϱ) nepreyvno differenciruema po ϱ; poffto-

mu const |ϱ| 6 |ψ^′(0, ϱ) − ψ^′(0, 0)| 6 const |ϱ|. Poskol~ku ψ^′(0, 0) = 0, imeem 0 < | Imf(0)| < ∞, i trebuemoe utverßdenie moßet byt~ poluqeno tak ße, kak bylo dokazano utverßdenie 1).

Esli vypolnena vtoraØ al~ternativa, to sleduet proizvesti analogiqnye postroeniØ dlØ ϱ ∈ R_+. Poslednee utverßdenie punkta 4) vytekaet iz nepreryvnosti funkcii f.

Sledstvie 4. Esli p – vewestvennyæ ograniqennyæ potencial s

koneqnym vtorym momentom, to dlØ podobiØ operatora L samosoprØßennomu dostatoqno, qtoby operatory L^D_± i L^N_± ne imeli sobstvennyh znaqeniæ. V qastnosti, podoben samosoprØßennomu operator L, (Lf)(x) = sign x(−^{d2f(x)}_{dx2} + p(x)f(x)), gde p – neotricatel~nyæ ograniqennyæ potencial s koneqnym vtorym momentom.

Literatura 1. Z. S. Agranoviq, V. A. Marqenko, ObratnaØ zadaqa teorii rasseØniØ.

Har~kov, 1960.

2. V. V. Blawak, O razloßenii po glavnym funkciØm nesamosoprØßennogo differencial~nogo operatora vtorogo porØdka na vseæ osi. Dokl. AN URSR, vyp. 4 (1965), 416–419.

3. V. V. Blawak, O differencial~nom operatore vtorogo porØdka na vseæ osi so spektral~nymi osobennostØmi. Dokl. AN URSR, vyp. 1 (1966), 38–41.

4. Van Casteren J., Operators similar to unitary or selfadjoint ones. Pacific J. Math.,

104 (1983), 241–255.

5. H. Langer, Spectral function of definitizable operators in Krein spaces. Functional Analysis, Proceedings, Dubrovnik, 1981. Lecture Notes in Math., 948 (1982), Berlin: Springer-Verlag, 1–46.

6. B. ˚. Levin, Preobrazovanie tipa Fur~e i Laplasa pri pomowi rexeniæ differencial~nogo uravneniØ vtorogo porØdka. Dokl. AN SSSR, 106, vyp. 2 (1956), 187–190.

O PODOBII OPERATOROV 349

7. B. M. Levitan, Operatory obobwennogo sdviga i nekotorye ih primeneniØ. M.: Fizmatgiz, 1962.

8. V. �. LØnce, O nesamosoprØßennom differencial~nom operatore vtorogo porØdka na poluosi. Dokl. AN SSSR, 154, vyp. 5 (1964), 1030–1033.

9. S. N. Naboko, Ob usloviØh podobiØ unitarnym i samosoprØßennym operatoram. Funkcional~nyæ analiz i ego priloßeniØ, 18, vyp. 1 (1984), 16–27.

10. M. A. Naæmark, Issledovanie spektra i razloßenie po sobstvennym funkciØm nesamosoprØßennogo differencial~nogo operatora vtorogo porØdka na poluosi. Tr. Mosk. matem. o-va, vyp. 3 (1954), 181–270.

11. B. S. Pavlov, O nesamosoprØßennom operatore �y^{00} + p(x)y na poluosi.

Dokl. AN SSSR, 141, vyp. 4 (1961), 807–810.

12. B. S. Pavlov, K spektral~noæ teorii nesamosoprØßennyh differencial~nyh operatorov. Dokl. AN SSSR, 146, vyp. 2 (1962), 1267–1270.

13. B. S. Pavlov, O nesamosoprØßennom operatore Xredingera. Spektral~- naØ teoriØ i volnovye processy. Izd-vo LGU (1966), 102–132.

14. L. A. Sahnoviq, Neunitarnye operatory s absol¸tno nepreryvnym spektrom. Izv. AN SSSR, ser. matem., 33, vyp. 1 (1969), 52–64.

15. B. Sekefal~vi-Nad~, Q. Foæax, Garmoniqeskiæ analiz operatorov v gil~bertovom prostranstve. M., 1970.

16. L. D. Faddeev, ObratnaØ zadaqa kvantovoæ teorii rasseØniØ. Uspehi Mat. Nauk, 14, vyp. 4 (1954), 51–119.

17. A. Fleige, B. Najman, Nonsingularity of critical points of some differential and difference operators. Operators Theories: Advances and Applications, 106 (1998), 147–155.

18. J. T. Schwartz, Some nonselfadjoint operators. Comm. for pure and appl. Math.,

13 (1960), 609–639.

19. M. X. Birman, M. Z. SolomØk, Spektral~naØ teoriØ samosoprØßennyh operatorov v gil~bertovom prostranstve. Izd-vo LGU, 1980.

20. I. C. Gohberg, M. G. Kreæn, Vvedenie v teori¸ lineænyh nesamosoprØßennyh operatorov. M., Nauka (1965), 448 s.

Faddeev M. M. and Shterenberg R. G. On the similarity of some singular differential operators to selfadjoint ones.

The singular differential operator Lf(x) = −sign x^{d2f(x)}_{dx2} + p(x)f(x) is studied. It is proved that if the second moment of p is finite and L has no nonreal eigenvalues, then L is similar to a selfadjoint operator. The proof is based upon an integral resolvent criterion for the similarity applied to a wide class of functions p(x).

Postupilo 2 i¸nØ 2000 g. Sankt-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet