Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 270, 2000 g.

N. A. Xirokov

PRIMER BYSTROUBYVAıWE`

(p,A)-LAKUNARNO` FUNKCII

Pust~ f(z) = ∑_∞ n=0 a_nz^n, f ≢ 0 – analitiqeskaØ v ediniqnom

kruge D funkciØ. Dostatoqno ponØtno, qto otsutstvie ograniqeniæ na kofffficienty Teælora a_n pozvolØet naæti funkcii, ubyva¸wie na radiuse (0, 1) bystreæ l¸boæ zaranee opredelennoæ poloßitel~noæ maßoranty M (x). Naliqie ße kakih-to ograniqeniæ na a_n – naprimer, redkost~, ponimaemaØ v nekotorom smysle slova, teh nomerov n, pri kotoryh (vozmoßno) a_n ≠ 0, nakladyvaet na skorost~ ubyvaniØ f(x), 0 < x < 1 (govorØ toqnee, na vid poloßitel~noæ maßoranty M (x)) ograniqeniØ. Podobnoe obstoØtel~stvo pri rassmotrenii analogiqnoæ zadaqi (imenno, zadaqi o dopustimoæ skorosti ubyvaniØ na poluosi rØdov Dirihle s redkimi pokazatelØmi ffksponent) vpervye bylo otmeqeno L. Xvarcem [1]. Zatem Hirxman i Dßenkins [2] suwestvenno usilili ego rezul~tat. V rabotah avtora [3; 4, gl. 3] bylo vvedeno ponØtie (p, A)-lakunarnyh funkciæ (ili (p, A)-lakunarnyh stepennyh rØdov), horoxo prisposoblennoe k opisani¸ xkaly analitiqeskih v D funkciæ s redkimi kofffficientami Teælora. Klassy Hirxmana–Dßenkinsa mogut byt~ pereneseny i na analitiqeskie v D funkcii (ih teorema v podobnom kontekste primenØlas~ Dß. M. Andersonom [5]). Pri takom perenesenii uslovie (p, A)-lakunarnosti okazyvaetsØ, s odnoæ storony, qastnym sluqaem usloviæ Hirxmana–Dßenkinsa, no, s drugoæ storony, vkl¸qaet opredelennye trebovaniØ regulØrnosti, otsutstvu¸wie u upominaemyh avtorov. Sootvetstvenno, i dopustimaØ maßoranta dlØ (p, A)-lakunarnyh funkciæ okazyvalas~ v [3; 4, gl. 3] luqxeæ, qem poluqaemaØ primeneniem teoremy Hirxmana–Dßenkinsa.

PostoØnnaØ, ot kotoroæ, glavnym obrazom, zavisit povedenie poluqennoæ v [3; 4, gl. 3] maßoranty, imeet raznyæ vid pri 1 <

p < 2 i pri 2 6 p < ∞. V rabotah [3; 4, gl. 3] byla ustanovlena

ee toqnost~ pri 2 6 p < ∞. Cel~¸ nastoØweæ stat~i ØvlØetsØ 350

PRIMER BYSTROUBYVAıWE` FUNKCII 351

ustanovlenie ee toqnosti i pri 1 < p < 2.

1. Formulirovka teoremy

Pust~ 1 < p < ∞, A > 0. Funkci¸ f(z) = ∑_∞ n=0 a_nz^n, f ≢ 0, ana-

litiqesku¸ v D, budem nazyvat~ (p, A)-lakunarnoæ, esli a_n = 0 dlØ vseh n ∉ Λ, priqem dlØ mnoßestva Λ = {n_m}^∞_{m=0} vypolnØetsØ uslovie n_m ¿ Am^p pri m = 0, 1, . . .. Privedem qast~ teoremy 10 iz [4], gl. 3:

Teorema A. Pust~ f – (p, A)-lakunarnaØ funkciØ, 1 < p < ∞. Su-

westvuet postoØnnaØ B(p, A) > 0 takaØ, qto dlØ vsØkogo ε > 0 spravedlivo sootnoxenie lim x→1−0 |f(x)| exp[(B(p, A) + ε)(1 − x)^{− 1p}�^1 ] = +∞ (1)

Pri fftom moßno poloßit~ pri 2 6 p < ∞

B(p, A) = B_1(p, A) = (p − 1) ( π p )^p_p�_1 1 A^{1p}�^1 ( 1 sin^π_p

)^p_p�_1

, (2)

a dlØ 1 < p < 2 moßno poloßit~

B(p, A) = B_2(p, A) = B_1(p, A) ( cos π^{2−p}_{2p}

)^p_p�_1 ( cos π^{2−p}_2

)^1_p�_1 . (3)

Ravenstvo (3) procitirovano iz [3] ili [4, gl. 3]. Esli uqest~, qto cos π^{2−p}_{2p} = sin^π_p , to ravenstvo (3) priobretet vid

B_2(p, A) = (p − 1) ( π p )^p_p�_1 1 A^{1p}�^1 1 ( cos π^{2−p}_p

) 1_p�_1 . (4)

Otmetim, qto primenenie k (p, A)-lakunarnoæ funkcii f teoremy Hirxmana–Dßenkinsa daet pri vsØkom ε > 0 sootnoxenie (1), v kotorom postoØnnaØ B(p, A), opredelennaØ, sootvetstvenno, ravenstvami (2) ili (3), dolßna byt~ zamenena na postoØnnu¸

B^∗(p, A), gde

B^∗(p, A) = π^{pp}�^1 2^{1p}�^1 1 A^{1p}�^1 1 ( sin^π_p

)^p_p�_1 . (5)

352 N. A. XIROKOV

Moßno ubedit~sØ v tom, qto dlØ postoØnnyh B(p, A) iz (2), (3) i B^∗(p, A) iz (5) pri vseh p, 1 < p < ∞, i A > 0 vypolnØetsØ neravenstvo B(p, A) < B^∗(p, A).

Vo vtoroæ qasti teoremy 10 iz [4], gl. 3 byla ustanovlena toqnost~ postoØnnoæ B(p, A) = B_1(p, A) pri 2 6 p < ∞. V neskol~ko oslablennoæ forme ffto utverßdenie sostoit v sledu¸wem.

Teorema V. DlØ vsØkih p, 2 6 p < ∞, i A > 0 suwestvuet (p, A)-

lakunarnaØ funkciØ f_0 = f_{0,p,A}, dlØ kotoroæ pri vsØkom ε > 0 spravedlivo sootnoxenie lim x→1−0 |f_0(x)| exp[(B_1(p, A) − ε)(1 − x)^{− 1p}�^1 ] = 0, (6)

v kotorom postoØnnaØ B_1(p, A) opredelena v (2).

Vopros o toqnosti postoØnnoæ B_2(p, A) dlØ sluqaØ 1 < p < 2 ostavalsØ otkrytym. V nastoØweæ stat~e my ustanavlivaem toqnost~ i postoØnnoæ B_2(p, A). Imeet mesto sledu¸waØ

Teorema. DlØ l¸byh p, 1 < p < 2, i A > 0 suwestvuet (p, A)-

lakunarnaØ funkciØ f_1 = f_{1,p,A}, dlØ kotoroæ spravedlivo sootnoxenie lim x→1−0 |f_1(x)| exp[B_2(p, A)(1 − x)^{− 1p}�^1 − C(p, A)(1 − x)^{− 1p}�^{1 +1}] = 0,

v kotorom postoØnnaØ B_2(p, A) opredelena v (3) ili (4), a posto- ØnnaØ C(p, A) > 0 zavisit tol~ko ot p i A.

Zameqanie. Iz postroeniØ (p, A)-lakunarnoæ funkcii f1(z) = ∑_∞ n=0 a_nz^n pri 1 < p < 2 budet vidno, qto a_n = 0, esli n ∉ Λ,

i |a_n| = exp[c^′n^{1p} (1 + o(1))], esli n ∈ Λ, s nekotoroæ postoØnnoæ c^′ = c^′(p, A) > 0. �to obstoØtel~stvo otliqaetsØ ot sluqaØ

2 6 p < ∞, poskol~ku dlØ upominaemoæ v teoreme V funkcii f0

ee kofffficienty Teælora stremØtsØ k nul¸.

Dalee, funkciØ f_1, udovletvorØ¸waØ zakl¸qeni¸ teoremy, budet, estestvenno, udovletvorØt~ pri vsØkom ε > 0 sootnoxeni¸ (6) s postoØnnoæ B_2(p, A), pofftomu f_1 ne budet prinadleßat~ klassu Nevanlinny (v to vremØ kak funkciØ f_0 iz teoremy V moßet byt~ vybrana nepreryvnoæ v D ).

PRIMER BYSTROUBYVAıWE` FUNKCII 353

2. VaßnaØ fflementarnaØ lemma V dal~neæxem izloßenii qisla p, 1 < p < 2, i A > 0 budut fiksirovany. DlØ kratkosti pust~ ρ =^1_p . Vyberem l¸boe θ_0,

0 < θ_0 <^π_2 , i pust~ λ_0 = (1 − ρ)θ_0. Poloßim x = sin λ_0 sin(λ_0 + πρ)

. (6^′)

Otmetim, qto 0 < λ_0 <^π_2 , λ_0 + πρ >^π_2 , a takße, qto

π − (λ_0 + πρ) = π(1 − ρ) − (1 − ρ)θ_0 > (1 − ρ) π 2 > (1 − ρ)θ_0 = λ_0,

sledovatel~no, dlØ qisla x, opredelennogo v (6^′), spravedlivy neravenstva 0 < x < 1. Spravedlivo sledu¸wee utverßdenie.

Lemma 1. Pust~ qislo x opredeleno v (6^′). Pri θ ∈ [0,^π_2 ) vvedem

funkci¸ h(θ): h(θ) = cos ρθ − x cos ρ(π − θ) (cos θ)^ρ

. (7)

Togda funkciØ h(θ) imeet na [0,^π_2 ) edinstvennyæ minimum pri θ = θ_0, pri fftom h(θ_0) > 0.

Dokazatel~stvo. Tak kak pri 0 6 θ 6^π_2 i 0 < ρ < 1 spravedlivo

neravenstvo cos ρθ ¿ cos ρ(π − θ), to h(θ) > 0 pri θ ∈ [0,^π_2 ). Dalee, h^′(θ) h(θ) = (log(cos ρθ − x cos ρ(π − θ)))^′ − ρ(log cos θ)^′ =

= −ρ sin ρθ − xρ sin ρ(π − θ) cos ρθ − x cos ρ(π − θ) + ρ sin θ cos θ

, (8)

i potomu

h^′(0) = ρh(0) −x sin ρπ 1 − x cos ρπ < 0. Sledovatel~no, funkciØ h(θ) ubyvaet v nekotoroæ okrestnosti toqki 0. Dalee, tak kak 0 < x < 1, to h(θ) ¿ cos ρ^π_2 (cos θ)^ρ (1 − x) →_{θ→ π2 −0} +∞, pofftomu funkciØ h(θ) imeet po kraæneæ mere odin minimum na

(0,^π_2 ), i fftot minimum poloßitelen.

354 N. A. XIROKOV

Pust~ ~θ ∈ (0,^π_2 ) – kakaØ-to iz toqek minimuma funkcii h(θ). Togda −^1_ρ^h

0_(e_{θ)}

h(e_{θ)} = 0, i (8) vleqet sin ρ~θ + x sin ρ(π − ~θ) cos ρ~θ − x cos ρ(π − ~θ) − sin ~θ cos ~θ = 0, ili sin ρ~θ cos ~θ + x cos ~θ sin ρ(π − ~θ) − sin ~θ cos ρ~θ + x sin ~θ cos ρ(π − ~θ) = 0, sin(ρ − 1)~θ + x sin[ρ(π − ~θ) + ~θ] = 0. (9) Poloßim ~λ = (1 − ρ)~θ. Zametim, qto ρ(π − ~θ) + ~θ = ρπ + (1 − ρ)~θ = ρπ + ~λ. VspominaØ vid x iz (6^′), moßem zapisat~ (9) tak:

− sin ~λ + sin λ_0 sin(λ_0 + ρπ) sin(~λ + ρπ) = 0,

t.e.

sin λ_0 sin(ρπ + ~λ) − sin ~λ sin(λ_0 + ρπ) = 0, sin λ_0(sin ρπ cos ~λ + cos ρπ sin ~λ) − sin ~λ(sin ρπ cos λ_0 + cos ρπ sin λ_0) = 0 sin ρπ(sin λ_0 cos ~λ − sin ~λ cos λ_0) = 0,

v itoge

sin(λ_0 − ~λ) = 0. (10)

V sootnoxenii (10) imeem 0 < λ_0, ~λ <^π_2 , pofftomu (10) vleqet

~θ = θ_0. Sledovatel~no, funkciØ h imeet na intervale (0,^π_2 ) edin-

stvennu¸ kritiqesku¸ toqku θ_0, v kotoroæ, takim obrazom, i dostigaetsØ minimum funkcii h, qto i trebovalos~ ustanovit~. 3. CelaØ funkciØ Π_Λ(z) Pust~ ∞ > p > 1, A > 0, λ_n = λ_n(p, A) = [An^p] + 1, n ¿ 0,

Λ = Λ(p, A) = {λ_n(p, A)}^∞_{n=0}. Poloßim

Π_Λ(z) = ∞∏ n=0 ( 1 − z λ_n ) . (11)

DlØ dal~neæxego suwestvennym ØvlØetsØ asimptotiqeskoe povedenie funkcii Π_Λ. Pust~ Γ = {z = x + iy : x ¿ −^1_2 , |y| 6 1}.

PRIMER BYSTROUBYVAıWE` FUNKCII 355

Lemma 2. Pri z = re^{iφ} ∈ C \ Γ spravedlivy sootnoxeniØ

Π_Λ(z) = exp [ π A^ρ sin ρπ e^{iρ(φ−π)}r^ρ + O(log(r + 2)) ] , (12)

|Π^′_Λ(λ_n)| = exp [ c_p λ^ρ_n A^ρ + O(log(λ_n + 2)) ] , (13)

gde ρ = 1/p, c_p = πctgρπ; esli z ∈ Γ, to vypolneno

|Π(z)| = dist(z, Λ) exp [ c_p |z|^ρ A^ρ + O(log(|z| + 2)) ] . (14)

Dokazatel~stvo ravenstv (12)–(14) soverxenno analogiqno dokazatel~stvu ravenstva (5.3_1) v [6], str. 94, i pofftomu my ego opustim.

4. Obrawenie preobrazovaniØ Laplasa v konkretnoæ situacii Pust~ 0 < A < A_1, 1 < p < 2, Λ = Λ(p, A), Λ_1 = Λ(p, A_1). Vyberem ν = ν(p, A) takim obrazom, qto pri k > ν spravedlivo sootnoxenie λ_{k+1}(p, A) > λ_k(p, A) – fftot vybor vozmoßen v silu

p > 1. Dalee, poloßim

Λ_0 = Λ \ ν⋃ k=0 {λ_k(p, A)},

P (z) = ν∏ k=0 ( 1 − z λ_k(p, A) ) . DlØ n ¿ 0 opredelim kofffficienty a_n sledu¸wim obrazom:

a_n = { 0, n ∉ Λ_0 ΠΛ1 (−n)P (n)

Π0_{Λ(n)} , n ∈ Λ0.

(15)

Lemma 3. Pust~ kofffficienty an opredeleny v (15). Togda dlØ

l¸byh s > 0, l > 0 spravedlivo ravenstvo ∞∑ n=0 a_ne^{−ns} = 1 2πi ∞i−l∫

−∞i−l e^{−zs} Π_{Λ1} (−z)P (z) Π_Λ(z)

. (16)

356 N. A. XIROKOV V ravenstve (16) integrirovanie vedetsØ po prØmoæ {Re z = −l} v napravlenii, ukazannom v formule. ˚sno, qto (16) ØvlØetsØ formuloæ obraweniØ preobrazovaniØ Laplasa v konkretnoæ situacii.

Dokazatel~stvo. Pust~ γk, k = ν(p, A)+1, ν(p, A)+2, . . . – okruß-

nosti {z : |z − λ_k(p, A)| =^1_3 }, orientirovannye v poloßitel~- nom napravlenii, t^+_k – estestvenno orientirovannyæ otrezok

[λ_k(p, A) +^1_3 , λ_{k+1}(p, A) −^1_3 ], k ¿ ν(p, A) + 1, t^−_k – otrezok s te-

mi ße koncami, qto i t^+_k , i orientirovannyæ protivopoloßno. Togda v silu togo, qto pol¸sami funkcii^e

�zs_{P (z)ΠΛ1 (−z)}

ΠΛ(z) ØvlØ-

¸tsØ toqki mnoßestva Λ_0 i vse ffti pol¸sy prostye, dlØ l¸bogo

M ¿ ν(p, A) + 1 po formule vyqetov imeem ravenstva M∑ n=0 a_ne^{−ns} = M∑ n=ν(p,A)+1 1 2πi ∫ γ_n e^{−zs}P (z)Π_{Λ1} (−z) Π_Λ(z) dz =

= 1 2πi (_M∑ n=ν(p,A)+1 ∫ γ_n e^{−zs}P (z)Π_{Λ1} (−z) Π_Λ(z) dz + M−1∑ n=ν(p,A)+1 (∫ t+_n + ∫ t�_n ) idem ) =

= 1 2πi ∫ Γ+_M

e^{−zs}P (z)Π_{Λ1} (−z) Π_Λ(z) dz + 1 2πi ∫ Γ�_M e^{−zs}P (z)Π_{Λ1} (−z) Π_Λ(z)

dz (17)

v kotoryh orientirovannaØ krivaØ Γ^+_M sostoit iz otrezka

[0, λ_{ν(p,A)+1} −^1_3 ], otrezkov t^+_n , ν(p, A)+1 6 n 6 M −1, i poluokruß-

nosteæ γ_n, ν(p, A)+1 6 n 6 M , leßawih v nißneæ poluploskosti, a krivaØ Γ^−_M sostoit iz poluokrußnosteæ γ_n, leßawih v verhneæ poluploskosti, ν(p, A) + 1 6 n 6 M , otrezkov t^−_n , ν(p, A) + 1 6 n 6

M −1, i otrezka [λ_{ν(p,A)+1} −^1_3 , 0]. Pust~, dalee, R_M = λ_M (p, A)+^1_3 , T_M – poluokrußnost~ {z : |z| = R_M , Re z ¿ 0}, prohodimaØ po qa-

sovoæ strelke, T^+_M = {z : |z| = R_M , Re z ¿ 0, Im z ¿ 0}. Togda, esli

idem oznaqaet funkci¸ iz (17), imeem 1 2πi (∫ Γ+_M + ∫ Γ�_M ) idem = 1 2πi R_M i∫

−R_M i idem + 1 2πi ∫ T_M idem =

= 1 2πi R_M i−l∫

−R_M i−l idem+ 1 2πi −R_M i−l ∫ −R_M i idem+ 1 2πi R_M i∫

R_M i−l idem+ 1 2πi ∫ T_M idem =

PRIMER BYSTROUBYVAıWE` FUNKCII 357 = I_M + J^−_M + J^+_M + L_M . (18)

Ustanovim, qto J^±_M , L_M → 0 pri M → ∞.

Ocenka LM . Pust~ x =^{Aρ}_Aρ_1 . Vyberem ε > 0 tak, qtoby vypolnØ-

los~ uslovie

δ = cos ρ ( π 2 + ε ) − x cos ρ ( π 2 − ε ) > 0. V takom sluqae pri θ ∈ [_π 2 − ε,^π_2 + ε ] imeem π A^ρ sin ρπ cos ρ(π − θ) − π A^ρ_1 sin ρπ cos ρθ = = π A^ρ sin ρπ

(cos ρ(π − θ) − x cos ρθ) ¿ (19)

¿^π_{Aρ sin ρπ}^(cos ρ^{( π}_2 + ε^) − x cos ρ^{( π}_2 − ε^{))} ¿^{πδ}_{Aρ sin ρπ} = σ > 0.

Esli φ(z) – podintegral~naØ funkciØ v (17), to, poskol~ku φ(z̄) =

φ(z), imeem

|L_M | 6 1 2π ∫ T_M |φ(z)| |dz| = 1 π ∫ T +_M |φ(z)| |dz| = 1 π π 2 −ε∫

0 |φ(R_M e^{iθ})|R_M dθ+

+ 1 π π 2∫ π 2 −ε |φ(R_M e^{iθ})|R_M dθ = L_{M1} + L_{M2}. (20)

Poskol~ku |P (z)| 6 e^{Q0 log(|z|+2)} s nekotoroæ postoØnnoæ Q_0 > 0, a sootnoxeniØ (12) i (14) lemmy 2 vlekut neravenstva | | | | Π_{Λ1} (−R_M e^{iθ}) Π_Λ(R_M e^{iθ}) | | | | 6 e^{Q1Rρ}M^{+Q01 log(RM +2)}

s nekotorymi Q_1, Q^′_1 > 0, pri 0 6 θ 6^π_2 − ε dlØ funkcii φ vypolneno neravenstvo |φ(R_M e^{iθ})| 6 e^{−sRM cos θ}e^{Q1RρM +Q2 log(RM +2)} 6 6 e^{−sRM sin ε}e^{Q1Rρ}M^{+Q2 log(RM +2)},

358 N. A. XIROKOV

pofftomu pri R_M > R(s, ε, ρ, Q_1, Q_2) imeem ocenku

|φ(R_M e^{iθ})| 6 e^{− s sin ε2 RM} , 0 6 θ 6 π 2 − ε. (21) Esli ße^π_2 − ε 6 θ 6^π_2 , to vnov~ primenØØ (12) i (14) i uqityvaØ sootnoxenie (19) i to, qto |e^{−sz}| 6 1 pri Re z ¿ 0, dlØ funkcii φ nahodim ocenku |φ(R_M e^{iθ})| 6 exp [( π A^ρ_1 sin ρπ cos ρθ − π A^ρ sin ρπ cos(π − θ) ) R^ρ_M + Q_3 log(R_M + 2) ] 6 6 exp(−σR^ρ_M + Q3 log(RM + 2)), θ ∈^{[ π}_2 − ε,^π_2^] . (22)

Iz (20)–(22) nahodim, qto L_M → 0 pri M → +∞.

Ocenka J^±_M . Pust~ ε vybrano v naqale ocenki LM , polagaem, qto

R_M stol~ veliko, qto^l_{RM} 6 tgε. Primenim (19) i uqtem, qto pri Re z ¿ −l vypolneno |e^{−sz}| 6 e^{sl}, pofftomu imeem ocenku |φ(z)| 6 6 e^{sl}exp^{[( π}_{Aρ1 sin ρπ} cos ρθ−^π_{Aρ sin ρπ} cos(π − θ)^)|z|^ρ+Q3 log(|z| + 2)^] 6 6 exp[−σ|z|^ρ + Q3 log(|z| + 2)] · e^{sl}, z ∈ J^±_M , (23)

sledovatel~no, J^±_M → 0, M → +∞.

Teper~ (17), (18) i ocenki J^±_M , L_M vlekut ∞∑ n=0 a_ne^{−ns} = lim_{M→∞} M∑ n=0 a_ne^{−ns} = lim_{M→∞} I_M = 1 2πi ∞i−l∫

−∞i−l φ(z)dz. Lemma 3 dokazana.

5. Postroenie f1,p,A Poloßim θ_0 = π^{2−p}_2 , λ_0 = (1 − ρ)θ_0 = π ( 1 −^1_p )_{2−p} 2 = π^{(p−1)(2−p)}_{2p} .

Vybor θ_0 i λ_0 daet ravenstvo

λ_0 + ρπ = π 1 p ( 3p − 2 − p^2 2 + 1 ) = π 3 − p 2 = π 2 + π 2 − p 2 = π 2 + θ_0,

PRIMER BYSTROUBYVAıWE` FUNKCII 359

znaqit, sin(λ_0 + ρπ) = sin (_π 2 + θ_0 ) = cos θ_0. Nakonec, opredelim x: x = sin λ_0 sin(λ_0 + ρπ) = sin λ_0 cos θ_0

(24)

i A_1 > 0 zadadim sootnoxeniem ( A A_1 )_ρ = x, (25)

gde x vzØto iz (24). Otmetim, qto lemma 1 i ravenstvo (24) pri

θ ∈ [0,^π_2 ) vlekut sledu¸wie sootnoxeniØ: cos ρθ − x cos ρ(π − θ) (cos θ)^ρ ¿ cos ρθ_0 − x cos ρ(π − θ_0) (cos θ_0)^ρ =

= cos ρθ_0 −^{sin λ0}_{cos θ0} cos ρ(π − θ_0) (cos θ_0)^ρ = = cos ρθ_0 sin(λ_0 + ρπ) − sin λ_0 cos ρ(π − θ_0) (cos θ_0)^{1+ρ} = = cos ρθ_0(sin λ_0 cos ρπ+cos λ_0 sin ρπ)−sin λ_0(cos ρπ cos ρθ_0 +sin ρπ sin ρθ_0) (cos θ_0)^{1+ρ} = = sin ρπ(cos ρθ_0 cos λ_0 − sin ρθ_0 sin λ_0) (cos θ_0)^{1+ρ} = sin ρπ cos(ρθ_0 + λ_0)

(cos θ_0)^{1+ρ} = = sin^π_p cos(ρθ_0 + (1 − ρ)θ_0) (cos θ_0)^{1+ρ} = sin^π_p (cos θ_0)^ρ

. (26)

Vvedem qislo N , suwestvennoe dlØ dal~neæxih ocenok: N = π sin ρπ 1 A^ρ sin ρπ (cos θ_0)^ρ = π (cos θ_0)^ρ 1 A^ρ . (27)

Teper~ opredelim trebuemu¸ v teoreme funkci¸ f_{1,p,A}. Vyberem qislo ν = ν(p, A) tak, kak v naqale p. 4, zatem opredelim

Λ = Λ(p, A) tak ße, kak pered sootnoxeniem (11), mnoßestvo Λ_0

opredeleno pered (15), qislo A_1 vzØto iz (25), Λ_1 = Λ(p, A_1), kofffficienty a_n opredeleny v (15). Poloßim

f_1(z) = f_{1,p,A}(z) = ∞∑ n=0 a_nz^n. (28)

Opredelenie mnoßestva Λ_0 pokazyvaet, qto f_1 – (p, A)-lakunarnaØ funciØ.

360 N. A. XIROKOV

6. Dokazatel~stvo teoremy: ocenka f_1(e^{−s}) Fiksiruem s > 0. PrimenØØ lemmu 3, nahodim, qto

|f_1(e^{−s})| 6 1 π −l0+∞i ∫ −l0 |e^{−zs}| | | | Π_{Λ1} (−z) Π_Λ(z) | | | |P (z)||dz| =

= 1 π e^{l0s} ∞∫ 0 |Π_{Λ1} (l_0 − iy)| |Π_Λ(−l_0 + iy)| |P (−l_0 + iy)|dy. (29) Dalee pri ocenke funkcii f_1 iz (28) v sootnoxenii (29) poloßim

l_0 = ( ρN s ) 1_1�_ρ

(30)

(l_0 – ffto koren~ uravneniØ ρN l^{ρ−1} −s = 0, N vzØto iz (27)). Vnov~ vybiraØ N iz (27), x iz (24), opredelim ε_0 iz ravenstva

(1 − x) π sin πρ 1 A^ρ cos ρ^π_2 (_2 π ε_0 )_ρ = 3N. (31)

Dalee, vybiraØ ε_0 iz (31), l_0 iz (30), opredelim qislo T =

l_0ctgε_0. Uqtem, qto spravedliva ocenka |P (z)| 6 exp[Q_4 log(|z|+2)],

pofftomu (29) i lemma 2 vlekut neravenstvo

|f_1(e^{−s})| 6 1 π e^{sl0+Q5 log(l0+2)}×

× T∫ 0 exp {[ − π A^ρ sin ρπ cos ρθ + π A^ρ_1 sin ρπ cos ρ(π − θ) ] r^ρ } dy+

+ 1 π e^{sl0} ∞∫ T exp [( − π A^ρ sin ρπ cos ρθ + π A^ρ_1 sin ρπ cos ρ(π − θ) ) r^ρ ] ×

×|P (−l_0 + iy)|dy = I_1 + I_2. (32)

V sootnoxenii (32) dlØ kratkosti upotrebleny oboznaqeniØ θ =

arctg^y_{l0} , r = √ l^2_0 + y^2. Ocenim qleny I_1 i I_2.

PRIMER BYSTROUBYVAıWE` FUNKCII 361

Ocenka I1. Primem vo vnimanie, qto r =^{l0}_{cos θ} i zatem uqtem

neravenstva (26). Togda my poluqim sledu¸wie ocenki:

I_1 = 1 π e^{sl0+Q5 log(l0+2)}×

× T∫ 0 exp [( − π A^ρ sin ρπ cos ρθ + π A^ρ_1 sin ρπ cos ρ(π − θ) ) l^ρ_0 (cos θ)^ρ ] dy =

= 1 π e^{sl0+Q5 log(l0+2)} T∫ 0 exp [ − πl^ρ_0 A^ρ sin ρπ ( cos ρθ − x cos ρ(π − θ) (cos θ)^ρ ) ] dy 6 6^1_π e^{sl0+Q5 log(l0+2)} T∫ 0 exp [ − πl^ρ_0 A^ρ sin ρπ sin ρπ (cos θ_0)^ρ ] dy =

= 1 π e^{sl0+Q5 log(l0+2)} exp(−N l^ρ_0 )·T 6 exp(sl_0 −N l^ρ_0 +Q_6 log(l_0+2)), (33)

oboznaqenie N bylo vvedeno v (27).

Vybor (30) veliqiny l_0 i opredelenie (4) qisla B_2(p, A) vlekut ravenstvo:

sl_0 − N l^ρ_0 = −(p − 1) ( N p ) p_p�_1 1 s^{1p}�^1 = −B_2(p, A) 1 s^{1p}�^1

, (34)

pofftomu (33) da¸t

I_1 6 exp [ −B_2(p, A) 1 s^{1p}�^1

+ Q_7 log ( 1 s + 2 )] . (35)

Ocenka I2. Pri 0 < θ <^π_2 , 0 < x < 1, 0 < ρ < 1 imeem neravenstva

cos ρθ − x cos ρ(π − θ) ¿ (1 − x) cos ρ π 2 , cos^ρ θ = sin^ρ ( π 2 − θ ) ¿^{( 2}_π^{)ρ ( π}_2 − θ^{)ρ} ,

i pofftomu pri θ = arctg^y_{l0} , r = √ l^2_0 + y^2 pri y ¿ T imeem ( − π A^ρ sin ρπ cos ρθ + π A^ρ_1 sin ρπ cos ρ(π − θ) ) r^ρ =

362 N. A. XIROKOV = − πl^ρ_0 A^ρ sin ρπ cos ρθ − x cos ρ(π − θ) (cos θ)^ρ 6

6 −^2_3^π_{Aρ} (1−x)^{cos ρπ2}_{sin ρπ}^1(_{2π ε0})_ρ l^ρ_0 −^1_3^π_{Aρ} (1−x)^{cos ρπ2}_{sin ρπ} l^ρ_0^1(_{2π ε0})_ρ

(_2 π ε_0 )_ρ (cos θ)^ρ =

= −2N l^ρ_0 − N l^ρ_0

(_2 π ε_0 )_ρ (cos θ)^ρ

. (36)

Dalee, uqtem, qto ocenku dlØ P (z) moßno zapisat~ v vide:

|P (−l_0 + iy)| 6 exp [ Q_4 log (√ l^2_0 + y^2 + 2 )] =

= exp [ Q_4 log ( l_0 cos θ + 2 )] . Sdelav v integrale I_2 zamenu y = l_0tgθ i primeniv sootnoxeniØ (34) i (36), poluqim:

I_2 6 1 π e^{sl0−2Nlρ0} ×

× ∞∫ T exp [ − N ( 2 π ε_0 )_ρ ( l_0 cos θ )_ρ + Q_4 log ( l_0 cos θ + 2 ) ] dy =

= 1 π exp[−B_2(p, A)s^{− 1p}�^1 ] exp[−N (ρN )^{11}�^ρ s^{− 1p}�^1 ]×

× π 2∫ π 2 −ε exp [ − N ( 2 π ε_0 )_ρ ( l_0 cos θ )_ρ + Q_4 log ( l_0 cos θ + 2 ) ] l_0 cos^2 θ dθ =

= 1 π exp[−B_2(p, A)s^{− 1p}�^1 ] exp[−N (ρN )^{11}�^ρ s^{− 1p}�^1 ]l^{−1}_0 ×

× π 2∫ π 2 −ε exp [ − N ( 2 π ε_0 )_ρ ( l_0 cos θ )_ρ +Q_4 log ( l_0 cos θ + 2 ) ] ( l_0 cos θ

)_2 dθ 6 6^[−B2(p, A)s^{− 1p�1} + Q8 log^{(1}_s + 2^{)]} . (37)

PRIMER BYSTROUBYVAıWE` FUNKCII 363

V neravenstvah (37) my vospol~zovalis~ vyborom (30) veliqiny

l_0 i neravenstvom

exp[−vt^ρ + Q log(t + 2)] · t^2 6 const, t ¿ 0, v, ρ > 0.

SobiraØ vmeste sootnoxeniØ (32), (35) i (37), nahodim, qto

|f_1(e^{−s})| 6 exp [ −B_2(p, A)s^{− 1p}�^1 + Q log ( 1 s + 2 )] (38)

ZamenØØ v ocenke (38) peremennu¸ s na − log x, 0 < x < 1, poluqaem trebuemu¸ v teoreme ocenku, qto i trebovalos~. Teorema dokazana.

Literatura

1. L. Schwartz, Etudes des sommes d’exponentielles réeles. Paris, 1943. 2. I. I. Hirschman, J. A. Jenkins, On lacunary Dirichlet series. Proc. Amer. Math.

Soc., 1, No. 4 (1950), 512–517.

3. N. A. Xirokov, Nekotorye svoæstva slabolakunarnyh stepennyh rØdov.

Uspehi mat. nauk, 37, No. 2 (1982), 249–250.

4. N. A. Shirokov, Analytic functions smooth up to the boundary. Lecture Notes in Math., 1312 (1988).

5. J. M. Anderson, Bounded analytic functions with Hadamard gaps. Mathematica,

23, No. 2 (1976), 142–147.

6. A. A. Gol~dberg, I. V. Ostrovskiæ, Raspredelenie znaqeniæ meromorfnyh funkciæ. Moskva, “Nauka”, 1970.

Shirokov N. A. An example of a fast decaying (p, A)-lacunary function. A function f(z) = ∑_∞ k=0 a_kz^{nk} analytic in the unit disc is said be (p, A)-lacunary if n_k ¿ Ak^p, 1 < p < ∞, A > 0 for all k ¿ 0. For 1 < p < 2, A > 0, a (p, A)-lacunary function f_{1,p,A}(z) is constructed that decays as x → 1 − 0 almost optimally.

Postupilo 5 ØnvarØ 2000 g. Sankt-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ fflektrotehniqeskiæ universitet