Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 272, 2000 g.

L. A. Bokut~, P. S. Kolesnikov

BAZISY GR^¨EBNERA–XIRXOVA: OT ZAROȷDENI˚ DO NAXIH DNE`

1. Vvedenie

A. I. Xirxov v 1962 godu [80] i B. Buhberger v 1965 godu [110] vveli odni i te ße, po suwestvu, idei dlØ lievyh mnogoqlenov (Xirxov) i kommutativnyh mnogoqlenov (Buhberger). �to, vo-pervyh, ponØtie kompozicii dvuh mnogoqlenov (Xirxov) ili S-mnogoqlena (Buhberger) i ponØtie mnoßestva mnogoqlenov, “polnogo” otnositel~no vzØtiØ kompoziciæ ili Smnogoqlenov (pozdnee Buhberger [111] nazval ffti mnoßestva bazisami Grëbnera; L. A. Bokut~ [16] nazval ffti mnoßestva “zamknutymi otnositel~no kompozicii”; v poslednee vremØ ffti mnoßestva dlØ algebr Li i associativnyh algebr stali nazyvat~ “bazisami Grëbnera–Xirxova”, sm. [95, 99, 101–105, 123, 155, 173]; xiroko ispol~zu¸tsØ takße terminy “nekommutativnye bazisy Grëbnera” ili “standartnye bazisy”). Vo-vtoryh, algoritmy popolneniØ Xirxova i Buhbergera, prisoedinenie k mnoßestvu S vseh netrivial~nyh posle privedeniØ otnositel~- no S (iskl¸qeniØ starxih slov mnogoqlenov S) kompoziciæ (Smnogoqlenov), do teh por, poka ne poluqitsØ polnoe mnoßestvo; Xirxov vvel special~noe oboznaqenie dlØ rezul~tata popolneniØ mnoßestva S – mnoßestvo S^∗. V tret~ih, lemma Xirxova o kompozicii i teorema Buhbergera. �ti poslednie utverßdeniØ govorØt, qto esli S – polnoe otnositel~no kompozicii (vzØtiØ S-mnogoqlenov) mnoßestvo, i f ∈ Id(S), to starxee slovo f = usv dlØ nekotorogo s ∈ S. Raznica v interpretacii zakl¸qalas~ v tom, qto Buhberger bral poslednee svoæstvo za opredelenie “bazisa Grebnera”, v to vremØ kak Xirxov formuliroval svo¸ lemmu dlØ l¸bogo S^∗. Pravda, u nego bylo ewe uslovie “ustoæqivosti” S^∗, no ono v lemme o kompozicii ne nußno i ne ispol~- zovalos~, a nußno dlØ suwestvovaniØ algoritma dlØ rexeniØ problemy ravenstva v faktor-algebre. V 1972 godu L. A. Bokut~ [16] sformuliroval lemmu Xirxova o kompozicii v sovremen- 26

BAZISY GR^¨EBNERA––XIRXOVA 27 nom vide.

Rabota Xirxova [80] dolgoe vremØ ostavalas~ praktiqeski neizvestnoæ za rubeßom. Meßedu proqim, pohoßaØ sud~ba byla u drugoæ raboty A. I. Xirxova [77], poka X. Amicur i N. Dßekobson (sm. [132]), a takße K. Proqezi [163] ne vveli ee v nauqnyæ obihod. V nastoØwee vremØ rabota [77] poluqila vseobwee priznanie kak novyæ metod v kombinatorike slov [148] i kak odna iz ideæ, privedxih E. I. Zel~manova k rexeni¸ oslablenoæ problemy Bernsaæda [30, 31] i A. R. Kemera k rexeni¸ problemy Xpehta [32, 33].

Cel~ fftogo obzora – rasskazat~, qto bylo sdelano v rassmatrivaemoæ oblasti (bazisy Grëbnera–Xirxova), naqinaØ s upomØnutoæ vyxe raboty Xirxova [80]. My bolee-menee podrobno obozrevaem to, qto bylo sdelano do 1978 goda, tem bolee, qto v to vremØ bylo vsego dva-tri avtora, kotorye fftim zanimalis~ (vkl¸qaØ Xirxova i odnogo iz avtorov fftogo obzora). Vs¸ otvetstvennost~ za fftu qast~ obzora i vyskazannye zdes~ kommentarii neset na sebe starxiæ iz avtorov (L. A. Bokut~).

Dalee, my korotko zatragivaem rezul~taty, poluqennye posle 1978 goda (goda poØvleniØ raboty Dß. Bergmana [93]), v tom qisle raboty, naqinaØ, s 1996 goda, kotorye ispol~zu¸t terminologi¸ “bazisov Grëbnera–Xirxova”. Nakonec, boleemenee podrobno obozrevaetsØ novaØ oblast~ primeneniØ ukazannoæ tehniki – konformnye algebry. Poslednie stali razvivat~- sØ sravnitel~no nedavno pod vliØniem rabot [90, 108, 120, 134]. Zdes~ otmeqeny rezul~taty, poluqennye aspirantom E. I. Zel~- manova – M. Roætmanom [166, 167], lemma o kompozicii [96] i kommutativnye konformnye algebry [35].

2. Osnovnye idei raboty Xirxova [80], kak oni izloßeny v Øvnom vide v rabote BokutØ [16]

Pust~ X = {x_1, x_2, . . . } – uporØdoqennoe mnoßestvo, x_i > x_j, esli i > j, k⟨X⟩ – svobodnaØ associativnaØ algebra nad polem k. Pust~, dalee, Lie⟨X⟩ – svobodnaØ algebra Li, poroßdennaØ v k⟨X⟩ mnoßestvom X otnositel~no lievogo umnoßeniØ [xy] =

xy − yx. Bazisnymi monomami (slovami) algebry Lie⟨X⟩ ØvlØ¸t-

sØ pravil~nye v smysle Xirxova slova [u] [78]. Seæqas oni nazyva¸tsØ slovami Lindona–Xirxova i daße slovami Lindona; nezavisimo ot Xirxova oni byli vvedeny v rabote [113]. Na-

28 L. A. BOKUT^, P. S. KOLESNIKOV qnem s opredeleniØ pravil~nogo associativnogo slova. Slovo u nazyvaetsØ pravil~nym, esli u = vw > wv v leksikografiqeskom smysle dlØ l¸byh v ≠ 1, w ≠ 1. Analogiqnoe opredelenie (s zamenoæ “bol~xe” na “men~xe”) bylo dano Lindonom neskol~ko ranee [149, 150]. Pod nazvaniem “slova Lindona” oni izuqa¸tsØ v kombinatorike slov (sm., naprimer, [148]). Ispol~zuetsØ takße termin “associativnye slova Lindona–Xirxova” (sm., naprimer, [101]). Na kaßdom pravil~nom associativnom slove u moßno rasstavit~ skobki, pol~zuØs~ sledu¸wim pravilom:

[u] = [[v][w]],

gde w – samyæ dlinnyæ pravil~nyæ konec slova u, togda v – nekotoroe pravil~noe naqalo u. Slova Lindona–Xirxova uporØdoqim sledu¸wim obrazom: [u] > [v] ⇔ u > v v uporØdoqennosti deg − lex (snaqala po stepeni, a potom leksikografiqeski). Pust~ f – starxee associativnoe slovo mnogoqlena f. �to oboznaqenie vvedeno v rabote [16]. Esli f – liev mnogoqlen, to f – pravil~noe slovo i

f = α[f] + ∑ i α_i[u_i], gde u_i – pravil~nye slova, men~xie f . Mnogoqlen f nazyvaetsØ unitarnym, esli α = 1.

KompoziciØ (f, g)_w dvuh lievyh mnogoqlenov f, g otnositel~no (pravil~nogo) slova w, takogo, qto w = fv = ug, deg f + deg g >

deg w, opredelØetsØ tak: (f, g)_w = [fv] − [ug], gde [fv], [ug] – nekotoraØ special~naØ rasstanovka skobok na fv i ug sootvetstvenno (sm. niße). V sovremennoæ terminologii, dlØ obrazovaniØ lievoæ kompozicii f i g, my dolßny snaqala vzØt~ associativnu¸ kompozici¸ fv − ug, a zatem rasstavit~ skobki “special~nym” obrazom. Osnovnoe svoæstvo kompozicii zakl¸qaetsØ v sledu¸wem: (f, g)_w < w.

BAZISY GR^¨EBNERA––XIRXOVA 29 V rabote [80] ot qitatelØ predpolagaetsØ svobodnoe vladenie ponØtiem iskl¸qeniØ starxego slova (ISS) odnogo lievogo mnogoqlena v drugom (“privedenie” odnogo mnogoqlena po modul¸ drugogo), vvedennym ranee v rabote [78]. Imenno, pust~ f, g – dva unitarnyh lievyh mnogoqlena, takih, qto f = ugv. Togda preobrazovanie f → f − [ugv], gde [ugv] – upomØnutaØ vyxe special~naØ rasstanovka skobok na

[ugv], nazyvaetsØ ISS g v f (ili privedeniem f po modul¸ g).

Dadim opredelenie special~noæ rasstanovki skobok. Opredelenie-Lemma [78]. Pust~ u = avb – pravil~noe slovo

s vydelennym pravil~nym podslovom v. Togda v slove Lindona– Xirxova [u] odna para skobok imeet vid [vc]: [u] = [a[vc]d], gde b = cd, slovo c moßet byt~ pustym. Predstavim c v vide c = c_1 . . . c_k, gde c_i – pravil~nye slova i c_1 ≤ · · · ≤ c_k. Takoe predstavlenie suwestvuet i edinstvenno (sr. [148]). Zamenim [vc] na slovo [. . . [[v][c_1]] . . . [c_k]]. Poluqennoe slovo

[u]_{a,v} = [u]_v

i est~ special~naØ rasstanovka skobok na u otnositel~no v. Togda imeem [u]_v = u.

V rabote [16] mnogoqlen f −[ugv], takoæ, qto f = ugv = w, takße nazvan kompozicieæ i oboznaqen (f, g)_w. OpØt~ imeem osnovnoe svoæstvo kompozicii: (f, g)_w < w. Mnoßestvo S lievyh mnogoqlenov nazyvaetsØ zamknutym otnositel~no kompozicii (bazisom Grëbnera–Xirxova po sovremennoæ terminologii), esli l¸baØ kompoziciØ (f, g)_w mnogoqlenov f, g ∈ S preobrazuetsØ v 0 s pomow~¸ ISS mnogoqlenov S. V rabote [16] poslednee uslovie neskol~ko oslableno. TrebuetsØ, qtoby

(f, g)_w = ∑ i α_i[a_is_ib_i], (1)

30 L. A. BOKUT^, P. S. KOLESNIKOV gde s_i ∈ S, [a_is_ib_i] = a_is_ib_i < w. Odnako iz lemmy Xirxova o kompozicii sleduet, qto esli S zamknuto v smysle (1), to ono zamknuto i v smysle ISS (obratnoe oqevidno). Pravda, pri fftom nußno ispol~zovat~ variant lemmy Xirxova iz raboty [16], otnosØwiæsØ k zamknutosti v smysle (1).

Takim obrazom, sledu¸waØ lemma Xirxova o kompoziciØh spravedliva pri l¸bom ponimanii zamknutosti S. Lemma o kompozicii ([80], v Øvnom vide sformulirovano v [16]). Pust~ S ⊂ Lie⟨X⟩ mnoßestvo unitarnyh lievyh mnogoqlenov, zamknutoe otnositel~no kompozicii (t.e. bazis Grëbnera– Xirxova). Esli f ∈ Id(S), to f = asb dlØ nekotorogo s ∈ S.

Sledstvie ([80], v Øvnom vide sformulirovano v [16]). Pust~

S – bazis Grëbnera–Xirxova v Lie⟨X⟩. Togda S-privedennye slova Lindona–Xirxova (t.e. slova [u], dlØ kotoryh u ≠ asb dlØ l¸bogo s ∈ S) obrazu¸t lineænyæ bazis faktor-algebry Lie⟨X⟩/Id(S) = Lie⟨X|S⟩, t.e. algebry Li s opredelØ¸wimi sootnoxeniØmi S.

Verno i obratnoe utverßdenie: Esli S-privedennye slova Lindona–Xirxova obrazu¸t lineænyæ bazis Lie⟨X|S⟩, to S zamknuto otnositel~no kompozicii (v oboih smyslah). DlØ associativnyh algebr ffto utverßdenie soderßitsØ v Diamond lemme [93], a dlØ algebr Li otmeqeno v rabote [101].

3. Bazisy svobodnyh algebr Li. Slova Lindona–Xirxova

IstoriØ bazisov svobodnyh algebr Li, v qastnosti, bazisa Lindona–Xirxova, zaslußivaet togo, qtoby rasskazat~ o neæ otdel~no. Vpervye bazis svobodnoæ algebry Li byl naæden M. Hollom v 1950 g. [127]. Bazisnye slova Holla ot lineæno uporØdoqennogo mnoßestva X opredelØ¸tsØ induktivno:

(1) Bazisnye slova x_i ∈ X dliny 1 opredeleny i uporØdoqeny, (2) Esli opredeleny i uporØdoqeny bazisnye slova dliny ≤ n, to (neassociativnoe) slovo (u) nazyvaetsØ bazisnym, esli

(u) = ((v)(w)), gde (v), (w) – bazisnye slova, (v) > (w), priqem

esli (v) = ((v_1)(v_2)), to (v_2) 6 (w). UporØdoqim bazisnye slova dliny ≤ n, sqitaØ, qto slova dliny n bol~xe vseh slov men~xeæ dliny.

Nado skazat~, qto po slovam A. I. Xirxova ffta baza byla im otkryta nezavisimo i ffto byl ego pervyæ nauqnyæ rezul~-

BAZISY GR^¨EBNERA––XIRXOVA 31 tat vo vremØ obuqeniØ v aspiranture MGU pod rukovodstvom A. G. Kuroxa (v 1950–1953 gg). Zatem oni s Kuroxem ubedilis~, qto fftot rezul~tat opublikovan i, rukovodstvuØs~ strogimi pravilami nauqnoæ fftiki, oni ne stali pretendovat~ na nezavisimost~. A. I. Xirxov nikogda publiqno ne zaØvlØl ob fftom i tol~ko mnogo let spustØ v razgovore s odnim iz avtorov fftih strok (L. A. Bokutem) rasskazal fftu istori¸. Qut~ pozße Xirxov poluqil dva vaßnyh rezul~tata o svobodnyh algebrah Li, kotorye voxli v ego kandidatsku¸ dissertaci¸ [75]: teoremu o svobode podalgebr svobodnyh algebr Li [76] (rezul~tat, nazyvaemyæ teper~ teoremoæ Xirxova–Vitta (sm. [165]; Vitt opublikoval ego v 1956 godu [172]) i teoremu o xirokoæ serii baz svobodnyh algebr Li. Imenno, on otkazalsØ ot uporØdoqennosti bazisnyh slov po dline i vmesto fftogo potreboval bolee slaboe uslovie: esli (u) = ((v)(w)), to (u) > (w). V ostal~nom induktivnoe opredelenie bazisnyh slov ostaetsØ takim ße, kak u M. Holla. Svo¸ seri¸ baz A. I. Xirxov opublikoval qerez 10 let v rabote [79]. K tomu vremeni, pol~zuØs~ metodom Xirxova, L. A. Bokut~ naxel bazy svobodnyh algebr Li, kotorye posle faktorizacii da¸t bazy svobodnyh razreximyh algebr Li i, bolee obwo, svobodnyh polinil~potentnyh algebr Li, sootvetstvu¸wih toßdestvu (. . . (L^{n1} )^{n2} . . . )^{nk} = 0, gde n_j ≥ 2, 1 ≤ j ≤ k,

k ≥ 1. Sluqaæ svobodnyh razreximyh algebr Li sootvetstvuet

posledovatel~nosti (2, . . . , 2). Po slovam A. I. Xirxova ffto “zastavilo” ego opublikovat~ svo¸ seri¸ baz, a zatem byli opublikovany i bazy BokutØ [6]. Qerez neskol~ko let posledniæ rezul~tat byl pereotkryt Reætenauffrom [164] (sm. takße [165]). SeriØ baz Xirxova byla pereotkryta v [171] i voxla v knigu [165] pod nazvaniem bazy Holla. V rabote [101] oni byli nazvany bazami Holla–Xirxova.

Baza iz slov Lindona–Xirxova ØvlØetsØ qastnym sluqaem baz Holla–Xirxova, esli v kaqestve uporØdoqennosti vzØt~ leksikografiqesku¸ uporØdoqennost~, pri kotoroæ naqalo slova bol~xe vsego slova: [u] > [v] ⇔ u > v leksikografiqeski.

Associativnye slova Lindona–Xirxova v nastoØwee vremØ igra¸t vaßnu¸ rol~ v kombinatorike slov (sm., naprimer, [148]).

32 L. A. BOKUT^, P. S. KOLESNIKOV

Nedavno metod, kotoryæ byl ispol~zovan Xirxovym v [79] dlØ dokazatel~stva lineænoæ nezavisimosti bazisnyh slov, byl ispol~zovan v rabote [98] dlØ nahoßdeniØ bazy svobodnoæ associativnoæ konformnoæ algebry. Drugoe dokazatel~stvo, ispol~- zu¸wee lemmu o kompozicii – Diamond-lemmu, imeetsØ v rabote M. Roætmana [166].

4. Algebry Li s odnim sootnoxeniem. Svobodnye proizvedeniØ algebr Li

Pervye primeneniØ, kotorye sdelal A. I. Xirxov [80], kasalis~ algebr Li s odnim sootnoxeniem Lie⟨X|s = 0⟩. Zameqatel~noe svoæstvo pravil~nyh associativnyh slov zakl¸qaetsØ v tom, qto nikakoe naqalo pravil~nogo slova ne sovpadaet s ego koncom. Ots¸da sleduet, qto ne suwestvuet kompozicii lievogo mnogoqlena s samim soboæ. Pofftomu odnofflementnye mnoßestva svobodnyh algebr Li zamknuty otnositel~no kompozicii i k nim moßno primenit~ lemmu o kompozicii. V rezul~tate algoritm ISS daet razreximost~ problemy ravenstva v l¸boæ algebre Li s odnim sootnoxeniem.

Nebol~xie izmeneniØ v preduduwih rassußdeniØh privodØt k teoreme o svobode dlØ algebr Li: Esli s(x_1, . . . , x_n) v zapisi qerez slova Lindona–Xirxova soderßit bukvu x_n, to x_1, . . . , x_{n−1} poroßda¸t v Lie⟨X|s = 0⟩ svobodnu¸ podalgebru. Deistvitel~- no, za sqet izmeneniØ funkcii stepeni (deg x_n ≫ 1, deg x_i = 1,

1 ≤ i ≤ n − 1) vsegda moßno sqitat~, qto starxee slovo s otnosi-

tel~no porØdka deg − lex soderßit x_n. Teper~ teorema o svobode vytekaet iz sledstviØ lemmy o kompozicii.

V rabote [81] metod kompozicii primenØetsØ dlØ nahoßdeniØ bazisa svobodnogo proizvedeniØ algebr Li. Pust~ A, B – algebry Li s bazisami {a_i}_{i∈I} , {b_j}_{j∈J} sootvetstvenno. Bazisom svobodnogo proizvedeniØ A∗B ØvlØ¸tsØ vse tak nazyvaemye osobye slova Lindona–Xirxova v alfavite {a_i}∪{b_j}. Slovo Lindona– Xirxova [u] nazyvaetsØ osobym, esli u ne soderßit podslov

a_ia_j, i > j, i, j ∈ I i b_ib_j, i > j, i, j ∈ J. �to srazu sleduet iz

predstavleniØ A ∗ B = ⟨{a_i} ∪ {b_j} | [a_ia_j] − ∑ α^k_{ij}a_k = 0 (i > j, i, j ∈ I), [b_ib_j ] − ∑ β^k_{ij} b_k = 0 (i > j, i, j ∈ J)⟩.

BAZISY GR^¨EBNERA––XIRXOVA 33 Sistema sootnoxeniæ A ∗ B zamknuta otnositel~no kompozicii. Pofftomu utverßdenie o lineænom bazise A ∗ B vytekaet iz sledstviØ lemmy o kompozicii.

V fftoæ ße rabote [81] A. I. Xirxov postroil kontrprimer k gipoteze Kuroxa–Vitta o stroenii podalgebr svobodnogo proizvedeniØ algebr Li. Imenno, im byli postroeny algebry Li A, B, i podalgebra C ⊂ A ∗ B, takie, qto C ne imeet vid

F ∗ (C ∩ A) ∗ (C ∩ B), gde F – svobodnaØ algebra Li. Imenno tak,

po teoreme Kuroxa [40], ustroeny podalgebry svobodnogo proizvedeniØ neassociativnyh algebr A, B. Tak ße ustroeny podalgebry svobodnogo kommutativnogo (antikommutativnogo) proizvedeniØ takih ße algebr [21].

V dal~neæxem podalgebry svobodnyh proizvedeniæ algebr Li izuqal G. P. Kukin [37, 39], sm. takße [100]. V qastnosti, dekartova podalgebra svobodnogo proizvedeniØ algebr Li (Ødro gomomorfizma na prØmu¸ summu) ØvlØetsØ svobodnoæ algebroæ Li [37]. �tot ße rezul~tat nezavisimo poluqil D. �ædel~kind (ne opublikovano), uqenik A. L. Xmel~kina.

5. Algebraiqeski zamknutye algebry Li

V rabotah L. A. BokutØ [4, 5], metod kompozicii ispol~zovan dlØ dokazatel~stva vloßimosti proizvol~noæ algebry Li v algebraiqeski zamknutu¸ algebru Li. Pust~ L – algebra Li nad k s bazoæ {a_i}_{i∈I} . Pust~ X = {x_1, x_2, . . . } – sqetnoe mnoßestvo peremennyh, Lie⟨X⟩ – svobodnaØ algebra Li nad k, poroßdennaØ X. Pust~, dalee, L ∗ Lie⟨X⟩ – svobodnoe lievo proizvedenie algebr L i Lie⟨X⟩. Kak sleduet iz lemmy o kompozicii, bazoæ

L ∗ Lie⟨X⟩ ØvlØ¸tsØ vse slova Lindona–Xirxova [u], takie, qto

u ne soderßit podslov a_ia_j , i > j. Vyraßenie f(x_1, . . . , x_n) = 0, gde f ∈ L ∗ Lie⟨X⟩, f /∈ L, nazyvaetsØ lievym algebraiqeskim uravneniem nad L. Algebra L nazyvaetsØ algebraiqeski zamknutoæ, esli l¸boe lievo algebraiqeskoe uravnenie nad L imeet rexenie v L.

DlØ dokazatel~stva vloßimosti L v algebraiqeski zamknutu¸ algebru Li, dostatoqno sdelat~ odin xag. A imenno, dostatoqno ustanovit~, qto L ØvlØetsØ podalgebroæ sledu¸weæ alge-

34 L. A. BOKUT^, P. S. KOLESNIKOV bry Li L_f : L_f = Lie⟨{a_i} ∪ X | [a_ia_j ] − ∑ α^k_{ij}a_k = 0 (i > j), f(x_1, . . . , x_n) = 0⟩ (sqitaem a_i > a_j pri i > j, i vsegda x_i > a_j ). DlØ fftogo dostatoqno naæti sistemu sootnoxeniæ algebry L_f , zamknutu¸ otnositel~no kompozicii. Pust~ f = ux_ia_{i1} . . . a_{ik} , gde i_1 ≤ · · · ≤ i_k, k ≥ 0. Esli k = 0, to opredelØ¸wie sootnoxeniØ

L_f zamknuty otnositel~no kompozicii. Pust~ k > 0. Togda k

sootnoxeniØm L_f nußno dobavit~ sootnoxeniØ vida [. . .[fa_{j1} ] . . . a_{js} ] = 0, gde s ≥ 0, j_1, . . . , j_s < i_k. Starxee associativnoe slovo fftogo sootnoxeniØ imeet vid [. . . [fa_{j1} ] . . . a_{js} ] = ux_i⟨a_{i1} . . . a_{ik} a_{j1} . . . a_{js} ⟩, gde skobki ⟨ ⟩ oznaqa¸t, qto bukvy vnutri fftih skobok nußno raspoloßit~ v porØdke neubyvaniØ (poslednØØ bukva vsegda ravna a_{ik} ).

V svØzi s fftoæ rabotoæ L. A. Bokut~ [94] postavil dva voprosa: Suwestvu¸t li algebraiqeski zamknutye gruppy (v sluqe grupp uravneniem nad G nazyvaetsØ vyraßenie f ∈ G ∗ Gr⟨X⟩, gde f ne soprØßeno nikakomu fflementu G)? Suwestvu¸t li algebraiqeski zamknutye associativnye algebry? Pervyæ vopros rassmatrivalsØ S. Brodskim [20], kotoryæ dokazal sledu¸wu¸ teoremu o vloßenii: L¸baØ lokal~no indikabel~naØ gruppa (v kotoroæ l¸baØ koneqnoporoßdennaØ podgruppa gomomorfno otobraßetsØ na beskoneqnu¸ cikliqesku¸ gruppu) vloßima v algebraiqeski zamknutu¸ gruppu. Vtoroæ vopros byl rexen takße poloßitel~no L. G. Makar-Limanovym [151]. Svo¸ rabotu L. G. Makar-Limanov dokladyval v Novosibirske na seminare L. A. BokutØ v 1977 godu. No lix~ nedavno odnomu iz uqastnikov fftogo seminara, P. S. Kolesnikovu, soavtoru fftogo obzora, udalos~ okonqatel~no razobrat~sØ vo vseh detalØh fftoæ raboty. Imenno, v rabote [34] postroen drugoæ primer algebraiqeski zamknutogo tela i odnovremenno proØsneny vse mesta raboty [151], kotorye ostavalis~ neØsnymi (sm. [34]).

BAZISY GR^¨EBNERA––XIRXOVA 35 Iz suwestvovaniØ algebraiqeski zamknutyh tel sleduet, kak zametil L. G. Makar-Limanov [151], teorema o svobode dlØ associativnyh algebr nad polem harakteristiki nul~. Imenno, pust~ f – fflement svobodnoæ associativnoæ algebry

k⟨x_1, . . . , x_n⟩, soderßawiæ x_n; s(x_1, . . . , x_{n−1}) ∈ ( f ) ∩ k⟨x_1, . . . , x_{n−1}⟩. Togda iz teoremy [151] sleduet, qto s = 0.

Deæstvitel~no, predpoloßim, qto s(x_1, . . . , x_{n−1}) ∈ (f) ∩ k⟨x_1, . . . , x_{n−1}⟩. Togda dlØ algebraiqeski zamknutogo tela A nad algebraiqeskim zamykaniem k iz togo, qto f(a_1, . . . , a_n) = 0, sleduet s(a_1, . . . , a_{n−1}) = 0 (a_1, . . . , a_n ∈ A). Pust~ s ≢ 0. Zapixem f = f_1 + f_0, gde f_1 ∈ (x_n), f_0 ∈

k⟨x_1, . . . , x_{n−1}⟩. Togda (sf)(x_1, . . . , x_n) ≢ 0, sledovatel~no, suwe-

stvu¸t a_1, . . . , a_n ∈ A takie, qto (sf)(a_1, . . . , a_n) ≠ 0. Vyraßenie

T_1(x) = f_1(a_1, . . ., a_{n−1}, x) zavisit ot x, poskol~ku T_1(0) = 0, a T_1(a_n) ≠ 0. Znaqit, levaØ qast~ uravneniØ f(a_1, . . . , a_{n−1}, x) = 0

zavisit ot x, pofftomu, v silu algebraiqeskoæ zamknutosti, suwestvuet b ∈ A takoe, qto f(a_1, . . ., a_{n−1}, b) = 0. �to znaqit, qto

s(a_1, . . . , a_{n−1}) = 0, no (sf_1)(a_1, . . . , a_n) ≠ 0 – protivoreqie.

V rabote [18] L. A. Bokut~ vernulsØ k vloßeniØm v algebraiqeski zamknutye algebry Li i dokazal novye teoremy v duhe otmeqennyh v p. 8 rabot [17] i [18].

6. Problema ravenstva dlØ algebr Li

OsnovnaØ problema, kotoraØ volnovala A. I. Xirxova v ego rabote [80], byla problema ravenstva dlØ koneqno opredelennyh algebr Li. Vo vvedenii on upominaet rezul~tat P. S. Novikova [53] o nerazreximosti problemy ravenstva dlØ grupp i pixet, qto “k soßaleni¸, problemu ravenstva dlØ algebr Li rexit~ ne udalos~”. Problema ravenstva dlØ algebr Li byla rexena L. A. Bokutem v uße upominavxeæsØ rabote [16] kak sledstvie teoremy o vloßenii nekotoryh rekursivno opredelennyh algebr Li v koneqno opredelennye algebry Li. Imenno, v rabote bylo

36 L. A. BOKUT^, P. S. KOLESNIKOV dokazano, qto dlØ l¸bogo rekursivno pereqislimogo mnoßestva M natural~nyh qisel algebra Li tipa L_M = Lie⟨a, b, s|[ab^ns] = 0, n ∈ M ⟩, gde [ab^ns] = [[. . .[ab] . . .b]s], vloßima v koneqno opredelennu¸ algebru Li. Pri fftom ispol~zovalas~ teorema MatiØseviqa [45] o diofantovom predstavlenii l¸bogo rekursivno pereqislimogo mnoßestva M . V qastnosti, poskol~ku problema ravenstva v

L_M nerazrexima dlØ nerekursivnogo M (n ∈ M ⇔ [ab^ns] = 0 v L_M , ffto sleduet iz lemmy o kompozicii), ona nerazrexima i v

sootvetstvu¸weæ koneqno opredelennoæ algebre Li.

Bolee prostoæ primer koneqno opredelennoæ algebry Li s nerazreximoæ problemoæ ravenstva naxel G. P. Kukin [38]. Pust~ Φ = ⟨X = {x_1, . . . , x_n} | A_i = B_i, 1 ≤ i ≤ k⟩ – koneqno opredelennaØ polugruppa s nerazreximoæ problemoæ ravenstva, gde slova A_i, B_i ne pustye. Pust~ Y = {y_1, . . . , y_n}. Rassmotrim algebru Li L_Φ = Lie⟨X ∪ Y ∪ {a} | [aA_i] = [aB_i] (1 ≤ i ≤ k), [x_iy_j ] = 0, [ax_i] = [ay_i] (1 ≤ i, j ≤ n)⟩.

Togda

A = B(Φ) ⇔ [aA] = [aB](L_Φ),

gde A, B – slova v alfavite X. Sledovatel~no, problema ravenstva nerazrexima v L_Φ.

V teorii grupp horoxo izvestna Teorema Higmana ([130]). L¸baØ rekursivno opredelennaØ gruppa

vloßima v koneqno opredelennu¸ gruppu.

V svØzi s fftim rezul~tatom i dokazannoæ v [16] teoremoæ o vloßenii, L. A. Bokut~ v toæ ße rabote postavil dva voprosa:

1) Vloßima li proizvol~naØ rekursivno opredelennaØ algebra Li (nad “horoxim” polem, naprimer Q ili koneqnym) v koneqno opredelennu¸ algebru Li?

2) Tot ße vopros dlØ associativnyh algebr.

Vtoroæ vopros byl rexen V. ˚. BelØevym [3] (uqenikom M. A. Taæclina). Pervyæ vopros sqitalsØ rexennym poqti 20 let, poka v obzore O. G. Harlampoviq i M. V. Sapira [139]

BAZISY GR^¨EBNERA––XIRXOVA 37 ne byla ukazana oxibka v sootvetstvu¸weæ rabote. Takim obrazom, pervyæ vopros ostaetsØ otkrytoæ problemoæ.

V dal~neæxem O. G. Harlampoviq [69] postroila primer koneqno opredelennoæ algebry Li s nerazreximoæ problemoæ ravenstva, kotoraØ odnovremenno ØvlØetsØ razreximoæ (L^{(3)} = 0).

7. Rabota V. N. Gerasimova [22]

Associativnym algebram s odnim opredelØ¸wim sootnoxeniem posvØwena rabota uqastnika seminara BokutØ V. N. Gerasimova [22].

Pust~ F = k⟨X⟩ – svobodnaØ associativnaØ algebra nad k, poroßdennaØ X, f – odnorodnyæ mnogoqlen iz F . Qerez F_n, n ≥ 0, budem oboznaqat~ prostranstvo odnorodnyh stepeni n mnogoqlenov iz F , F_0 = k. Sledu¸waØ teorema imeet prostu¸ formulirovku, no oqen~ sloßnoe dokazatel~stvo.

Teorema Gerasimova [22]. Sistema podprostranstv {FnfFm, n,

m ≥ 0} poroßdaet distributivnu¸ strukturu podprostranstv F (otnositel~no pereseqeniØ i summy podprostranstv).

Iz fftoæ teoremy bolee-menee prosto vyvodØtsØ dva osnovnyh sledstviØ.

Sledstvie 1 [22]. Pust~ g ∈ F , f – starxaØ odnorodnaØ qast~

g. Predpoloßim, qto f ne imeet obwego sobstvennogo pravogo i levogo mnoßitelØ:

f = f_1f_2 = f_3f_1 ⇒ f_1 ∈ k.

Togda problema ravenstva v algebre Ass⟨X|g = 0⟩ algoritmiqeski razrexima.

K soßaleni¸, fftot rezul~tat ne daet niqego novogo dlØ polugrupp. DlØ polugrupp s odnim opredelØ¸wim sootnoxeniem problema ravenstva ostaetsØ otkrytoæ. S. I. AdØn [1] dokazal, qto problema ravenstva razrexima dlØ l¸boæ polugruppy s sootnoxeniem A = 1. Luqxim poka ostaetsØ rezul~tat AdØna i OganesØna [2] o razreximosti problemy ravenstva dlØ polugrupp s nesokratimym sootnoxeniem A = B, t.e. kogda A i B ne ime¸t obweæ naqal~noæ ili koneqnoæ bukvy.

38 L. A. BOKUT^, P. S. KOLESNIKOV

Sledstvie 2 (teorema Bekelina [88]). RØd Gil~berta^∑ dnt^n as-

sociativnoæ algebry A s odnim odnorodnym opredelØ¸wim sootnoxeniem, gde d_n = dim A_n, A_n – n-Ø odnorodnaØ qast~ A, racionalen.

Izvestno, qto v obwem sluqae rØd Gil~berta ne racionalen (sm. [65]). �to byl otvet na problemu Govorova–Kostrikina– Xafareviqa.

8. Lemma o kompozizii i Diamond lemma

Lemma Xirxova o kompozicii [80], v Øvnom vide [16], kasalas~ algebr Li. Odnako, ffta ße samaØ lemma verna i dlØ associativnyh algebr, nußno tol~ko “snØt~” skobki vo vseh rassußdeniØh, t.e. suwestvenno uprostit~ vse opredeleniØ i dokazatel~stva. �to bylo izvestno samomu A. I. Xirxovu s samogo naqala. Naprimer, v razgovore s L. A. Bokutem vo vremØ Vseso¸znogo algebraiqeskogo kollokviuma, Kiev, 1963, on otmetil, qto dlØ associativnyh algebr vse rassußdeniØ ego raboty [80] osta¸tsØ spravedlivymi. Tem ne menee, lemma o kompozicii dlØ associativnyh algebr byla sformulirovana tol~ko v 1976 godu v rabote L. A. BokutØ [17]. �to bylo sdelano v svØzi s neobhodimost~¸ imet~ delo so sloßnymi opredelØ¸wimi sootnoxeniØmi associativnyh algebr. �ti sootnoxeniØ voznikli pri dokazatel~stve teorem o vloßenii proizvol~nyh associativnyh algebr v prostye associativnye algebry, ØvlØ¸wiesØ summami 3-h ili 4-h proizvol~nyh (ili dostatoqno obwih, naprimer, nil~potentnyh) algebr. Dokazannye v rabote teoremy ØvlØ¸tsØ lineænymi analogami teorem o vloßenii F. Holla [128] dlØ grupp.

V toæ ße rabote [17] imeetsØ ssylka na preprint poØvivxeæsØ pozdnee raboty Dß. Bergmana [93], gde dokazana Diamond lemma. V [17] otmeqeno, qto lemma o kompozizii i Diamond lemma, po suwestvu, ravnosil~ny, i otliqa¸tsØ tol~ko Øzykom. Napomnim, qto Diamond lemma moßet byt~ sfomulirovana korotko na Øzyke perepisyva¸wih sistem sledu¸wim obrazom (sm. [166]): Pust~

S – mnoßestvo unitarnyh mnogoqlenov. Togda perepisyva¸waØ sistema R(S) (iskl¸qenie starxih slov mnogoqlenov S) udovletvorØet uslovi¸ sliØniØ (ili konfl¸ffntnosti, sm. p. 9) togda i tol~ko togda, kogda R(S)-terminal~nye (t.e. S-privedennye) slo-

BAZISY GR^¨EBNERA––XIRXOVA 39

va obrazu¸t lineænyæ bazis algebry s opredelØ¸wimi sootnoxeniØmi S.

�ta lemma byla sformulirovana i dokazana dlØ nekommutativnyh mnogoqlenov. Na samom dele zdes~ S moßet byt~ mnoßestvom kommutativnyh, nekommutativnyh ili lievyh mnogoqlenov.

Rabota [93] imela sqastlivu¸ nauqnu¸ sud~bu. Ona byla opublikovana “v nußnoe vremØ, v nußnom meste” i ispol~zovalas~ mnogokratno. V kakom-to smysle Diamond lemma “zaslonila” soboæ lemmu Xirxova o kompozicii (kstati, v rabote [93] lemma Xirxova ne upominaetsØ, hotØ ee sovremennaØ formulirovka imelas~ k tomu vremeni v rabote [16], kotoraØ citiruetsØ v [93]).

No Diamond lemma ne moßet zamenit~ algoritm Buhbergera i bazisy Grëbnera v kommutativnom sluqae. Toqno tak ße ona ne moßet zamenit~ algoritm Xirxova i bazisy Grëbnera– Xirxova v ostal~nyh sluqaØh.

Nedavno v preprinte [97] bylo predloßeno sledstvie iz lemmy o kompozicii (v usilennom variante) nazyvat~ odnovremenno Lemmoæ o kompozicii – Diamond lemmoæ (Composition-Diamond lemma, ili CD-lemma, dlØ kratkosti). Priqem CD-lemma, kak i lemma o kompozicii – teorema Buhbergera spravedliva dlØ l¸- bogo iz klassov algebr: kommutativnyh, associativnyh, lievyh i konfomnyh (v neskol~ko oslablennom vide, sm. niße). Itak, vot ee fomulirovka (sr. s [166, 167]).

CD-lemma. Pust~ S – mnoßestvo unitarnyh “mnogoqlenov”

(kommutativnyh, nekommutativnyh, lievyh, konformnyh). Esli S – bazis Grëbnera–Xirxova, to S-privedennye bazisnye slova obrazu¸t lineænyæ bazis sootvetstvu¸weæ algebry s opredelØ- ¸wimi sootnoxeniØmi S. DlØ “klassiqeskih” (ne konformnyh) mnogoqlenov verno i obratnoe.

9. Perepisyva¸wie sistemy i bazisy Grëbnera–Xirxova dlØ grupp

V rabotah L. A. BokutØ [7–11, 13, 14, 19] postroeny ffffektivnye perepisyva¸wie sistemy dlØ grupp. Dadim opredeleniØ, sleduØ poqti doslovno avtoreferatu [15]. Pust~ G = Gr⟨X|Φ⟩ – nekotoroe kopredstavlenie gruppy. Pust~ S = ST [X ∪ X^{−1}|Ψ] – nekotoraØ odnostoronnØØ associativnaØ (polu-TuevskaØ) sistema, gde Ψ = {u_i → v_i, i ∈ I} – sistema odnostoronnih preobrazo-

40 L. A. BOKUT^, P. S. KOLESNIKOV vaniæ. Takim obrazom, fflementarnye preobrazovaniØ v S ime¸t vid uu_iv → uv_iv, i ∈ I. Opredelim u →^∗ v, esli u → · · · → v v S. Slovo u nazyvaetsØ kanoniqeskim (terminal~nym) esli ni odno preobrazovanie iz Ψ, krome toßdestvennogo, ne primenimo k u. Sistema S nazyvaetsØ perepisyva¸weæ sistemoæ dlØ G, esli vypolnØ¸tsØ usloviØ:

1) Esli u →^∗ v v S, to u = v v G.

2) Esli u = v v G, to suwestvuet slovo w, takoe, qto u →^∗ w,

v →^∗ w v S (uslovie Qerqa–Rossera, ili sliØniØ, ili konfl¸-

ffntnosti).

3) DlØ l¸bogo u ∈ S suwestvuet kanoniqeskoe slovo C(u), takoe, qto u →^∗ C(u) v S.

Iz fftih uslovii sleduet, qto u = v v G togda i tol~ko togda, kogda C(u) ≡ C(v) (grafiqeskoe ravenstvo slov).

Zametim, qto v rØde sluqaev prihoditsØ oslablØt~ 2): 2^′) Esli u = v v G, to suwestvu¸t ffkvivalentnye slova w_1 i w_2 (otnositel~no nekotoroæ ffkvivalentnosti ≡_α, takoæ, qto

u ≡_α v ⇒ u = v v G), qto u →^∗ w_1, v →^∗ w_2.

V fftom sluqae u = v v G togda i tol~ko togda, kogda C(u) ≡_α C(v). V rabotah L. A. BokutØ vvedeno ponØtie gruppy so standartnym bazisom, dlØ kotoroæ suwestvuet “standartnaØ” perepisyva¸waØ sistema so svoæstvami 1–3 (zdes~ slovo “bazis” imeet smysl, blizkiæ k “lineænomu bazisu” v gruppovoæ algebre). Krome togo, dlØ grupp qastnyh mul~tiplikativnyh polugrupp nekotoryh kolec opredeleny gruppy s otnositel~nym standartnym bazisom, dlØ kotoryh suwestvuet standartnaØ perepisyva¸waØ sistema s usloviØmi 1, 2^′), 3). Poluqeny sledu¸wie rezul~taty:

a) Gruppy Buna G(T, q) [106] oblada¸t otnositel~no rekursivnymi perepisyva¸wimi sistemami, otnositel~no special~- noæ problemy ravenstva dlØ ishodnoæ polugruppy T . S pomow~¸ fftogo netrudno dokazyvaetsØ, qto problema ravenstva v

G(T, q) moßet imet~ l¸bu¸ t~¸ringovu¸ stepen~ nerazreximo-

sti (trudnosti) [7, 8]. Ranee fftot rezul~tat drugimi metodami byl poluqen A. A. Fridmanom [67, 68], K. R. L. KlØfamom [114], U. Bunom [107].

b) Gruppy Novikova A_{p1,p2} [54] ime¸t rekursivnye perepisyva¸wie sistemy [9].

BAZISY GR^¨EBNERA––XIRXOVA 41 Ots¸da sleduet, qto problema ravenstva v fftih gruppah razrexima (A. A. Fridman [66]).

v) S ispol~zovaniem b), dokazano, qto problema soprØßennosti dlØ grupp Novikova A_{p1,p2} moßet imet~ proizvol~nu¸ t~¸ringovu stepen~ sloßnosti [12]. Nezavisimo suwestvovanie koneqno opredelennyh grupp s fftim svoæstvom bylo dokazano D. Kollinzom [115].

g) Pust~ Q_4 = Smg⟨{a_i, b_i, s_i, s_i, t_i(1 ≤ i ≤ 4), v_o, v_1}|a_is_i = s_iv_0, b_is_{i+1} = s_iv_1, b_it_{i+1} = a_it_i(1 ≤ i ≤ 4), t_5 = t_1, s_5 = s_1⟩

– koneqno opredelennaØ polugruppa. Pust~ GF (2) – pole iz dvuh fflementov, GF (2)(Q_4) – polugruppovaØ algebra, GF (2)(Q_4) – ee zamykanie do algebry formal~nyh rØdov (ffto oblast~ celostnosti), S = GF (2)(Q_4)^∗ – mul~tiplikativnaØ polugruppa nenulevyh fflementov, G = G(S) – gruppa qastnyh (t.e. gruppa s temi ße obrazu¸wimi i opredelØ¸wimi sootnoxeniØmi, qto i polugruppa S).

Teorema ([10, 13, 14, 19]. Gruppa G obladaet otnositel~no stan-

dartnoæ perepisyva¸weæ sistemoæ s usloviØmi 1, 2’, 3. Zdes~ u ≡_α v oznaqaet, qto iz u moßno pereæti v v s pomow~¸ preobrazova- niæ (1 + pA)p ↔ p(1 + Ap), (1 + Ap)p^{−1} ↔ p^{−1}(1 + pA),

gde p – neobratimyæ rØd iz GF (2)(Q_4), A – proizvol~nyæ rØd. Dalee, esli u – poloßitel~noe slovo gruppy G (t.e. slovo v S), to C(U ) poluqaetsØ iz u s pomow~¸ polugruppovyh preobrazovaniæ v S. V qastnosti, polugruppa S vloßima v gruppu G.

Sledstvie. PolugruppovaØ algebra GF (2)(Q(4)) obladaet sledu¸-

wimi svoæstvami:

– ee mul~tiplikativnaØ polugruppa vloßima v gruppu, – sama algebra ne vloßima v telo (tak kak v obertyva¸wem tele (v^{−1}_0 v_1)^4 = 1, t.e. v_0 = v_1, qto nevozmoßno).

�ta problema voznikla u A. I. Mal~ceva ewe do voæny (sr. [44], str. 4) v svØzi s ego primerom kol~ca bez deliteleæ nulØ, ne vloßimogo v telo (rexenie problemy Van-der- Vardena [152]).

42 L. A. BOKUT^, P. S. KOLESNIKOV

Drugie primery, rexavxie problemu Mal~ceva byli postroeny odnovremenno (anonsirovano na Moskovskom matematiqeskom kongresse, 1966) A. A. KlØænom [104] i A. Bautelom [109]. Poslednie primery ne ØvlØ¸tsØ polugruppovymi. Algebra GF (2)(Q_4) ostaetsØ do sih por edinstvennym primerom polugruppovoæ algebry so svoæstvami Mal~ceva.

Nedavno v diplomnoæ rabote D. Puga [57] bylo pokazano, qto perepisyva¸waØ sistema dlØ gruppy Buna [7, 8], toqnee, sootnoxeniØ fftoæ sistemy, ØvlØetsØ niqem inym, kak bazisom Grëbnera–Xirxova fftoæ gruppy (t.e. ee gruppovoæ algebry). �to daet osnovanie predpoloßit~, qto i vo vseh ostal~nyh sluqaØh v citirovannyh rabotah L. A. BokutØ dlØ grupp postroeny bazisy Grëbnera–Xirxova fftih grupp.

Perepisyva¸wimi sistemami dlØ kvazigrupp zanimalis~ T. �vans [118, 119], M. M. Gluhov [23–25], L. V. Xabunin [71– 73] (sm. takße [74]).

10. Lemma o kompozizii, Diamond lemma, nekommutativnye bazisy Grëbnera, standartnye bazisy v 1978–2000 godah

My ne stavim svoeæ cel~¸ skol~ko-nibud~ polno ohvatit~ vse issledovaniØ posle 1978 goda. Otmetim lix~ nekotorye.

V. N. Ufnarovskiæ naqal ispol~zovat~ tehniku lemmy Xirxova o kompozicii vo vremØ uqeby v aspiranture MGU pod rukovodstvom A. I. Kostrikina. On primenØl fftu tehniku dlØ izuqeniØ rosta associativnyh algebr, klassifikacii associativnyh algebr s dvumØ kvadratiqnymi sootnoxeniØmi, dlØ rexeniØ problemy Govorova–Kostrikina–Xafareviqa ([58–64]). Im byl napisan obzor, kotoryæ xiroko izvesten sredi specialistov [65].

D. Anik (D. Anick) izuqal s ispol~zovaniem Diamond lemmy rØdy Gil~berta, gomologii, global~nu¸ razmernost~ associativnyh algebr, vvel kompleks, kotoryæ poluqil nazvanie kompleksa Anika i izuqaetsØ do sih por ([83–86]).

V. N. Latyxev rassmatrival standartnye bazisy v universal~nyh obertyva¸wih algebrah, napisal pervoe na russkom Øzyke sistematiqeskoe izloßenie standartnyh bazisov, izuqal svoæstva algebr s koneqnymi standartnymi bazisami [41, 42, 122, 144, 145] (sm. takße [91]).

BAZISY GR^¨EBNERA––XIRXOVA 43 T. Mora nezavisimo prixel k idee nekommutativnyh bazisov Grëbnera i izuqal ih svoæstva ([125, 158–160]).

A. A. Mihalev dokazal lemmu o kompozicii dlØ cvetnyh (super) algebr Li i p-algebr Li, ih universal~nyh obertyva¸- wih ([46–49], [52, 87, 153, 155, 156, 173]), a takße ispol~zoval ee dlØ poluqeniØ rezul~tatov o standartnyh bazisah idealov superkommutativnyh mnogoqlenov [157]. V rabote [51] tehnika kompoziciæ v svobodnoæ neassociativnoæ algebre ispol~zuetsØ dlØ postroeniØ lineænogo bazisa svobodnoæ levosimmetriqnoæ superalgebry.

D. Aæzenbad, I. Peeva i B. Xturmfel~s [117], proveli issledovanie kommutativnyh bazisov Grëbnera s toqki zreniØ nekommutativnyh bazisov Grëbnera. V rabote [147] tehnika bazisov Grëbnera primenena dlØ izuqeniØ triangulØciæ special~nogo tipa grafov. Takße tam otmeqeny vozmoßnosti primeneniØ fftoæ tehniki v kombinatornoæ optimizacii i nekotoryh drugih voprosah teorii grafov.

V knige N. Koblica [141] izloßena kriptologiqeskaØ shema tipa PKC (Public Key Cryptosystem), osnovannaØ na bazisah Grëbnera. IdeØ zakl¸qaetsØ v tom, qto derßitsØ v sekrete nekotoryæ bazis Grëbnera S iz k[X] i publikuetsØ mnoßestvo Sprivedennyh slov M (ili ego qast~, esli M beskoneqno ili oqen~ bol~xoe). �to M sqitaetsØ mnoßestvom soobweniæ. Predpoloßim, qto Bob hoqet poslat~ Alise soobwenie m ∈ M po otkrytomu kanalu. On smotrit ee otkrytyæ kl¸q – mnoßestvo polinomov A = {q_1, . . . , q_s} iz ideala, poroßdennogo S, i kodiruet m sluqaænym obrazom v vide s = m + ∑ t_iq_i. Alisa, poluqaØ s

i znaØ S, legko vosstanavlivaret m s pomow~¸ algoritma ISS mnogoqlenov S. Tret~Ø storona (Katerina) ne znaet S i eæ trudno vosstanovit~ m (trudnost~ dlØ Kateriny zakl¸qaetsØ v vyqislenii bazisa Grëbnera ideala, poroßdennogo mnoßestvom A).

E. S. Golod svØzal ide¸ bazisov Grëbnera i nekommutativnyh bazisov Grëbnera s gomologiØmi kompleksov Koz¸lØ i Xafareviqa sootvetstvenno. �tim naædena glubokaØ svØz~ bazisov s gomologiqeskoæ algebroæ i gomologiqeskoæ teorieæ kommutativnyh i nekommutativnyh algebr ([26–29, 124]).

44 L. A. BOKUT^, P. S. KOLESNIKOV 11. Bazisy Grëbnera–Xirxova v poslednie gody (1996–2000)

V ffto vremØ poØvilos~ neskol~ko rabot, v kotoryh ispol~zuetsØ termin “bazis Grëbnera–Xirxova”.

V rabotah [101–103] naædeny bazisy Grëbnera–Xirxova prostyh algebr Li tipa A_n, B_n, C_n, D_n, G_2, F_4, E_6, E_7, E_8.

V rabote [104] naædeny bazisy Grëbnera–Xirxova kvantovyh universal~nyh obertyva¸wih tipa A_n.

V rabote [105] dokazano, qto mnoßestvo lievyh mnogoqlenov S ØvlØetsØ bazisom Grëbnera–Xirxova v lievom smysle, esli i tol~ko esli S est~ bazis Grëbnera–Xirxova v associativnom smysle.

V rabote [99] naædeny bazisy Grëbnera–Xirxova prostyh koneqnomernyh superalgebr Li i dokazano predyduwee utverßdenie [105] dlØ superalgebr Li.

V rabotah [136–138] dokazana lemma o kompozicii dlØ moduleæ nad associativnymi algebrami i postroena teoriØ bazisov Grëbnera–Xirxova takih moduleæ. Naædeny bazisy Grëbnera– Xirxova neprivodimyh predstavleniæ prostyh algebr Li tipa A_n.

V rabotah [123], [173] vypisany programmy dlØ vyqisleniØ bazisov Grëbnera–Xirxova lievyh i associativnyh algebr sootvetstvenno.

V rabotah E. N. Poroxenko [54, 55, 162] naædeny bazisy Grëbnera–Xirxova affinnyh algebr Kaca–Mudi tipov A^{(1)}n i B^{(1)}n .

12. Konformnye algebry

12.1. OpredeleniØ PonØtie konformnyh algebr proizoxlo iz teorii verteksnyh algebr, kotoraØ, v svo¸ oqered~, voznikla v seredine 80-h godov iz matematiqeskoæ fiziki (relØtivistskoæ kvantovoæ teorii polØ i teorii strun). Vpervye ponØtie verteksnoæ algebry poØvilos~ (neformal~no) v rabote [90], formal~noe opredelenie bylo dano Borqerdsom v [108].

Formal~noe opredelenie konformnoæ algebry bylo dano V. Kacem [134].

BAZISY GR^¨EBNERA––XIRXOVA 45

Opredelenie.

Konformnoæ algebroæ nazyvaetsØ sistema (C; (n), n ∈ Z_+; D), gde C – vektornoe prostranstvo nad polem K harakteristiki nol~, (n), n ∈ Z_+ = {0, 1, . . .}, – sqetnyæ nabor bilineænyh operaciæ, D – lineænyæ operator nad C, esli vypolnØ¸tsØ sledu- ¸wie aksiomy:

(C1) dlØ l¸byh x, y ∈ C suwestvuet N ∈ Z_+ : x(n)y = 0 pri

n ¿ N ;

(C2) D(x(n)y) = Dx(n)y + x(n)Dy; (C3) Dx(n)y = −nx(n − 1)y.

Aksioma (C1) nazyvaetsØ svoæstvom lokal~nosti, opredelØetsØ funkciØ lokal~nosti N : C × C → Z_+, N (x, y) – ffto takoe qislo, qto x(n)y = 0 pri n ¿ N (x, y), x(n)y ≠ 0 pri n = N (x, y)−1.

Operaci¸ D vvidu (C2) nazyva¸t differencirovaniem. Gomomorfizmy konformnyh algebr – lineænye otobraßeniØ, sohranØ¸wie operacii D i (n) dlØ vseh n ∈ Z_+.

Idealom konformnoæ algebry nazyvaetsØ podprostranstvo

I ⊆ C takoe, qto DI ⊆ I, C(n)I ⊆ I, I(n)C ⊆ I dlØ l¸byh n ∈ Z_+.

Naprimer, pust~ A – nekotoraØ “klassiqeskaØ” algebra nad polem K (ne obØzatel~no associativnaØ) i A[[z, z^{−1}]] – prostranstvo formal~nyh stepennyh rØdov nad A ot peremennoæ z. Na fftom prostranstve moßno ukazat~ sledu¸wie operacii (krugovye proizvedeniØ): x, y ∈ A[[z, z^{−1}]], (x(n)y)(z) = Res_{w=0}x(w)y(z)(z − w)^n. Esli x(w) = ∑ m∈Z x_mw^{−m−1}, y(z) = ∑ m∈Z y_mz^{−m−1}, to (x(n)y)_m = n∑ t=0 (−1)^t ( n t ) x_{n−t}y_{m+t}. Budem takße oboznaqat~ qerez ∂_z obyqnoe differencirovanie po peremennoæ z.

Para rØdov (x, y) nazyvaetsØ lokal~noæ stepeni N ∈ Z_+, esli x(w)y(z)(z − w)^N = 0.

46 L. A. BOKUT^, P. S. KOLESNIKOV Minimal~noe takoe N oboznaqaetsØ qerez N (x, y). Esli pary

(x, y) i (y, x) lokal~ny, to rØdy x i y nazyva¸tsØ vzaimno lo-

kal~nymi.

Esli S ⊂ A[[z, z^{−1}]] – podmnoßestvo, sostoØwee iz poparno vzaimno lokal~nyh rØdov, zamknutoe otnositel~no (n) (n ∈ Z_+) i

∂_z, to (S; (n), n ∈ Z_+; ∂_z) – konformnaØ algebra.

Esli A – associativnaØ algebra ili algebra Li, to vsØkoe semeæstvo poparno vzaimno lokal~nyh rØdov poroßdaet v A[[z, z^{−1}]] konformnu¸ algebru. �to sleduet iz sledu¸wego utverßdeniØ (sm., naprimer, [134]).

Lemma Donga. Pust~ A – associativnaØ ili lieva algebra,

x, y, z ∈ A[[z, z^{−1}]] poparno vzaimno lokal~ny. Togda dlØ l¸bogo n ∈ Z_+ rØdy x(n)y, z vzaimno lokal~ny. Priqem v sluqae algebry Li N (x(n)y, z) = N (z, x(n)y) 6 6 N (x, y) + N (y, z) + N (z, x) − n − 1, a v sluqae associativnoæ algebry N (x(n)y, z) 6 N (y, z), N (z, x(n)y) 6 N (z, x) + N (x, y) − n − 1. Na samom dele, kak pokazal Borqerds, dlØ vsØkoæ konformnoæ algebry C moßno postroit~ taku¸ algebru A, qto C ≃ S ⊂

A[[z, z^{−1}]]. Priqem sredi takih algebr suwestvuet edinstvennaØ

s toqnost~¸ do izomorfnogo vloßeniØ universal~naØ algebra, nazyvaemaØ algebroæ kofffficientov dannoæ konformnoæ algebry (sm., naprimer, [166]).

Algebry kofffficientov slußat vaßnym instrumentom issledovaniØ konformnyh algebr. V qastnosti, prinadleßnost~ konformnoæ algebry C tomu ili inomu konformnomu mnogoobrazi¸ moßno opredelit~ v sootvetstvii s prinadleßnost~¸ Coeff C “klassiqeskomu” mnogoobrazi¸ ([133]).

KonformnaØ algebra C nazyvaetsØ associativnoæ (lievoæ), esli ee algebra kofffficientov Coeff C associativna (lieva).

Associativnost~ algebry kofffficientov ffkvivalentna sledu- ¸wim konformnym ravenstvam [133]:

(x(n)y)(m)z = ∑ t¿0^{(−1)} t ( n t ) x(n − t)(y(m + t)z),

BAZISY GR^¨EBNERA––XIRXOVA 47 x, y, z ∈ C, n, m ∈ Z_+. Analogiqno, associativnaØ konformnaØ algebra C nazyvaetsØ kommutativnoæ, esli Coeff C kommutativna. �to ffkvivalentno tomu, qto dlØ l¸byh x, y ∈ C

x^n y^{def}= x(n)y − ∑ s¿0^{(−1)}

n+sD^{(s)}(y(n + s)x) = 0.

Zdes~ i dalee oboznaqeniØ tipa D^{(s)}, x^{(s)} oboznaqa¸t D^{(s)}/s!, x^s/s!. Aksioma antikommutativnosti imeet vid

x(n)y + ∑ s¿0^{(−1)}

n+sD^{(s)}(y(n + s)x) = 0,

a toßdestvo ˚kobi –

(x(n)y)(m)z = = ∑ s¿0^{(−1)} s ( n s ) (x(n − s)(y(m + s)z) − y(m + s)(x(n − s)z)).

AntikommutativnaØ konformnaØ algebra s toßdestvami ˚kobi nazyvaetsØ konformnoæ algebroæ Li.

Qasto byvaet udobno pol~zovat~sØ sledu¸weæ formal~noæ interpretacieæ konformnyh operaciæ [82]. Opredelim bilineænoe otobraßenie (·_λ·) : C × C → K[D, λ] ⊗_{K[D]} C, gde λ – formal~naØ kommutiru¸waØ peremennaØ, po sledu¸wemu pravilu:

(x_λy) = N(x,y)−1 ∑ n=0 λ^{(n)}(x(n)y).

V terminah fftih λ-umnoßeniæ aksiomy konformnoæ algebry

(C1)–(C3) ime¸t vid [134]

(C1^′) (x_λy) ∈ K[D, λ] ⊗_{K[D]} C;

(C2^′) D(x_λy) = (Dx_λy) + (x_λDy);

(C3^′) (Dx_λy) = −λ(x_λy)

48 L. A. BOKUT^, P. S. KOLESNIKOV dlØ l¸byh x, y ∈ C.

Uslovie associativnosti primet sledu¸wu¸ formu:

x_λ(y_μz) = (x_λy)_{λ+μ} z,

aksioma kommutativnosti –

[x_λy]^{def}= x_λy − y_{−D−λ}x = 0

dlØ l¸byh x, y, z ∈ C.

Toßdestvo ˚kobi primet vid

(x_λ(y_μz)) = ((x_λy)_{λ+μ}z) + (y_μ(x_λz)),

a uslovie antikommutativnosti – x_λy + y_{−D−λ}x = 0. V terminah formal~nyh rØdov λ-umnoßenie interpretiruetsØ kak preobrazovanie Fur~e proizvedeniØ dvuh formal~nyh rØdov: (x_λy)(z) = Res_{w=0}e^{λ(z−w)}x(z)y(w). V klassiqeskoæ teorii v kaqestve algebry A vystupaet algebra Li gl(V ) operatorov nad nekotorym vektornym prostranstvom V .

Verteksnoæ algebroæ nazyvaetsØ podprostranstvo S ⊂ gl(V )[[z, z^{−1}]] s lineænym otobraßeniem D = ∂_z, vydelennym rØ-

dom 11 = id_V z^0 ∈ S, zamknutoe otnositel~no operaciæ (n), opredelennyh uße dlØ vseh n ∈ Z po formule

(x(n)y)_m = ∑ s6n^{(−1)} s+n ( n n − s ) x_sy_{m+n−s} − ∑ s¿0^{(−1)} s+n ( n s ) y_{m+n−s}x_s, esli l¸bye dva rØda iz S vzaimno lokal~ny. Zamknutost~ otnositel~no D zdes~ poluqaetsØ avtomatiqeski iz sootnoxeniØ

x( − 2)11 = Dx.

12.2. Svobodnye konformnye i verteksnye algebry.

Klassiqeskie primery konformnyh algebr – algebry petel~

(loop algebras), algebra Virasoro i algebra VeælØ – rassma-

trivalis~ v rØde rabot ([82, 133]), oni igra¸t vaßnu¸ rol~ v strukturnoæ teorii konformnyh algebr koneqnogo tipa.

BAZISY GR^¨EBNERA––XIRXOVA 49 V rabote Borqerdsa [108] bylo otmeqeno suwestvovanie svobodnyh verteksnyh algebr (sm. takße [166]). �to poslußilo tolqkom dlØ M. Roætmana [166] rassmatrivat~ svobodnye konformnye algebry. Ih suwestvovanie ne sleduet iz obwih teorem universal~noæ algebry, tak kak ffti klassy ne obrazu¸t mnogoobraziØ (aksioma lokal~nosti ne ØvlØetsØ toßdestvom). V rabotah [166, 167] dokazano suwestvovanie svobodnyh lievyh (associativnyh, associativno-kommutativnyh) konformnyh algebr i naædeny bazisy sootvetstvu¸wih algebr kofffficientov. Tak, algebra kofffficientov svobodnoæ konformnoæ algebry Li

Lie C(B, N ) predstavlØet soboæ algebru Li F_N (B) = Lie⟨{a_n, a ∈ B, n ∈ Z} | R⟩, gde R – sledu¸waØ sistema sootnoxeniæ:

[b_na_m] = N∑ s=1 (−1)^s ( N s ) [b_{n−s}a_{m+s}] pri n − m > N ili n − m = N i b > a; a pri n − m = N , b = a, N – neqetnom:

[a_{m+N} a_m] = 1 2 (N−1)/2 ∑ s=1 (−1)^s ( N s ) [b_{m−s}a_{m+s}]. Poroßda¸wie uporØdoqeny sledu¸wim obrazom: a_n > b_m ⇔ n > m ili n = m, a > b. Kak pokazano v fftoæ rabote, sistema opredelØ¸wih sootnoxeniæ R zamknuta otnositel~no kompozicii (ØvlØetsØ bazisom Grëbnera–Xirxova). Pofftomu iz CD-lemmy sleduet, qto bazisom algebry F_N (B) ØvlØ¸tsØ slova Lindona–Xirxova ot poroßda¸wih, associativnye nositeli kotoryh ne soderßat podslov b_na_m, n − m > N ili n − m = N, b > a; a_{m+N} a_m, N neqetnoe. Bazis algebry kofffficientov svobodnoæ associativnoæ konformnoæ algebry Ass C(B, N ) = C(B, N ), naædennyæ v [166], pozvolØet naæti bazu sobstvenno svobodnoæ associativnoæ konformnoæ algebry. �to takße bylo sdelano nezavisimo ot rezul~tatov Roætmana v rabote [98]. Imenno, normal~nye konformnye slova

a_1(n_1)(a_2(n_2) . . . (n_{k−1})(a_k(n_k)D^sa_{k+1}) . . . ), (∗)

50 L. A. BOKUT^, P. S. KOLESNIKOV

a_i ∈ B, 0 6 n_i < N (a_i, a_{i+1}), s ¿ 0,

obrazu¸t bazis svobodnoæ associativnoæ konformnoæ algebry.

K soßaleni¸, poka neizvestno analogiqnoe predstavlenie dlØ bazisa svobodnoæ lievoæ ili associativno-kommutativnoæ konformnoæ algebry. V poslednem napravlenii ime¸tsØ raboty [167], v kotoroæ naæden bazis algebry kofffficientov svobodnoæ associativno-kommutativnoæ konformnoæ algebry, i [35], v kotoroæ naæden bazis prostranstva D-svobodnyh mnogoqlenov fftoæ algebry (sm. niße).

12.3. Lemma o kompozicii.

Lemma Xirxova o kompozicii (Composition-Diamond lemma) poluqila svoe prodolßenie dlØ associativnyh konformnyh algebr C(B, N ) s postoØnnoæ funkcieæ lokal~nosti N v rabote [97]. Specifika konformnyh algebr privodit k poØvleni¸ novyh tipov kompoziciæ, ne ime¸wih analoga v teorii obyqnyh algebr.

Oboznaqim qerez T formal~nu¸ konformnu¸ polugruppu s nulem, sostoØwu¸ iz “associativnyh” (t.e. bez skobok) normal~- nyh slov u = a_1(n_1) . . . (n_{k−1})a_k(n_k)D^sa_{k+1}, gde a_i ∈ B, n_i < N ,

s ¿ 0, k + 1 = |u| (dlina u). Proizvedenie u(n)v slov T induci-

ruetsØ pravilami:

D^ia(n)b = a(n − i)b, a(n)b = 0, esli n < 0,

a(n)D^ib = 0, esli n ¿ N dlØ vseh a, b ∈ B.

Monomy u sravniva¸tsØ snaqala po dline, a zatem leksikografiqeski kak posledovatel~nosti (a_1, n_1, . . . , a_k, n_k, n_{k+1}, s) v sootvetstvii s zadannym lineænym porØdkom na B.

Kak otmeqalos~, konformnye monomy [u], gde [·] oznaqaet pravonormirovannu¸ rasstanovku skobok, sostavlØ¸t bazis svobodnoæ associativnoæ konformnoæ algebry C(B, N ).

DlØ f ∈ C(B, N ) oboznaqim qerez f starxee associativnoe slovo f, t.e.

f = α[f] + ∑ α_i[u_i], gde α ≠ 0, f , u_i ∈ T , u_i < f . Mnogoqlen f nazyvaetsØ unitarnym, esli α = 1.

Pust~ f, g – unitarnye mnogoqleny iz C(B, N ).

BAZISY GR^¨EBNERA––XIRXOVA 51

Opredelenie. 1) Esli g – D-svobodnyæ polinom i w = f =

u(n)g(m)v dlØ nekotoryh u, v ∈ T , u D-svobodno, togda konformnyæ polinom (f, g)_w = f − [u(n)g(m)v], gde [·] oznaqaet (kak i vyxe) pravonormirovannu¸ rasstanovku skobok, nazyvaetsØ kompozicieæ vkl¸qeniØ.

2) Esli w = f = u(n)gD^i dlØ nekotorogo u ∈ T , u D-svobodno, to (f, g)_w = f − [u(n)D^ig], nazyvaetsØ kompozicieæ pravogo vkl¸qeniØ.

Preobrazovanie f → (f, g)_w, gde (f, g)_w – kompoziciØ (pravogo) vkl¸qeniØ, nazyvaetsØ iskl¸qeniem starxego slova (ISS) g v f.

3) Esli f – D-svobodno i w = f (m)v = u(n)g dlØ nekotoryh

u, v ∈ T , u – D-svobodno, i |f | + |g| > |w|, to konformnyæ polinom

(f, g)_w = [f(m)v] − [u(n)g],

nazyvaetsØ kompozicieæ pereseqeniØ.

4) Esli w = f D^i = u(n)g dlØ nekotorogo u ∈ T , u – D-svobodno, togda (f, g)_w = D^if − [u(n)g], – kompoziciØ pravogo pereseqeniØ.

5) Esli a ∈ B i n ≥ N , to a(n)f nazyvaetsØ kompozicieæ levogo umnoßeniØ.

6) Esli f ne D-svobodno, a ∈ B i n ≥ 0, to f(n)a – kompoziciØ pravogo umnoßeniØ.

Kompozicii tipov 1–4 ime¸t analogi v teorii obyqnyh algebr, i dlØ nih pokazano [96], qto (f, g)_w < w; kompozicii tipov 5, 6 obuslovliva¸t konformnu¸ specifiku.

Pust~ S – mnoßestvo unitarnyh mnogoqlenov v C(B, N ). KompoziciØ (f, g)_w (tipa 1–4) nazyvaetsØ trivial~noæ po modul¸ S ((f, g)_w ≡ 0 mod S)), esli

(f, g)_w = ∑ i∈I α_i[u_i(n_i)s_i(m_i)v_i] + ∑ j∈J α_j[u_j(n_j)D^{lj} s_j ], (∗∗)

52 L. A. BOKUT^, P. S. KOLESNIKOV gde I ∩ J = ∅, s_i, s_j ∈ S, [u_i(n_i)s_i(m_i)v_i]

i [u_j(n_j)D^{lj} s_j ] – normal~nye S-slova (t.e. s_i, s_j ∈ S, s_i (i ∈ I) ØvlØ¸tsØ D-svobodnymi, u_i, v_i, u_j ∈ T , u_i, u_j D-svobodny, 0 ≤ n_i, m_i, n_j < N ) i u_i(n_i)s_i(m_i)v_i < w, u_j (n_j)s_j D^{lj} < w

dlØ vseh i ∈ I, j ∈ J. Takße, esli f i g D-svobodny, to J pusto.

Dalee, kompozicii poslednih dvuh tipov h = a(n)f ili g(m)a, gde a ∈ B, n ≥ N i m ≥ 0, nazyvaetsØ trivial~noæ po modul¸ S (h ≡ 0 mod S), esli h moßet byt~ predstavleno v vide (**) s

|u_i(n_i)s_i(m_i)v_i| ≤ |h|, |u_j(n_j)s_jD^{lj} | ≤ |h|

pri i, j ∈ J. Mnoßestvo J pusto, esli h = g(m)a ili h = a(n)f pri D-svobodnom f.

Mnoßestvo S nazyvaetsØ bazisom Grëbnera–Xirxova, esli l¸baØ kompoziciØ fflementov iz S trivial~na po modul¸ S. Teorema (CD-lemma). Pust~ S – bazis Grëbnera–Xirxova v

svobodnoæ associativnoæ konformnoæ algebre C(B, N ). Togda Sprivedennye slova obrazu¸t bazis konformnoæ algebry C(B, N |S) s opredelØ¸wimi sootnoxeniØmi S. Normal~noe slovo [u] nazyvaetsØ S-privedennym, esli u ≠ v(n)s(m)w, s ∈ S, s ne soderßit D i s ≠ v(n)sD^i, s ∈ S. Zdes~ u, v, w – normal~nye associativnye slova, sD^i oznaqaet, qto D^i primeneno k posledneæ bukve s.

Privedem primery bazisov Grëbnera–Xirxova associativnyh konformnyh algebr.

Primer 1. C1 = C(a, N = 3|[a(2)a(1)a] = 0). V rabote [96] pokazano, qto bazis Grëbnera–Xirxova algebry C_1 imeet vid

f = [a(2)a(1)a] = 0,

g = [a(2)a(2)a(2)a] = 0,

h_n = [a(2)a(0)(a(1)^na(2)a(2)a]+

+2[(a(1)^{n+2}a(2)a(2)a] = 0, n ≥ 0,

BAZISY GR^¨EBNERA––XIRXOVA 53 gde (a(k)^n oznaqaet n-kratnoe povtorenie sootvetstvu¸wego fragmenta (v polugruppe T ). Zdes~ g = a(3)f (kompoziciØ levogo umnoßeniØ), h_n = (. . . (f, f)_{w0} . . . f)_{wn+1} (kompozicii pereseqeniØ). Otmetim, qto poskol~ku opredelØ¸wie sootnoxeniØ

C_1 D-svobodny, pri postroenii bazisa Grëbnera–Xirxova nam

ne nußny kompozicii pravogo pereseqeniØ i pravogo umnoßeniØ (kak i pravogo vkl¸qeniØ).

Primer 2. C2 = C(a, N = 2|a(1)Da − a(1)a = 0). Bazis Grëbnera– Xirxova fftoæ algebry sostoit iz sootnoxeniæ

a(1)Da = a(1)a, [a(0)a(1)a] = 0, [a(0)a(0)a] = 0,

[a(1)a(0)a] = 0, [a(1)a(1)a] = 0.

V sootvetstvii s lemmoæ o kompozicii, lineænyæ bazis algebry

C_2 sostoit iz slov D^ia, a(1)a, a(0)D^ia pri i ≥ 1.

12.4. Universal~nye obertyva¸wie konformnye algebry.

Zdes~ my rassmotrim svØz~ meßdu associativnymi i lievymi konformnymi algebrami, podobnu¸ svØzi meßdu prisoedinennymi algebrami Li obyqnyh associativnyh algebr i universal~- nymi obertyva¸wimi.

Pust~ A – associativnaØ konformnaØ algebra s λ-operacieæ

(x_λy). Podobno tomu, kak obyqnaØ associativnaØ algebra s ope-

racieæ [x, y] = xy − yx stanovitsØ algebroæ Li, tak i algebra A s operacieæ [x_λy] = (x_λy) − (y_{−D−λ}x) prevrawaetsØ v konformnu¸ algebru Li A^{(−)}, sm. [82].

M. Roætman [168] pokazal, qto ne dlØ vsØkoæ konformnoæ algebry Li L naædetsØ associativnaØ konformnaØ algebra A takaØ, qto L vkladyvaetsØ v A^{(−)}. Inymi slovami, ne vse konformnye algebry Li special~ny. Imenno, v [168] pokazano, qto svobodnaØ konformnaØ algebra Li ne special~na.

Tem ne menee, dlØ vsØkoæ konformnoæ algebry Li moßno opredelit~ universal~nu¸ obertyva¸wu¸ associativnu¸ konformnu¸ algebru s zaranee zadannoæ lokal~nost~¸ poroßda¸- wih [169, 97].

54 L. A. BOKUT^, P. S. KOLESNIKOV

Pust~ L – konformnaØ algebra Li, ØvlØ¸waØsØ svobodnym

k[D]-modulem s bazoæ B = {a_i | i ∈ I} i ograniqennoæ lokal~no-

st~¸ N (a_i, a_j) ≤ N , i, j ∈ I. Pust~ tablica umnoßeniØ algebry L v bazise B imeet vid

a_i^n a_j = ∑ α^k_{ij}a_k, α^k_{ij} ∈ k[D], i ≥ j, i, j ∈ I, n < N. Togda universal~naØ obertyva¸waØ konformnaØ algebra U_N (L) po otnoxeni¸ k poroßda¸wim B i funkcii lokal~nosti N est~ sledu¸waØ associativnaØ konformnaØ algebra:

U_N (L) = C ( B, N |a_i(n)a_j − {a_j(n)a_i} − a_i^n a_j = 0, i ≥ j, i, j ∈ I, n < N ) . Zdes~ {a_j(n)a_i} – pravaØ qast~ konformnogo toßdestva kommutativnosti.

Suwestvuet estestvennyæ liev gomomorfizm konformnyh algebr δ : L → U (L)^{(−)}, opredelennyæ qerez a_i → a_i dlØ vseh a_i ∈ B. Gomomorfizm δ imeet sledu¸wee universal~noe svoæstvo. Pust~

ε : L → A^{(−)} – liev konformnyæ gomomorfizm algebry L v

associativnu¸ konformnu¸ algebru A (t.e. ε(Da^i) = Dε(a_i),

ε(a_i^n a_j ) = ε(a_i)^n ε(a_j ), ε(a_i)(m)ε(a_j ) = 0, dlØ vseh a_i, a_j ∈ B, m ≥ N ). Togda suwestvuet edinstvennyæ gomomorfizm associa-

tivnyh konformnyh algebr φ : U (L) → A takoæ, qto φδ = ε.

Imeet mesto sledu¸wiæ rezul~tat.

Teorema (1/2-PBW teorema dlØ konformnyh algebr Li) ([97, 70]). Pust~ L = ⟨{a_i}_{i∈I} , N |a_i^n a_j = ∑ α^k_{ij}a_k, i ≥ j, i, j ∈ I, n < N ⟩ – konformnaØ algebra Li s bazisom {a_i}_{i∈I} nad k[D] i s lokal~nost~¸ N . Pust~

U_N (L) = C({a_i}_{i∈I} , N |s^n_{ij} = a_i(n)a_j − {a_j(n)a_i} − a_i^n a_j = 0, i ≥ j, i, j ∈ I, n < N ). – universal~naØ obertyva¸waØ konformnaØ algebra dlØ L. Oboznaqim S = {s^n_{ij} | i, j ∈ I, 0 ≤ n < N }. Togda vsØkiæ polinom

s^n_{ij} (m)a_k − a_i(n)s^m_{jk},

BAZISY GR^¨EBNERA––XIRXOVA 55

gde i > j > k, n < N , m < N , trivialen po modul¸ S.

Privedem primery universal~nyh obertyva¸wih nekotoryh vaßnyh konformnyh algebr Li.

Primer 1. DlØ algebry Virasoro

Vir = Lie C(v; N = 2|v^0 v = Dv, v^1 v = 2v)

bazis Grëbnera–Xirxova universal~noæ obertyva¸weæ U_2(Vir) sostoit iz odnogo sootnoxeniØ: S = {v(1)v − v}. Oqevidno, qto edinstvennaØ kompoziciØ pereseqeniØ mnogoqlena f = v(1)v − v s samim soboæ trivial~na. Po lemme o kompozicii, bazis U_2(Vir) sostavlØ¸t slova [u] = [v(0) . . . v(0)D^iv], i ≥ 0. Primer 2. Pust~ g – “klassiqeskaØ” algebra Li. KonformnaØ algebra petel~ (tokov) nad fftoæ algebroæ est~ L(g) = Lie C({a_i}_{i∈I}, N = 1|a_i^0 a_j = [a_ia_j ], i > j, i, j ∈ I). Bazis Grëbnera–Xirxova universal~noæ obertyva¸weæ

U_1(L(g)) sostoit iz teh ße samyh poroßda¸wih sootnoxeniæ,

zapisannyh v terminah associativnogo konformnogo umnoßeniØ (ispol~zuem, qto N (a_i, a_j) = 1 i v associativnom smysle):

S = {a_i(0)a_j − a_j(0)a_i = [a_ia_j]}.

Slova, privedennye otnositel~no fftoæ sistemy sootnoxeniæ, ime¸t vid

[a_{i1}(0)a_{i2} . . . a_{ik} (0)D^ia_{ik+1} ],

gde i_1 ≤ · · · ≤ i_{k+1}, i ≥ 0, k ≥ 0. Po lemme o kompozicii ffti slova obrazu¸t lineænyæ bazis U_1(L(g)).

Primer 3. PoluprØmoe proizvedenie L = L(g)nVir predstavlØet soboæ konformnu¸ algebru Li L = Lie C({a_i}_{i∈I} ∪ {v}, N |a_i^0 a_j = [a_ia_j], v^0 v = Dv, v^1 v = 2v, v^0 a_i = Da_i, v^1 a_i = a_i, i > j, i, j ∈ I),

56 L. A. BOKUT^, P. S. KOLESNIKOV gde funkciØ lokal~nosti N imeet znaqeniØ na poroßda¸wih

N (a_i, a_j) = 1, N (v, v) = 2, N (a_i, v) = N (v, a_i) = 2. Universal~-

naØ obertyva¸waØ U_N (L) dlØ fftoæ algebry poroßdaetsØ mnoßestvom {a_i}_{i∈I} ∪ {v} s opredelØ¸wimi sootnoxeniØmi

a_i(0)a_j − a_j (0)a_i − [a_ia_j ] = 0 (i > j), v(0)a_i − {a_i(0)v} − Da_i = 0, v(1)v = v, v(1)a_i − {a_i(1)v} − a_i = 0, i, j ∈ I (sqitaem v > a_i dlØ vseh i ∈ I). Zdes~ {x(n)y} = ∑ t¿0^{(−1)}

n+tD^{(t)}(y(n + t)x)

– pravaØ qast~ toßdestva kommutativnosti.

VzØv N = 2 v kaqestve znaqeniØ lokal~nosti vseh poroßda- ¸wih i dobaviv sootnoxeniØ a_i(1)a_j = 0, i, j ∈ I, my poluqim associativnu¸ konformnu¸ algebru U_2(L) – v toqnosti tu ße samu¸, qto U_N (L). Imeem sledu¸wee mnoßestvo opredelØ¸wih sootnoxeniæ U_2(L):

s^1_{ij} = a_i(0)a_j − a_j(0)a_i − [a_ia_j] = 0 (i > j), s^2_{ij} = a_i(1)a_j = 0,

t^1_i = v(0)a_i + a_i(1)Dv − 2a_i(0)v − Da_i = 0, u = v(1)v − v = 0,

t^2_i = v(1)a_i + a_i(1)v − a_i, gde i, j ∈ I. Qtoby zamknut~ ffto mnoßestvo otnositel~no kompozicii, dostatoqno dobavit~ sledu¸wie kompozicii pravogo umnoßeniØ (poluqa¸wiesØ v rezul~tate umnoßeniØ t^1_i na (0)v i (0)a_j , i ≤ j):

t^3_i = [v(0)a_i(0)v] − [a_i(0)v(0)v] = 0,

t^4_i = [v(0)a_i(1)v] − [a_i(1)v(0)v] + a_i(0)v = 0,

s^3_{ij} = [v(0)a_j(0)a_i] − [a_j(0)v(0)a_i] = 0 (i ≥ j, i, j ∈ I).

(V poslednem sootnoxenii i i j perestavleny mestami.)

Zamknutost~ mnoßestva S = {s^k_{ij} , t^l_i, u | 1 ≤ k ≤ 3, 1 ≤ l ≤ 4, i, j ∈ I} otnositel~no kompozicii proverØetsØ neposredstvenno. Takim obrazom, S – bazis Grëbnera–Xirxova algebry U_2(L).

BAZISY GR^¨EBNERA––XIRXOVA 57 V sootvetstvii s lemmoæ o kompozicii, S-privedennye normal~nye slova obrazu¸t lineænyæ bazis algebry U_2(L), ffti slova ime¸t sledu¸wiæ vid:

[a_{i1}(0) . . . a_{ik} (0)D^ia_{ik+1} ], [v(0) . . . v(0)D^i],

[a_{i1} (0) . . . a_{ik} (0)a_{ik+1} (0)v(0) . . . (0)v(0)D^iv],

[a_{i1} (0) . . . a_{ik} (0)a_{ik+1} (1)D^iv],

[a_{i1} (0) . . . a_{ik} (0)a_{ik+1} (1)v(0) . . . (0)v(0)D^iv],

gde i_1 ≤ · · · ≤ i_{k+1}, i ≥ 0.

12.5. Kommutativnye konformnye algebry.

Izuqenie (associativno-) kommutativnyh konformnyh algebr predstavlØet interes vvidu vozmoßnosti razvitiØ konformnoæ algebraiqeskoæ geometrii (ffta ideØ vyskazana v ustnoæ besede V. Kacem).

Osnovnym ob¨ektom v fftoæ svØzi ØvlØtsØ svobodnaØ kommutativnaØ konformnaØ algebra Com C(B, N ) = C[B, N ], poroßdennaØ mnoßestvom B s lokal~nost~¸ N . TakaØ algebra postroena v [167], tam ße naæden bazis algebry kofffficientov

Coeff C[B, N ]. V qastnosti, pri neqetnom N = const algebra Coeff C[B, N ] ØvlØetsØ podalgebroæ v koneqnoporoßdennoæ alge-

bre loranovyh mnogoqlenov nad osnovnym polem.

Odnako bazis sam&oæ svobodnoæ kommutativnoæ konformnoæ algebry v vide, analogiqnom (∗), neizvesten. Moßno pokazat~ [35], qto normal~nye slova vida

a_1(n_1)(a_2(n_2)(. . . (n_{k−1})(a_k(n_k)D^sa_{k+1}) . . . )), 0 6 n1 6 · · · 6 nk < N, ai ∈ B, n_i 6 (N − 1)/2, n_i = n_{i+1} ⇒ a_i 6 a_{i+1}, i = 1, . . . , k − 1,

n_k = N − 1 ⇒ a_k 6 a_{k+1},

n_k ¿ (N + 1)/2, n_{k−1} = (N − 1)/2 ⇒ a_{k−1} 6 a_k, a_{k−1} 6 a_{k+1}

obrazu¸t sistemu lineænyh poroßda¸wih v algebre C[B, N ] (pri N = const, neqetnom). Ispol~zuØ rezul~taty [167], legko ponØt~, qto v odnoporoßdennoæ algebre C[{a}, N ] normal~nye Dsvobodnye (t.e. pri s = 0) slova lineæno nezavisimy, oni obrazu- ¸t bazis prostranstva D-svobodnyh fflementov takoæ algebry.

58 L. A. BOKUT^, P. S. KOLESNIKOV

Odnim iz vaßnyh svoæstv “klassiqeskih” koneqnoporoßdennyh algebr ØvlØetsØ svoæstvo neterovosti (teorema Gil~berta o bazise). OkazyvaetsØ, qto dlØ konformnyh algebr ffto toße verno.

Teorema ([35]). KoneqnoporoßdennaØ kommutativnaØ konform-

naØ algebra udovletvorØet uslovi¸ maksimal~nosti dlØ idealov.

Literatura

1. S. I. AdØn, OpredelØ¸wie sootnoxeniØ i algoritmiqeskie problemy dlØ polugrupp i grupp. — Tr. mat. in-ta im. Steklova, 1966, 85.

2. S. I. AdØn, G. U. OganesØn, K problemam ravenstva i delimosti v polugruppah s odnim opredelØ¸wim sootnoxeniem. — Izv. AN SSSR. Ser. mat., 42 (1978), 219–225.

3. V. ˚. BelØev, Podkol~ca koneqno opredelennyh associativnyh kolec. — Algebra i logika. 17 (1978), 627–638.

4. L. A. Bokut~, Vloßenie algebr Li v algebraiqeski zamknutye algebry Li. — Algebra i logika. 1 (1962) 47–53.

5. L. A. Bokut~, Vloßenie algebr v algebraiqeski zamknutye algebry. — Dokl. Akad. Nauk SSSR 154 (1962), 963–964.

6. L. A. Bokut~, Bazis svobodnyh polinil~potentnyh algebr Li. — Algebra i logika, 2 (1963), 13–19.

7. L. A. Bokut~, Ob odnom svoæstve grupp Buna, I. — Algebra i logika. 5 (1966), 5–23.

8. L. A. Bokut~, Ob odnom svoæstve grupp Buna, II. — Algebra i logika.

6 (1967), 15–24.

9. L. A. Bokut~, O gruppah Novikova. — Algebra i logika. 6 (1967), 25–38. 10. L. A. Bokut~, O vloßenii kolec v tela. — Dokl. Akad. Nauk SSSR.

175, ˝ 4 (1967) 755–758.

11. L. A. Bokut~, Gruppy s otnositel~nym standartnym bazisom. — Sib.

mat. ßurn. 9 (1968) 4, 755–758.

12. L. A. Bokut~, Stepeni nerazreximosti problemy soprØßennosti dlØ koneqno-opredelennyh grupp. — Algebra i logika. 7 (1968), ˝ 5–6.

13. L. A. Bokut~, Gruppy qastnyh mul~tiplikativnyh polugrupp nekotoryh kolec, I, II, III. — Sib. mat. ßurn. 10, ˝ 2, (1969) 246–286; tam ße, 10 (1969), ˝ 4, 744–799; tam ße, 10 (1969), ˝ 4, 800–819.

14. L. A. Bokut~, O probleme Mal~ceva. — Sib. mat. ßurn. 10 (1969), ˝ 5.

965–1005.

15. L. A. Bokut~, Nekotorye voprosy teorii grupp i kolec. — Avtoreferat dokt. diss., IM SO AN SSSR, 1969.

16. L. A. Bokut~, Nerazreximost~ problemy ravenstva i podalgebry koneqno opredelennyh algebr Li. — Izv. Akad. Nauk SSSR. Ser. mat. 36 (1972), ˝ 6. 1173–1219.

17. L. A. Bokut~, VloßeniØ v prostye associativnye algebry. — Algebra i logika. 15 (1976), ˝ 2, 117–142.

BAZISY GR^¨EBNERA––XIRXOVA 59

18. L. A. Bokut~, Ob algebraiqeski zamknutyh i prostyh algebrah Li. — Tr.

Mat. in-ta im. Steklova. 148 (1978), 30–42.

19. L. A. Bokut~, Zameqanie o gruppe Borisova–Buna. — Sib. mat. ßurn. 26 (1985), ˝ 5. 43–46.

20. S. D. Brodskiæ, UravneniØ nad gruppami i gruppy s odnim opredelØ¸wim sootnoxeniem. — Sib. mat. ßurn. 25 (1984), ˝ 2, 84–103.

21. A. T. Gaænov, Kommutativnye svobodnye i antikommutativnye svobodnye proizvedeniØ algebr. — Sib. mat. ßurn. 3 (1962) ˝ 6, 805–833.

22. V. N. Gerasimov, Distributivnye rexetki podprostranstv i problema ravenstva dlØ algebr s odnim sootnoxeniem. — Algebra i logika. 15 (1976), ˝ 4, 384–435.

23. M. M. Gluhov, O svobodnyh proizvedeniØh i algoritmiqeskih problemah v R-mnogoobraziØh universal~nyh algebr. Dokl. Akad. Nauk SSSR. 193 (1970), ˝ 2. 514–517.

24. M. M. Gluhov, R-mnogoobraziØ kvazigrupp i lup. — V kn.: V sb.: Voprosy teorii kvazigrupp i lup. Kixinev, 1970, 37–47.

25. M. M. Gluhov, Svobodnye razloßeniØ i algoritmiqeskie problemy v R-mnogoobraziØh universal~nyh algebr. Mat. sb. 85 (1971), vyp. 3. 307–338.

26. E. S. Golod, Standartnye bazisy i gomologiØ. II. — Tr. mat. in-ta RAN.

208 (1995), 106–110.

27. E. S. Golod, Algebra gomologiæ kompleksa Xafareviqa svobodnoæ algebry.

— Fund. i prikl. mat. 5 (1999), ˝ 1.

28. E. S. Golod, Gomologii kompleksa Xafareviqa i nekommutativnye polnye pereseqeniØ. — Fund. i prikl. mat. 5 (1999), ˝ 1.

29. E. S. Golod, Kompleks Xafareviqa i ego primeneniØ. — Avtoreferat doktorskoæ dissertacii. MGU, Moskva, 1999.

30. E. I. Zel~manov, Rexenie oslablenoæ problemy Bernsaæda dlØ grupp neqetnogo pokazatelØ. — Izv. AN SSSR. Ser. mat. 54 (1990) ˝ 1, 42–59.

31. E. I. Zel~manov, Rexenie oslablenoæ problemy Bernsaæda dlØ 2-grupp.

— Mat. sb. 182 (1991) ˝ 4, 568–592.

32. A. R. Kemer, Svoæstvo koneqnoæ baziruemosti toßdestv associativnyh algebr. — Algebra i logika, 26 (1987), N5, 597–641.

33. A. R. Kemer, Rexenie problemy koneqnoæ baziruemosti dlØ toßdestv associativnyh algebr. — Dokl. AN SSSR. 30 (1989) ˝ 6, 68–74.

34. P. S. Kolesnikov, Algebraiqeski zamknutoe telo Makar-Limanova. Algebra i Logika, 2000 (v peqati).

35. P. S. Kolesnikov, O kommutativnyh konformnyh algebrah. (MagisterskaØ dissertaciØ). — Novosibirskiæ gosudarstvennyæ universitet, 2000.

36. P. S. Kolesnikov, Bazis svobodnoæ associativnoæ kommutativnoæ konformnoæ algebry. — Qetvertyæ Sibirskiæ Kongress po prikladnoæ i industrial~noæ matematike (INPRIM 2000). Tezisy dokladov. Q. IV, s. 108.

37. G. P. Kukin, O dekartovoæ podalgebre svobodnoæ lievoæ summy algebr Li.

— Algebra i logika. 9 (1970), ˝ 6, 701–713.

60 L. A. BOKUT^, P. S. KOLESNIKOV

38. G. P. Kukin, O probleme ravenstva dlØ algebr Li. — Sib. mat. ßurn. 18 (1977), ˝ 5, 1194–1197.

39. G. P. Kukin, Podalgebry koneqno opredelennyh lievyh algebr. — Algebra i logika. 18 (1978), ˝ 3, 311–327.

40. A. G. Kurox, Neassociativnye svobodnye algebry i svobodnye proizvedeniØ algebr. — Mat. sb. 20 (1947), vyp. 2, 239–262.

41. V. N. Latyxev, Ob algoritme toßdestva v lievski nil~potentnyh associativnyh algebrah. — Vestn. Kiev. Univ. Mat., meh. 27 (1985), str. 67.

42. V. N. Latyxev, KombinatornaØ teoriØ kolec. Standartnye bazisy.

Izd. MGU, M. (1988).

43. V. N. Latyxev, E. V. Pankrat~ev, A. V. Mihalev, Postroenie kanoniqeskogo simplifikatora v modulØh nad kol~com polinomov. — Vestnik Kievskogo un-ta. Matematika i mehanika, vyp. 27. Kiev: VysxaØ xkola 1985, 65–67.

44. A. I. Mal~cev, Izbrannye trudy. T. 1. Nauka, M. (1976). 45. ı. V. MatiØseviq, Diofantovost~ pereqislimyh mnoßestv. Dokl.

Akad. Nauk SSSR. 191 (1970), vyp. 2. 279–282.

46. A. A. Mihalev, Podalgebry svobodnyh cvetnyh superalgebr Li. — Mat.

zametki 37 (1985), ˝ 5, 653–661.

47. A. A. Mihalev, Podalgebry svobodnyh p-superalgebr Li. — Mat. zametki 43 (1988), ˝ 2, 178–191.

48. A. A. Mihalev, Lemma o kompozicii i problema ravenstva dlØ cvetnyh superalgebr Li. — Vestnik MGU. Ser. I Matematika, Mehanika. 44 (1989), ˝ 5. 88–91.

49. A. A. Mihalev, Tehnika kompozicii A. I. Xirxova v superalgebrah Li (nekommutativnye bazisy Grëbnera). Trudy seminara im. I. G. Petrovskogo 18 (1995), 277–289.

50. A. V. Mihalev, E. V. Pankrat~ev, VyqisleniØ v differencial~noæ i raznostnoæ algebre. Izd-vo MGU, M. (1989).

51. A. A. Mihalev, E. A. Vasil~eva, Svobodnye levosimmetriqnye superalgebry. — Fund. i prikl. mat., 2, No 2, (1996) 623–626.

52. A. A. Mihalev, A. A. Zolotyh, Kompleks algoritmov dlØ vyqisleniæ v superalgebrah Li. — Programmirovanie. (1997), ˝ 1. 12–23.

53. P. S. Novikov, Ob algoritmiqeskoæ nerazreximosti problemy toßdestva slov v gruppah. — Trudy Mat. in-ta im. V. A. Steklova, 44 (1955).

54. E. N. Poroxenko, Bazisy Grëbnera–Xirxova algebr Kaca–Mudi. (MagisterskaØ dissertaciØ). — Novosibirskiæ gosudarstvennyæ universitet (1999).

55. E. N. Poroxenko, Bazisy Grëbnera–Xirxova algebr Kaca–Mudi B^{(1)}n . — Tr. XXXVIII Meßdunar. stud. konf. (MNSK-2000), Novosibirsk, 2000.

56. E. N. Poroxenko, Bazisy Grëbnera–Xirxova algebr Kaca–Mudi B^{(1)}n . — Qetvertyæ Sibirskiæ Kongress po prikladnoæ i industrial~noæ matematike (INPRIM 2000). Tezisy dokladov. Q. IV, s. 113.

57. D. M. Puga, Bazisy Grëbnera–Xirxova grupp Buna. KvalifikacionnaØ rabota na soiskanie stepeni bakalavra, Novosibirsk, NGU. 1998.

BAZISY GR^¨EBNERA––XIRXOVA 61

58. V. A. Ufnarovskiæ, O roste algebr. — Vestn. MGU. Ser. mat., meh. 1978, ˝ 4. 59–65.

59. V. A. Ufnarovskiæ, O rØdah Puankare graduirovannyh algebr. — Mat.

zametki. 27 (1980), ˝ 1. 21–32.

60. V. A. Ufnarovskiæ, Kriteriæ rosta grafov i algebr, zadannyh slovami.

— Mat. zametki. 31 (1982), ˝ 3. 465–472.

61. V. A. Ufnarovskiæ, Algebry, zadannye dvumØ kvadratiqnymi sootnoxeniØmi. Issled. po teorii kolec, algebr i moduleæ. — Mat. issled., Kixinev, 1984. No. 78, 148–172.

62. V. A. Ufnarovskiæ, Teorema o nezavisimosti i ee sledstviØ. — Mat.

sb. 128 (1985), ˝ 1. 124–132.

63. V. A. Ufnarovskiæ, O koneqno-opredelennosti gamil~tonovyh algebr Strogo regulØrnye algebry i topologii. — Mat. issled., Kixinev, 1987. 103–112.

64. V. A. Ufnarovskiæ, Ob ispol~zovanii grafov dlØ vyqisleniØ bazisa, rosta i rØda Gil~berta associativnyh algebr. — Mat. sb. 180 (1989), ˝ 11. 1548–1560.

65. V. A. Ufnarovskiæ, Kombinatornye i asimptotiqeskie metody v algebre. — Itogi nauki i tehniki. Ser. Sovremennye problemy matematiki. Fundamental~nye napravleniØ, T. 57, Moskva, 1990.

66. A. A. Fridman, Vzaimootnoxenie meßdu problemoæ toßdestva i problemoæ soprØßennosti dlØ koneqno opredelennyh grupp. — Tr. Mosk. Matem. ob-va. 9 (1960), 329–356.

67. A. A. Fridman, Stepeni nerazreximosti problemy toßdestva dlØ koneqno opredelennyh grupp. — Dokl. AN SSSR. 147 (1962) 4, 805–808.

68. A. A. Fridman, Stepeni nerazreximosti problemy toßdestva dlØ koneqno opredelennyh grupp.. Nauka,M. (1967).

69. O. G. Harlampoviq, Koneqno opredelennye razreximye gruppy i algebry Li s nerazreximoæ problemoæ ravenstva. — Mat. zametki. 46 (1989) 3, 80–92.

70. D. L. Qubarov, Primenenie lemmy o kompozicii dlØ postroeniØ universal~nyh obertyva¸wih konformnyh algebr Li. (MagisterskaØ dissertaciØ). Novosibirskiæ gosudarstvennyæ universitet, 2000.

71. L. V. Xabunin, Razreximost~ fflementarnoæ teorii koneqno opredelennoæ kvazigruppy. — Mat. zametki. 47 (1990), ˝ 4. 138–146.

72. L. V. Xabunin, Razreximost~ teoriæ koneqno opredelennyh kvazigrupp iz R-mnogoobraziæ kvazigrupp. — Sib. mat. ßurn. 32 (1991), ˝ 3. 201–211.

73. L. V. Xabunin, Ob fflementarnoæ ffkvivalentnosti svobodnyh kvazigrupp. — Fund. i prikl. mat. 5, (1999), No 3 885–901.

74. L. V. Xabunin, Svobodnye i koneqno opredelennye algebry mnogoobraziæ kvazigrupp i mnogoobraziæ Kantora. — Avtoreferat dokt. diss., IM SO RAN (2000).

75. A. I. Xirxov, Nekotorye voprosy teorii neassociativnyh kolec i algebr. — Avtoreferat kand. diss., Moskva, MGU (1953).

76. A. I. Xirxov, Podalgebry svobodnyh lievyh algebr. — Mat. sb. 33(75) (1953) ˝ 2, 441–452.

62 L. A. BOKUT^, P. S. KOLESNIKOV 77. A. I. Xirxov, O kol~cah s toßdestvennymi sootnoxeniØmi. — Mat.

sb. 43 (1957), ˝ 2, 277–283.

78. A. I. Xirxov, O svobodnyh kol~cah Li. — Mat. Sb. 45(87) (1958), 113–122.

79. A. I. Xirxov, O bazisah svobodnyh algebr Li. — Algebra i logika. 1 (1962), 14–19.

80. A. I. Xirxov, Nekotorye algoritmiqeskie problemy dlØ algebr Li. — Sib. mat. ßurn. 3 (1962), 292–296.

81. A. I. Xirxov, Ob odnoæ gipoteze v teorii algebr Li. — Sib. mat. ßurn.

3 (1962), 297–301.

82. A. d’Andrea, V. G. Kac, Structure theory of finite conformal algebras. —Sel.

Math., new ser. 1998. V. 4. P. 377–418.

83. D. J. Anick, Noncommutative graded algebras and their Hilbert series. — J. Algebra 78 (1982), no. 1, 120–140.

84. D. Anick, C. Löfwall, Hilbert series of finitely presented algebras. Algebra, algebraic topology and their interactions. — (Stockholm, 1983), 32–55, Lecture Notes in Math., 1183, Springer, Berlin-New York, 1986.

85. D. I. Anick, On the cohomology of associative algebras. — Trans. Amer. Math.

Soc. 296 (1986), 641–659.

86. D. J. Anick, Recent progress in Hilbert and Poincare series. — Algebraic topology-rational homotopy (Louvain-la-Neuve, 1986), 1–25, Lecture Notes in Math., 1318, Springer, Berlin-New York, 1988.

87. Yu. A. Bakhturin, A. A. Mikhalev, V. M. Petrogradsky, M. V. Zaicev, Infinite-dimensional Lie superalgebras. — De Gruyter Expositions in Mathematics, 7. Walter de Gruyter & Co., Berlin, 1992.

88. J. Backelin, La serie de Poincare–Betti d’une algebre graduee de type fini a une relation est rationelle. — C. R. Acad. Sci., Paris, Ser. A 287 (1978), 843–846.

89. K. I. Beidar, W. S. Martindale, A. V. Mikhalev, Rings with generalized identities.

Pure and Applied Mathematics, 196. NY: Marcel Dekker, 1996. 90. A. A. Belavin, A. M. Polyakov, A. B. Zamolodchikov, Infinite conformal symmetry in two-dimensional quantum field theory. — Nuclear Phys. 241 (1984), 333–380.

91. A. Ya. Belov, V. V. Borisenko, V. N. Latyshev, Monomial algebras. — J. Math.

Sci., New York 87 (1997), N 3, 3463–3575.

92. A. Belov, T. Gateva-Ivanova, Radicals of monomial algebras. — Fong, Y. (ed.)

et al., First international Tainan-Moscow algebra workshop. Proceedings of the international conference, Tainan, Taiwan, Republic of China, July 23–August 22, 1994. Berlin: de Gruyter. 159-169 (1996).

93. G. M. Bergman, The diamond lemma for ring theory. — Adv. in Math. 29 (1978), 178–218.

94. L. A. Bokut’, Theorems of embedding in the theory of algebras. — Colloq. math.

14 (1966), 349–353.

95. L. A. Bokut’, The method of Gröbner–Shirshov bases. — Sib. Adv. Math. 9 (1999), No. 3, 1–16.

96. L. A. Bokut’, Y. Fong, W.-F. Ke, Gröbner–Shirshov bases and composition lemma for associative conformal algebras: an example. — to appear in Contemporary Math., AMS.

BAZISY GR^¨EBNERA––XIRXOVA 63

97. L. A. Bokut’, Y. Fong, W.-F. Ke, Composition-Diamond lemma for associative conformal algebras. — Preprint.

98. L. A. Bokut’, Y. Fong, W.-F. Ke, Free associative conformal algebras. — Proceedings of the 2nd Tainan-Moscow Algebra and Combinatorics Workshop, Tainan 1997, 13–25, Springer-Verlag.

99. L. A. Bokut, S.-J. Kang, K.-H. Lee, P. Malcolmson, Gröbner–Shirshov bases for Lie superalgebras and their universal enveloping algebras. — J. Algebra 217 (1999), N. 2, 461–495.

100. L. A. Bokut, G. P. Kukin, Algorithmic and combinatorial algebra. Mathematics and its Applications, 255. — Kluwer Academic Publishers Group, Dordrecht, 1994.

101. L. A. Bokut, A. A. Klein, Serre relations and Gröbner–Shirshov bases for simple Lie algebras. I, II. — Internat. J. Algebra Comput. 6 (1996), 389–400 and 401–412.

102. L. A. Bokut, A. A. Klein, Gröbner–Shirshov bases for exceptional Lie algebras. I.

in: Ring theory. Selected papers from the conference held in Miskolc, July 15–20, 1996, (L. Rowen., ed). J. Pure Appl. Algebra 133 (1998), 51–57; North-Holland Publishing Co., Amsterdam, 1998.

103. L. A. Bokut, A. A. Klein, Gröbner–Shirshov bases for the exceptional Lie algebras E_6, E_7, E_8. — Algebras and combinatorics (Hong Kong, 1997), 37–46, Springer, Singapore, 1999.

104. L. A. Bokut, P. Malcolmson, Gröbner–Shirshov bases for quantum enveloping algebras. — Israel J. Math. 96 (1996), 97–113.

105. L. A. Bokut, P. Malcolmson, Gröbner–Shirshov bases for relations of a Lie algebra and its enveloping algebra. — Algebras and combinatorics (Hong Kong, 1997), 47–54, Springer, Singapore, 1999.

106. W. W. Boone, The word problem. — Ann. Math. 70 (1959), 207–265. 107. W. W. Boone, Finitely presented group whose word problem has the same degree as that of an arbitrary given Thue system (an application of methods of Britton). — Proc. Nat. Acad. Sci. U.S.A. 53 (1965) 2, 265–269.

108. R. E. Borcherds, Vertex algebras, Kac-Moody algebras, and the Monster. — Proc.

Nat. Acad. Sci. USA 83 (1986), 3068–3071.

109. A. J. Bowtell, On a question of Malcev. — J. Algebra 7 (1967), 126–139. 110. B. Buchberger, An algorithm for finding a basis for the residue class ring of a zero-dimensional polynomial ideal. — (German). Ph. D. thesis, University of Insbruck, Austria 1965.

111. B. Buchberger, An algorithmical criteria for the solvability of algebraic systems of equations. — (German). Aequationes Math. 4 (1970), 374–383.

112. B. Buchberger, F. Winkler (eds), Gröbner bases and applications. — London Math. Soc. Lecture Note Ser. 251, Cambridge Univ. Press, 1998.

113. K.-T. Chen, R. H. Fox, R. C. Lyndon, Free differential calculus. IV. The quotient groups of the lower central series. — Ann. Math. 68 (1958), 81–95.

114. C. R. L. Clapham, Finitely presented groups with word problems an arbitrary degrees of unsolvability. — Proc. Lond. Math. Soc. 14 (1964), 633–676.

115. D. J. Collins, Recursively enumerable degrees and the conjugacy problem. — J.

Simb. Logic, 32 (1967), N 3, 432–433.

116. P. M. Cohn, Embedding problems for rings and semigroups. Universal algebra and its links with logic, algebra, combinatorics and computer science. — Proc.

64 L. A. BOKUT^, P. S. KOLESNIKOV

25 Arbeitstag. Allgemeine Algebra, Darmstadt 1983, Res. Expo. Math. 4 (1984), 115–126.

117. D. Eisenbud, I. Peeva, B. Sturmfels, Non-commutative Gröbner bases for commutative algebras. — Proc. Amer. Math. Soc. 126 (1998), no. 3, 687–691.

118. T. Evans, The word problem for abstract algebras. — J. Lond. Math. Soc. 26 (1951), No. 1, 64–71.

119. T. Evans, On multiplicative systems defined by generators and relations. I. Normal form theorems. — Proc. Cambrige Phil. Soc. 47 (1951), No 4. 637–645.

120. I. Frenkel, J. Lepowsky, A. Meurman, Vertex Operator Algebras and the Monster.

London: Academic Press, 1988.

121. T. Gateva-Ivanova, Skew polynomial rings with binomial relations. — J. Algebra 185 (1996), No. 3, 710-753.

122. T. Gateva-Ivanova, V. Latyshev, On recognisable properties of associative algebras. — Computational aspects of commutative algebra. J. Symbolic Comput. 6 (1988), Nos. 2-3, 371–388.

123. V. P. Gerdt, V. V. Kornyak, A program for constructing a complete system of relations, basis elements and tables of commutators of finitely presented Lie algebras and superalgebras. — (Russian) Programmirovanie 1997, OVYR no. 3, 58–71; translation in Program. Comput. Software 23 (1997), no. 3, 164–172.

124. E. S. Golod, Standard bases and homology. — Lect. Notes. Math. 1352 (1988), 88–95.

125. E. Green, T. Mora, V. Ufnarovski, The non-commutative Gröbner freaks. — Symbolic rewriting techniques (Ascona, 1995), 93–104, Progr. Comput. Sci. Appl. Logic, 15, Birkhauser, Basel, 1998.

126. E. Green, An introduction to noncommutative Groebner bases. — K. G. Fischer (ed.) et al., Computational algebra. NY: Dekker. Lect. Notes Pure Appl. Math. 151, 167–190 (1993).

127. M. Hall, A basis for free Lie rings and higher commutators in free groups. — Proc. Am. Math. Soc., 1 (1950), 575–581.

128. P. Hall, On the embedding of a group in a join of given groups. — J. Austral.

Math. Soc. 14 (1974), N 4, 434–495.

129. G. Hermann, The question of finitely many steps in the theory of polynomial ideals. — Maht. Ann. 95 (1926), 736–788.

130. G. Higman, Subgroups of finitely presented groups. — Proc. Roy. Soc. Ser. A. 262 (1961), 455–475.

131. H. Hironaka, Resolution of singularities of an algebraic variety over a field of characteristic zero. I, II. — Ann. Math. 79 (1964), 109–203; ibid. 79 (1964), 205–326.

132. N. Jacobson, Some recent developments in the theory of algebras with polynomial identities. Topics in algebra (Proc. 18th Summer Res. Inst. Austral. Nat. Univ., Canberra, 1978) 8–46, Lect. Notes Math., 697, Springer, Berlin, 1978.

133. V. G. Kac, Formal distribution algebras and conformal algebras. — XIIth International Congress in Mathematical Physics (ICMP’97) (Brisbane). Internat. Press: Cambridge, MA, 1999. P. 80–97.

134. V. Kac, Vertex algebras for beginners. Second edition. — University Lecture Series, 10. American Mathematical Society, Providence, RI, 1998.

BAZISY GR^¨EBNERA––XIRXOVA 65

135. A. Kandry-Rody, V. Weipfenning, Noncommutative Greubner bases in algebras of solvable type. — J. Symbolic Comput. 9 (1990), 1–26.

136. S.-J. Kang, K.-H. Lee, Gröbner–Shirshov bases for representation theory. — J.

Korean Math. Soc. 37 (2000), 55-72.

137. S.-J. Kang, K.-H. Lee, Gröbner–Shirshov bases for irreducible sln+1-modules. — J. Algebra, to appear.

138. S.-J. Kang, I.-S. Lee, K.-H. Lee, H. Oh, Gröbner–Shirshov pairs for Specht modules of Hecke algebras. — Preprint.

139. O. G. Kharlampovich, M. V. Sapir, Algorithmic problems in varieties. — Inter.

J. Algebra Comput., 5 (1995), Nos. 4, 5, 379–602.

140. A. A. Klein, Rings nonembeddable in fields with multiplicative semigroups embeddable in groups. — J. Algebra, 7 (1967), 100–125.

141. N. Koblitz, Algebraic aspects of cryptography. With an appendix on Hyperelliptic curves by Alfred J. Menezes, Yi-Hong Wu, and Robert J. Zuccherato. — Algorithms and Computation in Mathematics. 3. Berlin: Springer, 1998.

142. P. Kolesnikov, The Makar-Limanov’s construction of an algebraically closed skew field via Mal’cev–Newmann series. — Formal Power Series and Algebraic Combinatorics, 12th International Conference, FPSAC’00, Moscow, June 2000, Proceedings, D. Krob, A. A. Mikhalev, A. V. Mikhalev (Eds), Springer, Berlin, 2000. 454-460.

143. M. V. Kondratjeva, A. B. Levin, A. V. Mikhalev, E. V. Pankratjev, Differential and difference dimension polynomials. — Kluwer Academic Publ., Dordrecht, 1999.

144. V. N. Latyshev, Lie nilpotency: recognition and word problem. — First International Tainan-Moscow Algebra Workshop (Tainan, 1994), 237–239, de Gruyter, Berlin, 1996.

145. V. N. Latyshev, Canonization and standart bases of filtered structures. — in: Lie Algebras, Rings and related Topics, Fong Yuen, A. A. Mikhalev, E. Zelmanov (Eds.), 61–79, Springer-Verlag, Hong Kong, 2000.

146. V. N. Latyshev, An improved version of standard bases. — Formal Power Series and Algebraic Combinatorics, 12th International Conference, FPSAC’00, Moscow, June 2000, Proceedings, D. Krob, A. A. Mikhalev, A. V. Mikhalev (Eds), Springer, Berlin 2000, 496-505.

147. J. A. de Loera, B. Sturmfels, R. R. Thomas, Groebner bases and triangulations of the second hypersimplex. — Combinatorica 15 (1995), No. 3, 409–424.

148. M. Lothaire, Combinatorics on Words. Cambridge Mathematical Library. — Cambridge University Press, Cambridge, 1997.

149. R. C. Lyndon, On Burnside’s problem I. — Trans. Amer. Math. Soc. 77 (1954), 202–215.

150. R. C. Lyndon, On Burnside’s problem II. — Trans. Amer. Math. Soc. 78 (1955), 329–332.

151. L. G. Makar-Limanov, Algebraically closed skew fields. — J. Algebra. 93 (1985) 117–135.

152. A. I. Mal’cev, On the immersion of an algebraic ring into a field. — Math. Ann.

113 (1937), 689–691.

153. A. A. Mikhalev, The composition lemma for color Lie superalgebras and for Lie p-superalgebras. Contemp. Math. 131.2 (1992), 91–104.

66 L. A. BOKUT^, P. S. KOLESNIKOV

154. A. A. Mikhalev, A. A. Zolotykh, Combinatorial aspects of Lie superalgebras. — Boca Raton, FL: CRC Press. 1995.

155. A. A. Mikhalev, A. A. Zolotykh, Standard Gröbner–Shirshov bases of free algebras over rings. I. Free associative algebras. — Intern. J. Algebra Comput. 8 (1998), No. 6, 689–726.

156. A. A. Mikhalev, A. V. Sereguine, Standard bases of one-sided ideals of algebras of P -type. in: Algebras and Combinatorics. An International Congress, ICAC-97, Hong Kong, Springer, Singapore, 1999, 345–351.

157. A. A. Mikhalev, E. A. Vasilieva, Standard bases of ideals of free supercommutative polynomial algebras (ε-Gröbner bases). — In Lie Algebras, Rings and Related Topics, Springer-Verlag, Hong Kong, 2000, 108–125.

158. T. Mora, Gröbner bases for nocommutative polynomial rings. — Lect. Notes Comput. Sci. 229 (1986), 353–362.

159. T. Mora, Gröbner bases in noncommutative algebras. — Proc. ISSAC’88, Lect.

Notes Comput. Sci., 358 (1988), 150–161.

160. T. Mora, An introduction to commutative and noncommutative Grobner bases.

— Second International Colloquium on Words, Languages and Combinatorics (Kyoto, 1992). Theoret. Comput. Sci. 134 (1994), no. 1, 131–173.

161. M. H. A. Newman, On theory with combinatorial definition of equivalence. — Ann. Math. 43 (1942), 233–243.

162. E. Poroshenko, Gröbner–Shirshov bases for Kac-Moody algebras A(1)n and B(1)n . — Formal Power Series and Algebraic Combinatorics, 12th International Conference, FPSAC’00, Moscow, Russia, June 2000, Proceedings, D. Krob, A. A. Mikhalev, A. V. Mikhalev (Eds), Springer, Berlin 2000, 552-563.

163. C. Procesi, Rings with polynomial identities. — Pure and Applied Mathematics.

V. 17, New York: Marcel Dekker, Inc. 1973.

164. C. Reutenauer, Dimensions and characters of the derived series of the free Lie algebra. in: M. Lothaire, Mots, Mélanges offerts a M.-P. Schützenberger, 171–184. Hermès, Paris (1990).

165. C. Reutenauer, Free Lie algebras. London Mathematical Society Monographs.

New Series, 7. — Oxford Science Publications. The Clarendon Press, Oxford University Press, New York, 1993.

166. M. Roitman, On free conformal and vertex algebras. — J. Algebra 217 (1999), 496–527.

167. M. Roitman, Universal enveloping conformal algebras. — Selecta Math., to appear.

168. M. Roitman, A criterion for embedding of Lie conformal algebras into associative conformal algebras. — Preprint, 1999.

169. V. A. Ufnarovskij, Calculations of growth and Hilbert series by computer. — Computational algebra (Fairfax, VA, 1993), 247–256, Lecture Notes in Pure and Appl. Math., 151, Dekker, New York 1994.

170. V. Ufnarovski, Introduction to noncommutative Gröbner bases theory. In Gröbner bases and applications. — London Math. Soc. Lecture Note Ser. 251, Cambridge Univ. Press, 1998. 259–280.

171. X. G. Viennot, Algèbres de Lie libres et monoides libres. — Lect. Notes Math., 1978. No. 691. Springer, Berlin.

BAZISY GR^¨EBNERA––XIRXOVA 67

172. E. Witt, Die Unterringe der freien Lieschen Ringe. Math. Zeit., 64 (1956), 195–216.

173. A. A. Zolotykh, A. A. Mikhalev, Algorithms for constructing standard Gröbner– Shirshov bases of ideals of free algebras over commutative rings. — (Russian) Programmirovanie 1998, OVYR no. 6, 10–11.

Bokut’ L. A., Kolesnikov P. S. Gróbner–Shirshov bases: from incipiency to nowdays.

In this paper we present a history and the main results of the Gróbner– Shirshov bases theory for commutative, non-commutative, Lie and conformal algebras from the beginning (1962) up to nowadays. We consider the problem of constructing free Lie algebra basis, structure of free products of Lie algebras, word problem for Lie algebras, embedding of arbitrary Lie algebra into algebraically closed one. The contemporary form of Composition–Diamond lemma (CD-lemma) is adduced. The rewriting systems for groups are considered from the Gróbner–Shirshov bases theory point of view. The important role is devoted to conformal algebras, we present a statement of CD-lemma for associative conformal algebras, someexamples are considered. The analogue of Hilbert basis theorem for commutative conformal algebras is stated.

Postupilo 22 fevralØ 2000

Institut matematiki im. S. L. Soboleva SO RAN