Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 272, 2000 g.

A. I. Korotkeviq

PODGRUPPY POLNO` LINE`NO` GRUPPY, SODERȷAWIE �LEMENTARNUı GRUPPU V PRIVODIMOM PREDSTAVLENII

§1. Vvedenie

Pust~ R – kommutativnoe kol~ko s ediniceæ, GL (n, R) – polnaØ lineænaØ gruppa stepeni n nad R. V rabote [1] byli opisany podgruppy v GL (n, R), soderßawie bloqno–diagonal~nu¸ fflementarnu¸ gruppu E(ν, R) = {diag (a_1, . . . , a_l) | a_i ∈ E(ν_i, R)}, gde

ν = (n_1, . . . , n_l), a ∑ n_i = n. V predpoloßenii, qto kaßdoe n_i ¿ 3,

rexetka promeßutoqnyh grupp opisyvaetsØ v terminah “setevyh podgrupp” i ih normalizatorov. Rabota [1] slußit, v qastnosti, oqen~ xirokim obobweniem teoremy Uilsona–Golubqika o podgruppah GL (k, R), normalizuemyh E(k, R). O dal~neæxih rezul~tatah sm. ssylki [2, 4]. Sm. takße [3] po povodu obobweniØ teoremy Uilsona–Golubqika v drugom napravlenii.

V nastoØweæ stat~e my rassmatrivaem privodimoe predstavlenie fflementarnoæ gruppy, a imenno stepen~ estestvennogo. My opisyvaem nadgruppy gruppy E^m(n, R) = {diag (a, . . . , a) |

a ∈ E(n, R)}. Oqevidno, qto E^m(n, R) znaqitel~no men~xe, qem E(ν, R) (sqitaØ, qto ν = (n, . . . , n)), i znaqit, opisanie eœ nad-

grupp ØvlØetsØ, v rassmatrivaemom sluqae, ves~ma xirokim obobweniem rezul~tatov raboty [1].

V §§2–4 my pokazyvaem qto metody, ispol~zovannye v citiruemyh rabotah, rasprostranØ¸tsØ, po kraæneæ mere qastiqno, na sluqaæ privodimogo predstavleniØ. A imenno, my stroim ves~- ma xirokie klassy promeßutoqnyh podgrupp, opredelØemye v terminah podalgebr matriqnoæ algebry, soderßawih algebru skalØrnyh matric. S fftoæ toqki zreniØ ispol~zovavxiesØ v [1] setevye podgruppy otveqa¸t podalgebram, soderßawim vse diagonal~nye matricy.

V kaqestve pervogo priloßeniØ predloßennoæ konstrukcii v §5 my daem opisanie nadgrupp E^m(n, R) v sluqae, kogda R = K – pole, a n dostatoqno veliko po otnoxeni¸ k m. 227

228 A. I. KOROTKEVIQ

§2. OboznaqeniØ

Pod R budet ponimat~sØ proizvol~noe kommutativnoe kol~co s ediniceæ (za iskl¸qeniem poslednego paragrafa, gde R = K – pole). Kak obyqno, qerez M (k, l, R) oboznaqaetsØ mnoßestvo matric razmera k na l. DlØ k = l my oboznaqim M (k, k, R) = M (k, R), rassmatrivaØ M (k, R) kak R-algebru. Pust~ e = e_k edinica algebry M (k, R), i, hotØ indeks dalee opuskaetsØ, iz konteksta budet Øsno, kakaØ imenno algebra imeetsØ v vidu. Takße my budem pol~zovat~sØ standartnymi oboznaqeniØmi dlØ GL (k, R) – mul~- tiplikativnoæ gruppy obratimyh matric v M (k, R) i E(k, R) 6

GL (k, R) – fflementarnoæ gruppy stepeni k. Oboznaqim e_{ij} – stan-

dartnu¸ matriqnu¸ edinicu. V koordinatah (e_{ij} )_{hk} = δ_{ih}δ_{jk}, gde δ – simvol Kronekera. Kak izvestno, matriqnaØ algebra izomorfna sßatoæ polugruppovoæ algebre polugruppy, sostoØweæ iz matriqnyh edinic i nulØ.

Zafiksiruem razmer n ¿ 2 i koliqestvo blokov m. Vvedem sokrawenie M = M (m, R), G = GL (mn, R), E = E^m(n, R), priqem, esli ponadobitsØ, stroki i stolbcy matric iz M budut numerovat~sØ kornØmi (stepeni m) iz edinicy I = {ε_k | 1 6 k 6 m}, a stroki i stolbcy matric iz M (mn, R), v qastnosti, fflementov iz G, – parami {(ε_k, j) | 1 6 j 6 n, 1 6 k 6 m}. Otoßdestvim M (mn, R) ≃ M ⊗ M (n, R). UqityvaØ vvedennu¸ numeraci¸, izomorfizm zadaetsØ “kronekerovym proizvedeniem”. V silu sdelanyh vyxe zameqaniæ dlØ kaßdogo g ∈ G ⊆ M (mn, R) suwestvuet i edinstvenno predstavlenie v vide g = ∑ 16i,j6n^{g(i,j) ⊗ eij, g(i,j) ∈ M. (1)} �lement g_{(i,j)} fftogo razloßeniØ my budem nazyvat~ (i, j)-toæ komponentoæ g.

§3. “Transvekcii”

Sledu¸wee ponØtie ØvlØetsØ kl¸qevym v rabote. Opredelim fflementarnye “transvekcii nad M ” kak matricy v G vida T_{ij}(a) = e + a ⊗ e_{ij} ,

PODGRUPPY POLNO` LINE`NO` GRUPPY 229 gde a ∈ M , 1 6 i ≠ j 6 n. Vo izbeßanie putanicy s obyqnymi fflementarnymi transvekciØmi slovo “transvekciØ” budet brat~sØ v kavyqki.

V silu standartnyh svoæstv tenzornogo proizvedeniØ poluqaem, vo-pervyh, analog “kommutacionnoæ formuly Xevalle”: dlØ vseh a, b ∈ M [T_{ij}(a)T_{kl}(b)] = 1, esli i ≠ k, j ≠ l, T_{il}(ab), esli j = k, i ≠ l, T_{kj} (−ba), esli i = l, j ≠ k; (2) i, vo-vtoryh, sledu¸wee vyraßenie dlØ predstavleniØ soprØßennogo s fflementarnoæ “transvekcieæ” v vide (1): esli a, b ∈ M ,

g ∈ G i 1 6 i ≠ j 6 n, to

(gT_{ij} (a)g�^1)_{(k,l)} = δ_{kl}e + g_{(k,i)}ag�^1_{(j,l)}. (3)

DlØ proizvol~noæ podalgebry A 6 M oboznaqim qerez M (A) mnoßestvo matric g ∈ M (mn, R), u kotoryh g_{(i,j)} ∈ A dlØ vseh

1 6 i, j 6 n.

Podalgebru A 6 M budem nazyvat~ C-podalgebroæ, esli ona soderßit centr C = Cent (M ) = {λ · e | λ ∈ R}. DlØ C-podalgebry A vvedem ponØtie gruppy tipa A: G(A) = {g ∈ M (A) | g�^1 ∈ M (A)} 6 G. My budem issledovat~, v qastnosti, N (A) – eœ normalizator v G.

Soderßawu¸sØ v G(A) fflementarnu¸ gruppu nad A oboznaqim qerez E(A): E(A) = ⟨T_{ij}(a) | a ∈ A, 1 6 i ≠ j 6 n⟩. V fftih oboznaqeniØh E = E(C).

Rassmotrim podgruppu H v G, soderßawu¸ E(C). Sledu¸waØ lemma pokazyvaet suwestvovanie v H “transvekciæ” kak rezul~- tat naliqiØ matric special~nogo vida.

Lemma. Pust~ g ∈ H i suwestvuet indeks i takoæ, qto dlØ vseh

j (i, j)–taØ komponenta g sovpadaet s toæ ße komponentoæ ediniqnoæ matricy, inaqe govorØ g_{(i,j)} = δ_{ij} · e. Togda H soderßit

230 A. I. KOROTKEVIQ

“transvekcii” vida T_{rs}(g_{(l,k)}), to est~ E(A) 6 H, gde A poroßdaetsØ, kak R-algebra, mnoßestvom teh g_{(l,k)}, u kotoryh k, l – indeksy ot 1 do n i k otliqen ot i.

Dokazatel~stvo. Esli l = i, to dokazyvat~ neqego: E 6 H.

Pust~ teper~ l ≠ i. V silu usloviØ k ≠ i. Rassmotrim matricu h = gT_{ki}g�^1. V fftom sluqae vvidu (3) imeem h_{(p,q)} = δ_{pq} · e + δ_{iq} g_{(p,k)}, i, znaqit, h_{(p,q)} = δ_{pq} e pri p ≠ i, i h_{(i,i)} = e. Takim obrazom, h = ∏ q6=i^{Tiq(g(q,k)).} Poskol~ku fflementy mnoßestva {T_{iq}(a) | a ∈ M, q ≠ i} poparno perestanovoqny, to T_{il}(g_{(l,k)}) ∈ H i v silu formul Xevalle lemma dokazana.

§4. Normalizatory

Pust~ A – proizvol~naØ C–podalgebra v M . V nastoØwem paragrafe my pokaßem, qto v fftom sluqae, pri dopolnitel~nom uslovii na razmer blokov, moßno dat~ prostoe opisanie normalizatora N (A).

˚sno, qto esli g ∈ G i dlØ vseh i, j, k, l i vseh a ∈ A vypolnØetsØ vkl¸qenie g_{(k,i)}ag�^1_{(j,l)} ∈ A, (4) to g normalizuet G(A). Oqevidno takße, qto v silu formuly (3) i vkl¸qeniØ E(A) 6 G(A), uslovie (4) neobhodimo pri i ≠ j.Na samom dele imeet mesto sledu¸wee predloßenie.

Predloßenie 1. Esli n ¿ 3, to g ∈ N (A) v tom i tol~ko tom

sluqae, kogda gE(A)g�^1 6 G(A). �to uslovie ffkvivalentno uslovi¸ (4) pri i ≠ j.

Dokazatel~stvo. Pust~ f ∈ G(A). Togda, v silu izloßennogo

vyxe, dostatoqno dokazat~, qto dlØ vseh 1 6 i, j 6 n, 1 6 r 6 n imeet mesto g_{(i,r)}f_{(r,r)} g�^1_{(r,j)} ∈ A.

PODGRUPPY POLNO` LINE`NO` GRUPPY 231 Fiksiruem i, j. Poskol~ku n ¿ 3, moßno vybrat~ k i l tak, qtoby k, l, r byli poparno razliqny. Takim obrazom,

g_{(i,r)}f_{(r,r)} g�^1_{(r,j)} = = g_{(i,r)} ( ∑ 16p6n^g �1_{(k,p)g(p,k)}^)_{f(r,r)}^{( ∑} 16q6n^{g(l,q)g} �1_{(q,l)}^)_g�1_{(r,j) =} = ∑ 16p,q6n ( g_{(i,r)}eg�^1_{(k,p)} ) ( g_{(p,k)}f_{(r,r)} g�^1_{(l,q)} ) ( g_{(q,l)}eg�^1_{(r,j)} ) . Poslednee ravenstvo dokazyvaet predloßenie.

Uslovie predloßeniØ 1 moßno neskol~ko usilit~. Sledu¸waØ variaciØ ispol~zuetsØ v dal~neæxem.

Predloßenie 2. Dostatoqno proverØt~ prinadleßnost~ ffle-

menta h ∈ G normalizatoru N (A) tol~ko na poroßda¸weæ sisteme. Toqnee, pust~ a ⊆ M , priqem e ∈ a, i A poroßdaetsØ a kak R algebra. H normalizuet G(A) togda i tol~ko togda, kogda dlØ vseh h ∈ H, indeksov 1 6 i ≠ j 6 n, i vseh a ∈ a vypolnØetsØ hT_{ij}(a)h�^1 ∈ G(A) Dokazatel~stvo. ˚sno, qto v silu usloviØ i formul Xevalle

E(A) poroßdaetsØ mnoßestvom {T_{ij} (a) | 1 6 i ≠ j 6 n, a ∈ a} kak

podgruppa v G. Takim obrazom, predloßenie 2 sleduet iz predloßeniØ 1.

§5. Sluqaæ polØ NaqinaØ s fftogo mesta my sqitaem, qto R = K – pole. V fftom sluqae pri dostatoqno bol~xih n promeßutoqnye podgruppy E = SL(C) 6 H 6 GL (mn, K), moßno opisat~ v terminah E(A),

G(A) i ih normalizatorov. A imenno, imeet mesto sledu¸waØ

Teorema. Pust~ n ¿ m^2 +3. Togda dlØ l¸boæ promeßutoqnoæ pod-

gruppy E 6 H 6 G v M suwestvuet edinstvennaØ K-podalgebra A v M takaØ, qto E(A) 6 H 6 N (A). Dokazatel~stvo. Snaqala dokaßem edinstvennost~. Predpolo-

ßim E(A) 6 F 6 N (A) i E(B) 6 F 6 N (B). Sledovatel~no,

E(A) 6 N (B), otkuda, primenØØ formuly Xevalle, poluqaem A ⊆ B. Analogiqno B ⊆ A, qto i trebovalos~ pokazat~.

232 A. I. KOROTKEVIQ

Pokaßem teper~, qto takaØ algebra A suwestvuet. V kaqestve

A = A(H) moßno vzØt~ A = {a | T_{12}(a) ∈ H}. Vvidu vkl¸qeniØ E 6 H i formul Xevalle ffto C–podalgebra v M . V silu predloßeniØ 2 dostatoqno dokazat~, qto vkl¸qenie

T_{rs}(a)∈H vleqet dlØ l¸bogo h iz H vkl¸qenie (hT_{rs}(a)h�^1)_{(p,q)}∈A.

Poloßim c = hT_{rs}(a)h�^1 i rassmotrim sledu¸wu¸ matricu, gde my dlØ prostoty sqitaem, qto q = 1: Γ = h�1_{ε12,ε1r . . . h}�1_{ε1m2 +2,ε1r} . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . h�1_{εm 2,εmr . . . h}�1_{εmm2 +2,εmr} ∈ M (m^2, m^2 + 1, k).

V dannom sluqae budem numerovat~ stolbcy natural~nymi qislami ot 2 do m^2 +2, a stroki mnoßestvom I ×I. Oboznaqim qerez k rang fftoæ matricy rk Γ. Esli k = 0, to c = e i dokazyvat~ neqego. Pust~ pofftomu k > 0 i Δ – kakoæ-to otliqnyæ ot nulØ minor matricy Γ porØdka k, j_1, . . . , j_k – ego stolbcy, i_1, . . . , i_k – stroki. Poskol~ku m^2 + 1 > m^2 ¿ k, to naædetsØ indeks j_0, otliqnyæ ot

j_1, . . . , j_k. Rassmotrim

T = k∏ u=0 T_{1ju} (Δ^{j0...}n^{ju...jk} i1.........i_k · e) ∈ E, gde Δ^{j0...}n^{ju...jk} i1.........i_k – sootvetstvu¸wee algebraiqeskoe dopolnenie. V

silu sdelannyh predpoloßeniæ i predstavleniØ (3) zametim, qto stolbcy matricy c�^1 −e invariantny otnositel~no deæstviØ matricy T , inymi slovami, ØvlØ¸tsØ sobstvennymi vektorami, priqem T unipotentna. Togda, vvodØ v rassmotrenie d = cT c�^1, legko videt~, qto d = e + c · (T − e). Sledovatel~no, d ∈ H udovletvorØet uslovi¸ lemmy po kraæneæ mere dlØ dvuh razliqnyh indeksov. Krome togo, d_{(l,j0)} = Δ · c_{(l,1)}. Takim obrazom, proizvol~nost~ vybora q = 1 dokazyvaet teoremu.

V zakl¸qenii avtor hotel by vyrazit~ priznatel~nost~ Nikola¸ Aleksandroviqu Vavilovu, bez vsestoronnego uqastiØ kotorogo stat~Ø ne byla by napisana.

PODGRUPPY POLNO` LINE`NO` GRUPPY 233

Literatura

1. Z. I. Boreviq, N. A. Vavilov, Raspredelenie podgupp v polnoæ lineænoæ gruppe nad kommutativnym kol~com. — Trudy Matem. in-ta AN SSSR 3 (1985), 27–46.

2. A. Stepanov, N. Vavilov, Decomposition of Transvection: A Theme with Variations. — K-Theory 19 (2000), 109–153.

3. L. N. Vaserstein, The subnormal structure of general linear group over rings. — Math. Proc. Camb. Phil. Soc. 108 (1990), 219–230.

4. N. Vavilov, Intermediate Subgroups in Chevalley Groups. in: Proc. Conf. Groups of Lie Type and their Geometries, (Como–1993), Camb. Univ. Press. (1995) pp. 233–280.

Korotkevich A. I. Subgroups of the general linear group containing an elementary subgroup in a reducible representation.

Let R be a commutative ring, G = GL (mn, R) be the general linear group of degree mn over R. We construct and study a wide class of overgroups of the elementary group E^m(n, R) ∼= E(n, R) in the representation which is the direct sum of m copies of the dxtufk representation. When R = K is a field and n is large enough with respect to m, this allows us to give a complete description of all subgroups intermediate between E^m(n, K) and G. This is a very broad generaliØation of some results by Z. I. Borewicz, N. A. Vavilov and others.

Postupilo 4 sentØbrØ 2000 S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet