Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 272, 2000 g.

N. V. Kosmatov

OCENKI GOMOLOGIQESKIH RAZMERNOSTE` RASSLO´NNOGO PROIZVEDENI˚ KOLEC. II

Pod kol~com my budem ponimat~ associativnoe kol~co s ediniceæ, sohranØemoæ pri kol~cevyh gomomorfizmah. Moduli nad kol~cami, esli ne ogovoreno protivnoe, budut sqitat~sØ levymi. DlØ kol~ca Λ my budem oboznaqat~ ego levu¸ global~nu¸ i levu¸ slabu¸ razmernosti sootvetstvenno qerez lgldΛ i lwdΛ. DlØ Λ-modulØ X qerez id_ΛX, pd_ΛX i fd_ΛX budut oboznaqat~- sØ ego in¨ektivnaØ, proektivnaØ i ploskaØ razmernosti. Levoæ in¨ektivnoæ finitnoæ razmernost~¸ kol~ca Λ lFIDΛ my budem nazyvat~ sup{id_ΛM | M – Λ-modul~, id_ΛM < ∞}. Analogiqno opredelØetsØ levaØ proektivnaØ finitnaØ razmernost~ Λ : lFPDΛ = sup{pd_ΛM | M – Λ-modul~, pd_ΛM < ∞}.

Pust~ dan kommutativnyæ kvadrat kolec i gomomorfizmov ko- lec R^{i1}−−−−→ R_1 ? yi2 ? yj1 R_2^{j2}−−−−→ R^0, (1)

i pust~ R – rassloœnnoe proizvedenie kolec R_1 i R_2 nad R^0, t.e. dlØ l¸byh fflementov r_1 ∈ R_1 i r_2 ∈ R_2, udovletvorØ¸wih uslovi¸ j_1(r_1) = j_2(r_2), suwestvuet edinstvennyæ fflement r ∈ R, dlØ kotorogo i_1(r) = r_1 i i_2(r) = r_2. Predpoloßim dopolnitel~no, qto otobraßenie i_1 s¸r¨ektivno, i zafiksiruem ffti oboznaqeniØ.

Cel~¸ fftoæ stat~i ØvlØetsØ poluqenie analogiqnyh [1] i [2] ocenok dlØ finitnyh razmernosteæ rassloœnnogo proizvedeniØ kolec (teoremy 1 i 2). My takße privedœm primery vyqisleniæ, ispol~zu¸wih ffti ocenki i pokazyva¸wih suwestvennost~ dopolnitel~nyh usloviæ na kvadrat kolec (1) v poluqennyh rezul~tatah.

Teorema 1. Pust~ n ¿ 0 i dlØ l¸bogo R-modulØ M koneqnoæ in¨ek-

tivnoæ razmernosti vypolneno id_Rk(Ext^l_R(R_k, M )) 6 n − l pri vseh 234

OCENKI GOMOLOGIQESKIH RAZMERNOSTE` 235

k = 1, 2 i l = 0, 1, . . . , n. Togda lFIDR 6 n.

Dokazatel~stvo. Pust~ M – R-modul~ koneqnoæ in¨ektivnoæ

razmernosti. Togda iz [1, predloßenie 4] vytekaet, qto id_RM 6 n. Sledovatel~no, lFIDR = sup{id_RM | id_RM < ∞} 6 n.

Analogiqnym rassußdeniem iz [2, predloßenie 3] vyvoditsØ ocenka na levu¸ finitnu¸ proektivnu¸ razmernost~ R:

Teorema 2. Pust~ n ¿ 0 i dlØ l¸bogo R-modulØ M koneqnoæ pro-

ektivnoæ razmernosti vypolneno pd_Rk(Tor^R_l (R_k, M )) 6 n − l pri vseh k = 1, 2 i l = 0, 1, . . . , n. Togda lFPDR 6 n.

Primer 1. Pust~ s ¿ 2, opredelim R = {(m, n) ∈ Z× Z| s delit

m − n}, R_1 = R_2 = Z, R^0 = Z/sZ, togda poluqaem universal~nyæ kvadrat kolec (1), v kotorom vse otobraßeniØ ØvlØ¸tsØ kanoniqeskimi ffpimorfizmami. Suwestvu¸t periodiqeskie svobodnye rezol~venty R-moduleæ R_k: . . .^{(0,s)}−→ R^{(s,0)}−→ R^{(0,s)}−→ R^{i1}−→ R_1, . . .^{(s,0)}−→ R^{(0,s)}−→ R^{(s,0)}−→ R^{i2}−→ R_2, sizigiØmi v kotoryh ØvlØ¸tsØ pooqerœdno podmoduli sZ× 0 ≃ R_1 i 0 × sZ ≃ R_2. Nesloßno ubedit~sØ, qto korotkie toqnye posledovatel~nosti R-moduleæ 0 −→ 0 × sZ→ R^{i1}−→ R_1 −→ 0, 0 −→ sZ× 0 → R^{i2}−→ R_2 −→ 0 ne rasweplØ¸tsØ. My poluqaem, qto R-moduli R_k ne proektivny, a takße vvidu [3, teorema 3.2.7], ne ploskie, otkuda pd_RR_k = fd_RR_k = ∞ i lgldR = lwdR = ∞. V to ße vremØ lgldR_k = lwdR_k = 1, qto pokazyvaet nevozmoßnost~ ocenit~ global~nu¸ ili slabu¸ razmernost~ rassloœnnogo proizvedeniØ kolec, znaØ tol~ko sootvetstvu¸wie razmernosti kolec-somnoßiteleæ.

Pust~ M – R-modul~ koneqnoæ proektivnoæ razmernosti s proektivnoæ rezol~ventoæ . . . −→ 0 −→ 0 −→ P_n^fn−→ . . .^{f1}−→ P_0^{f0}−→ M.

236 N. V. KOSMATOV Poskol~ku lgldR_k = 1, to pd_{Rk} (Tor^R_0 (R_k, M )) 6 1. BlagodarØ privedœnnym vyxe proektivnym rezol~ventam R-moduleæ R_k i M i iz [3, upraßnenie 2.4.3] dlØ dostatoqno bol~xih t imeem

Tor^R_1 (R_k, M ) ≃ Tor^R_{1+2t}(R_k, M ) ≃ Tor^R_0 (R_k, 0) = 0.

Sledovatel~no, pd_{Rk}(Tor^R_1 (R_k, M )) = pd_{Rk}0 = 0. PrimenØØ teoremu 2, poluqaem lFPDR 6 1. Analogiqno po teoreme 1 nahodim lFIDR 6 1.

KorotkaØ toqnaØ posledovatel~nost~ R-moduleæ 0 −→ R^{(s,s)}−→ R^{pr}−→ R/(s, s)R −→ 0 ne rasweplØetsØ i ØvlØetsØ proektivnoæ rezol~ventoæ dlØ RmodulØ R/(s, s)R, pofftomu ego proektivnaØ razmernost~ ravna 1, i lFPDR = 1. Podgruppa R svobodnoæ abelevoæ gruppy Z× Z svobodna, pofftomu primenenie funktora HomZ(R, −) k posledovatel~nosti 0 → Z→ Q → Q/Z→ 0 privodit nas k korotkoæ toqnoæ posledovatel~nosti R-moduleæ

0 −→ HomZ(R, Z) −→ HomZ(R, Q) −→ HomZ(R, Q/Z) −→ 0.

�ta posledovatel~nost~ ne rasweplØetsØ i ØvlØetsØ in¨ektivnoæ rezol~ventoæ R-modulØ HomZ(R, Z), sledovatel~no, ffto Rmodul~ in¨ektivnoæ razmernosti 1, otkuda lFIDR = 1.

Primer 2. Pust~ F – pole, i v kvadrate kolec (1) R^0 = F (x, y),

R_1 = F (x)[y], R_2 = F (y)[x], R = R_1 ∩ R_2 = F [x, y], a otobraßeniØ i_k, j_k ØvlØ¸tsØ vloßeniØmi. Kol~co R – rassloœnnoe proizvedenie kolec R_1 i R_2 nad R^0, priqœm ni odno iz otobraßeniæ v kvadrate (1) ne s¸r¨ektivno. Pokaßem, qto bez fftogo usloviØ ne vypolnØ¸tsØ mnogie poluqennye ocenki na gomologiqeskie razmernosti rassloœnnogo proizvedeniØ kolec.

Iz [3, sledstvie 4.3.8] sleduet, qto lgldR = 2, lgldR_k = 1, a poskol~ku ffti razmernosti koneqny, to lFPDR = 2 i lFPDR_k = 1. Netrudno videt~, qto R-modul~ R_k ploskiæ. Pofftomu dlØ n = 1 uslovie teoremy 2 vypolnØetsØ, odnako ee zakl¸qenie lFPDR 6 1 neverno. To ße samoe moßno skazat~ i ob ocenkah [2, predloßenie 3, teorema 4, sledstvie 5]. �to ob¨ØsnØetsØ tem, qto bez usloviØ s¸r¨ektivnosti ne vypolnØetsØ teorema 2.3 iz [4], leßawaØ v osnove poluqennyh ocenok. Qtoby ubedit~sØ v fftom, dostatoqno rassmotret~ R-modul~ M = R/(xR + yR), kotoryæ ne

OCENKI GOMOLOGIQESKIH RAZMERNOSTE` 237 ØvlØetsØ proektivnym, v to vremØ kak R_k-moduli R_k ⊗_R M nulevye, sledovatel~no, proektivnye (k = 1, 2).

V zakl¸qenie avtor blagodarit professora A. I. Generalova za postanovku zadaqi i postoØnnoe vnimanie k rabote.

Literatura

1. N. V. Kosmatov, Ocenki gomologiqeskih razmernosteæ rassloœnnogo pro-

izvedeniØ kolec. Zap. nauqn. semin. POMI 265 (1999), 222–228.

2. N. V. Kosmatov, Ocenka global~noæ razmernosti rassloœnnogo proizvede-

niØ kolec. — Fund. i prikl. mat-ka 5 (1999), 1251–1253. 3. C. A. Weibel, An introduction to homological algebra. Cambridge Univ. Press (1994).

4. A. N. Wiseman, Projective modules over pullback rings. — Math. Proc. Cambridge Phil. Soc. 97 (1985), 399–406.

Kosmatov N. V. Upper bounds on homological dimensions of pullback rings. II.

New upper bounds on the finitistic dimensions of pullbacks are given and homological dimensions of certain pullbacks are calculated.

Postupilo 4 i¸lØ 2000 S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet

email koko@nk1442.spb.edu