Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 272, 2000 g.

M. I. K¸rxina

ZAKON SOKRAWENI˚ DL˚ T–FORM

�ta rabota ØvlØetsØ prodolßeniem rabot [1, 2]. Napomnim nekotorye opredeleniØ i fakty iz fftih rabot. Bilineænoæ formoæ na ob¨ekte A additivnoæ kategorii M s invol¸cieæ my nazyvaem l¸boæ morfizm Φ : A −→ A^∗. Forma Φ nazyvaetsØ nevyroßdennoæ, esli Φ – izomorfizm. Dve formy Φ_1, Φ_2 na odnom i tom ße ob¨ekte A nazyva¸tsØ metriqeski izomorfnymi, esli suwestvuet avtomorfizm α ob¨ekta A, takoæ qto Φ_2 = α^∗Φ_1α. Podob¨ekty (B, i) i (C, j) ob¨ekta A nazyva¸tsØ ortogonal~nymi otnositel~no formy Φ, esli j^∗Φi = 0, i^∗Φj = 0. My govorim, qto podob¨ekt (B, i) ob¨ekta A vpolne izotropen, esli on ortogonalen samomu sebe, t.e. esli i^∗Φi = 0. BilineænaØ forma Φ nazyvaetsØ kvazisimmetriqnoæ, esli suwestvu¸t takie ffndomorfizmy ε, δ ob¨ekta A, perestanovoqnye so vsemi idempotentnymi ffndomorfizmami A, qto Φ^∗ = Φε, Φ = Φ^∗δ. �ta kvazisimmetriqnaØ forma Φ nazyvaetsØ T -formoæ, esli suwestvuet takoæ morfizm Ψ, qto Φ = Ψ + Ψ^∗δ.

Pust~ M – kategoriØ s invol¸cieæ, i pust~ na ob¨ekte B zadana bilineænaØ forma Ψ. My govorim, qto dlØ pary (B, Ψ) vypolnØetsØ zakon sokraweniØ, esli spravedlivo sledu¸wee utverßdenie:

Pust~ A – ob¨ekt kategorii M, razloßennyæ v prØmu¸ summu podob¨ektov (B, i) i (C, j), i pust~ Φ_1, Φ_2 : A → A^∗ – dve bilineænye formy na A. Esli

(1) podob¨ekty (B, i) i (C, j) ortogonal~ny drug drugu otnositel~no obeih form Φ_1, Φ_2;

(2) ograniqeniØ i^∗Φ_1i, i^∗Φ_2i : B → B^∗ form Φ_1, Φ_2 na podob¨ekt (B, i) sovpada¸t s Ψ;

(3) formy Φ_1, Φ_2 metriqeski izomorfny, to i ograniqeniØ j^∗Φ_1j, j^∗Φ_2j : C → C^∗ form Φ_1, Φ_2 na podob¨ekt (C, j) metriqeski izomorfny.

V [1] bylo pokazano, qto esli M – slabo predabeleva kate- 238

ZAKON SOKRAWENI˚ DL˚ T–FORM 239 goriØ s invol¸cieæ, v kotoroæ kaßdyæ ob¨ekt razloßim v prØmu¸ summu koneqnogo qisla nerazloßimyh ob¨ektov, a kol~co ffndomorfizmov kaßdogo nerazloßimogo ob¨ekta lokal~no, i Ψ – bilineænaØ forma na ob¨ekte B kategorii M, to v kaßdom iz sledu¸wih sluqaev dlØ pary (B, Ψ) vypolnØetsØ zakon sokraweniØ:

(1) podob¨ekt B vpolne izotropen;

(2) para (B, Ψ)– giperboliqeskaØ, to est~ forma Ψ nevyroßdena, a ob¨ekt B raskladyvaetsØ v prØmu¸ summu dvuh vpolne izotropnyh otnositel~no Ψ slagaemyh, dual~nyh drug drugu;

(3) forma Ψ nevyroßdena, i v kol~ce ffndomorfizmov B vozmoßno i odnoznaqno delenie na 2.

V poslednem (i, veroØtno, samom vaßnom) sluqae naloßeno suwestvennoe ograniqenie – obratimost~ 2 v kol~ce ffndomorfizmov ob¨ekta B. No, kak vidno iz rezul~tatov [2], v nekotoryh utverßdeniØh ffto ograniqenie moßet byt~ oslableno i zameneno predpoloßeniem o tom, qto forma Ψ ØvlØetsØ T -formoæ. Cel~ dannoæ raboty – pokazat~, qto ffto spravedlivo i dlØ zakona sokraweniØ.

Teorema. Pust~ M – slabo predabeleva kategoriØ s invol¸cieæ,

v kotoroæ kaßdyæ ob¨ekt razloßim v prØmu¸ summu koneqnogo qisla nerazloßimyh ob¨ektov, a kol~co ffndomorfizmov kaßdogo nerazloßimogo ob¨ekta lokal~no. Pust~ Φ – nevyroßdennaØ T - forma na ob¨ekte B fftoæ kategorii; togda dlØ pary (B, Φ) spravedliv zakon sokraweniØ.

Dokazatel~stvo. Poskol~ku forma Φ ØvlØetsØ T -formoæ i po-

tomu kvazisimmetriqnoæ formoæ, suwestvu¸t ffndomorfizm δ ob¨ekta B i morfizm Ψ : B → B^∗, takie qto Φ = Φ^∗δ i Φ = Ψ + Ψ^∗δ.

Pust~ B^′ – drugoæ ffkzemplØr ob¨ekta B; zadadim na nem bilineænu¸ formu Φ^′ = −Φ. Pust~, dalee, D = B^′ ⊥ B i pust~ i : B = B^′ → D, j : B → D – kanoniqeskie vloßeniØ pervogo i vtorogo slagaemyh v prØmu¸ summu, a p : D → B^′, q : D → B – kanoniqeskie proekcii. Togda forma Ω : D → D^∗ na prØmoæ ortogonal~noæ summe zadaetsØ formuloæ

Ω = p^∗Φ^′p + q^∗Φq = −p^∗Φp + q^∗Φq.

240 M. I. KıRXINA

Oboznaqim dlØ kratkosti Φ^{−1}Ψ qerez ξ i opredelim novye vloßeniØ ob¨ekta B v D sledu¸wim obrazom: i_1 = i + j, j_1 = j(1B − ξ) − iξ. Lemma. Ob¨ekt B raskladyvaetsØ v prØmu¸ summu vpolne izo-

tropnyh otnositel~no formy Ω podob¨ektov (B, i_1) i (B, j_1). Takim obrazom, Ω – giperboliqeskaØ forma na ob¨ekte D.

Dokazatel~stvo. Poloßim p1 = (1B−ξ)p+ξq, q1 = q−p. Poskol~-

ku kanoniqeskie vloßeniØ i, j : B → D i proekcii p, q : D → B udovletvorØ¸t obyqnym sootnoxeniØm pi = qj = 1B, pj = qi = 0, ip + jq = 1D, my imeem:

p1i1 = ((1B − ξ)p + ξq)(i + j) =

= (1B − ξ)pi + ξqj = (1B − ξ)1B + ξ1B = 1B,

p1j1 = ((1B − ξ)p + ξq)(−iξ + j(1B − ξ)) = = −(1B − ξ)piξ + ξqj(1B − ξ) = = −(1B − ξ)1Bξ + ξ1B(1B − ξ) = 0, q1i1 = (q − p)(i + j) = qj − pi = 1B − 1B = 0, q1j1 = (q − p)(−iξ + j(1B − ξ)) = piξ + qj(1B − ξ) = = 1Bξ + 1B(1B − ξ) = 1B,

i1p1 + j1q1 = (i + j)((1B − ξ)p + ξq) + (−iξ + j(1B − ξ))(−p + q) = = i(1B − ξ)p + j(1B − ξ)p + iξq + jξq + iξp − j(1B − ξ)p − iξq + j(1B − ξ)q = ip + jq = 1D.

�ti sootnoxeniØ oznaqa¸t, qto ob¨ekt D raskladyvaetsØ v prØmu¸ summu podob¨ektov (B, i_1) i (B, j_1). PolnaØ izotropnost~ pervogo iz nih poqti oqevidna:

i^∗1Ωi1 = (i + j)^∗Ω(i + j) = (i + j)^∗(−p^∗Φp + q^∗Φq)(i + j) = = (−pi)^∗Φpi + (qj)^∗Φqj = −1BΦ1B + 1BΦ1B = 0.

DlØ proverki polnoæ izotropnosti vtorogo slagaemogo my vospol~zuemsØ sootnoxeniØmi, vyteka¸wimi iz opredeleniæ i ravenstva Φ = Φ^∗δ:

Φξ = Φ(Φ^{−1}Ψ) = Ψ, ξ^∗Φ = (Φ^−1Ψ)^∗Φ = Ψ^∗(Φ^−1)^∗Φ = Ψ^∗(Φ^∗)^−1Φ^∗δ = Ψ^∗δ.

ZAKON SOKRAWENI˚ DL˚ T–FORM 241 Teper~ my legko poluqaem polnu¸ izotropnost~ podob¨ekta (B, j_1):

j^∗1Ωj1 = ((1B� − ξ^∗)j^∗ − ξ^∗i^∗)(−p^∗Φp + q^∗Φq)(j(1B − ξ) − iξ) =

(1B� − ξ^∗)j^∗q^∗Φqj(1B − ξ) − ξ^∗i^∗p^∗Φpiξ =

= (1B� − ξ^∗)Φ(1B − ξ) − ξ^∗Φξ =

= Φ − ξ^∗Φ − Φξ = Φ − Ψ^∗δ − Ψ = 0.

Lemma polnost~¸ dokazana.

VernemsØ k dokazatel~stvu teoremy. Pust~ Φ_1, Φ_2 – dve bilineænye formy na ob¨ekte A kategorii M, razloßennom v prØmu¸ summu podob¨ektov (B, i), (C, j), priqem

(1) podob¨ekty (B, i), (C, j) ortogonal~ny drug drugu otnositel~no obeih form Φ_1, Φ_2;

(2) ograniqeniØ form Φ_1, Φ_2 na podob¨ekt (B, i) sovpada¸t s T -formoæ Φ;

(3) formy Φ_1, Φ_2 metriqeski izomorfny.

Togda Φ^′ ⊥ Φ_1, Φ^′ ⊥ Φ_2 – metriqeski izomorfnye formy na B^′ ⊥ A = (B^′ ⊥ B) ⊥ C = D ⊥ C, i ih ograniqenie na D – giperboliqeskaØ forma Φ^′ ⊕ Φ = Ω; po zakonu sokraweniØ dlØ giperboliqeskih form, ograniqeniØ vseh form na C metriqeski izomorfny, qto my i hoteli dokazat~.

Literatura

1. A. V. ˚kovlev, Bilineænye formy na kategoriØh. — Zap. nauqn. semin.

POMI 236 (1997), 197–214.

2. M. I. K¸rxina, A. V. ˚kovlev, T -formy i ih svoæstva. — Zap. nauqn.

semin. POMI 265 (1999), 229–236.

Kyurshina M. I. Cancellation law for T -forms.

It is proved that the cancellation law holds for nondegenerate T -forms on objects of categories (even if the division by 2 of morphisms is impossible).

Postupilo 21 sentØbrØ 2000 g. Sankt-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet