Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 272, 2000 g.

V. V. Nesterov

RASPOLOȷENIE DLINNO` I KOROTKO` KORNEVYH PODGRUPP V GRUPPE XEVALLE TIPA G2

§1. Vvedenie

DannaØ rabota posvØwena opisani¸ podgrupp, poroßdennyh paroæ, sostoØweæ iz dlinnoæ i korotkoæ kornevyh unipotentnyh podgrupp v gruppe Xevalle tipa G_2. Takße v neæ klassificirovany orbity gruppy Xevalle, deæstvu¸weæ odnovremennym soprØßeniem na takih parah.

Podobnoe opisanie dlØ pary dlinnyh kornevyh podgrupp dovol~no davno i horoxo izvestno (sm. [7, 10, 13]). Ono igralo rexa¸wu¸ rol~ v izuqenii neprivodimyh podgrupp, poroßdœnnyh dlinnymi kornevymi unipotentnymi podgruppami, i v drugih voprosah, svØzannyh s poroßdeniem v gruppah Xevalle (sm. takße [9, 17, 18]).

Qto kasaetsØ korotkih kornevyh podgrupp, to ih geometriØ izuqena v gorazdo men~xeæ stepeni: izvestny lix~ nemnogoqislennye rezul~taty. Tak, v rabotah [15] i [16] opisany neprivodimye podgruppy imi poroßdennye v sluqae ortogonal~noæ i simplektiqeskoæ gruppy. V rabote [5] izuqeny pary korotkih kornevyh podgrupp v gruppe Xevalle tipa B_ℓ, C_ℓ i F_4.

NastoØwaØ rabota ØvlØetsØ organiqeskim prodolßeniem rabot N. A. Vavilova [1, 2] i avtora [5]. V [1, 2] N. A. Vavilov vyqislil razloßeniØ Br¸a kornevyh fflementov i, ispol~zuØ ffti rezul~taty, peredokazal klassifikaci¸ par dlinnyh kornevyh podgrupp i klassificiroval pary, sostoØwie iz dlinnoæ i korotkoæ kornevyh podgrupp v gruppe Xevalle tipa B_ℓ, C_ℓ i F_4. V [5] analogiqnyæ podhod byl primenœn k korotkim kornevym podgruppam.

V dannoæ rabote, ishodØ iz idei vyqisleniØ razloßeniØ Br¸a korotkogo kornevogo fflementa [2], i, ispol~zuØ metod i tehniku, razvitye v [5], my poluqaem nax rezul~tat. Poluqen- 273

274 V. V. NESTEROV noe opisanie par iz dlinnoæ i korotkoæ kornevyh podgrupp v gruppe tipa G_2 po suti malo otliqaetsØ ot analogiqnogo opisaniØ dlØ grupp tipa B_ℓ, C_ℓ i F_4. Odnako, poskol~ku kommutacionnaØ formula Xevalle dlØ naxego sluqaØ vyglØdit gorazdo sloßnee, to i dokazatel~stvo teoremy 1 (sluqaæ harakteristiki otliqnoæ ot 3) i teoremy 2 (sluqaæ harakteristiki 3) trebuet bolee izowrennyh i gromozdkih vyqisleniæ.

V sledu¸weæ rabote budut opisany pary korotkih kornevyh podgrupp v gruppe Xevalle tipa G_2.

Bolee glubokoe oznakomlenie s dannoæ problematikoæ i mnogoqislennymi rezul~tatami v fftom napravlenii moßno poluqit~ po obzoram [3, 4, 14].

§2. Formulirovka rezul~tatov

Vse svoæstva grupp Xevalle, ispol~zuemye v dal~neæxem, mogut byt~ naædeny v knigah [6] ili [8]. Zafiksiruem oboznaqeniØ i napomnim nekotorye neobhodimye nam ponØtiØ. Pust~ Φ – privedennaØ neprivodimaØ sistema korneæ, G = G(Φ, K) – gruppa Xevalle tipa Φ nad polem K. DlØ kaßdogo kornØ α ∈ Φ i kaßdogo fflementa t ∈ K oboznaqim qerez x_α(t) sootvetstvu¸wiæ fflementarnyæ kornevoæ unipotent. Dalee, X_α = {x_α(t) | x ∈ K} – fflementarnaØ kornevaØ unipotentnaØ podgruppa, sootvetstvu- ¸waØ α i H_α = ⟨h_α(t), t ∈ K^∗⟩ – fflementarnaØ poluprostaØ kornevaØ podgruppa, gde dlØ α ∈ Φ i t ∈ K^∗ my poloßili w_α(t) = x_α(t)x_{−α}(−t^{−1})x_α(t) i h_α(t) = w_α(t)w_α(1)^{−1}. Zafiksiruem porØdok na Φ. Pust~ B = B(Φ, K) – borelevskaØ podgruppa otnositel~no fftogo porØdka, a Φ^+ , Φ^− – sootvetstvu¸wie mnoßestva poloßitel~nyh i otricatel~nyh korneæ. Podgruppy U , V i H v G opredelØ¸tsØ sledu¸wim obrazom:

U = U (Φ, K) = ⟨ x_α(t), α ∈ Φ^+ , t ∈ K ⟩ , V = V (Φ, K) = ⟨ x_α(t), α ∈ Φ^−, t ∈ K ⟩ , H = H(Φ, K) = ⟨h_α(t), α ∈ Φ, t ∈ K^∗⟩ . Zdes~ dlØ podmnoßestva X gruppy G qerez ⟨X⟩ oboznaqaetsØ podgruppa v G, poroßdennaØ mnoßestvom X. Qerez W = W (Φ) oboznaqaetsØ gruppa VeælØ sistemy Φ.

V dal~neæxem my imeem delo s sistemoæ korneæ Φ tipa G_2: G_2 = {±α, ±β, ±(α + β), ±(2α + β), ±(3α + β), ±(3α + 2β)}

RASPOLOȷENIE KORNEVYH PODGRUPP 275 gde α, β – fundamental~nye korni, priqem α korotkiæ, a β dlinnyæ, δ = 3α + 2β – maksimal~nyæ (dlinnyæ) koren~, ρ = 2α + β – maksimal~nyæ korotkiæ koren~.

DlØ korneæ, strogo bol~xih, qem ρ, takße budem ispol~zovat~ oboznaqenie ρ_2 = 3α + β, ρ_3 = δ = 3α + 2β.

Podgruppa X nazyvaetsØ dlinnoæ kornevoæ unipotentnoæ podgruppoæ, esli ona soprØßena s X_δ, i korotkoæ kornevoæ unipotentnoæ podgruppoæ, esli ona soprØßena s X_ρ. �lementy X nazyva¸tsØ dlinnymi ili korotkimi unipotentnymi fflementami sootvetstvenno. Slovo “unipotentnyæ” my vsegda budem opuskat~.

Pust~ Λ(G) i Ω(G) – mnoßestva korotkih i dlinnyh kornevyh podgrupp sootvetstvenno. DlØ podgruppy X 6 G(Φ, K) my oboznaqim qerez Λ(X) = { Y 6 X | Y ∈ Λ(G)}, Ω(X) = { Y 6 X | Y ∈ Ω(G)} mnoßestva korotkih i dlinnyh kornevyh podgrupp, soderßawihsØ v X. Kak obyqno, |Λ(X)|, |Ω(X)| – mownosti fftih mnoßestv. Nakonec, X ∼ Y oznaqaet, qto podgruppy X i Y soprØßeny v G, a oboznaqeniØ X_1 × X_2 i [X_1, X_2] otveqa¸t za prØmoe proizvedenie i vzaimnyæ kommutant grupp X_1 i X_2 sootvetstvenno.

V naxih vyqisleniØh my ispol~zuem matriqnoe predstavlenie gruppy tipa G_2 kak podgruppy Ω(7, K).

Pust~ I – ediniqnaØ matrica porØdka 7, e_{ij} , 1 ≤ i, j ≤ 7 – matriqnaØ edinica, t. e. matrica, kotoraØ imeet 1 v pozicii (i, j) i 0 vo vseh ostal~nyh mestah. Kak obyqno, X^T oboznaqaet transponirovannu¸ matricu X.

Togda, sleduØ rabote [12], dlØ char K ≠ 2 my imeem sledu¸wee predstavlenie:

x_α(t) = I + t(2e_{45} − e_{12} + e_{67} − e_{34}) − t^2e_{35},

x_{−α}(t) = I − t(2e_{43} − e_{54} − e_{76} + e_{21}) − t^2e_{53},

x_{α+β}(t) = I + t(2e_{46} + e_{13} − e_{57} − e_{24}) − t^2e_{26},

x_{−(α+β)}(t) = I − t(2e_{42} − e_{64} + e_{75} − e_{31}) − t^2e_{62},

276 V. V. NESTEROV

x_{2α+β}(t) = I + t(2e_{47} − e_{14} + e_{36} − e_{25}) − t^2e_{17}, x_{−(2α+β)}(t) = I − t(2e_{41} + e_{52} − e_{63} − e_{74}) − t^2e_{71}, x_β(t) = I + t(e_{56} − e_{23}), x_{−β}(t) = x_β(t)^T , x_{3α+β}(t) = I + t(e_{15} − e_{37}), x_{−(3α+β)}(t) = x_{3α+β}(t)^T , x_{3α+2β}(t) = I + t(e_{16} − e_{27}), x_{−(3α+2β)}(t) = x_{3α+2β}(t)^T .

V fftom sluqae kommutacionnye formuly Xevalle prinima¸t sledu¸wiæ vid:

[x_α(t), x_β(s)] = x_{α+β}(ts)x_{2α+β}(−t^2 s)x_{3α+β}(−t^3s)x_{3α+2β}(−t^3s^2), [x_α(t), x_{α+β}(s)] = x_{2α+β}(−2ts)x_{3α+β}(−3t^2s)x_{3α+2β}(−3ts^2), [x_α(t), x_{2α+β}(s)] = x_{3α+β}(3ts), [x_β(t), x_{3α+β}(s)] = x_{3α+2β}(−ts), [x_{α+β}(t), x_{2α+β}(s)] = x_{3α+2β}(3ts).

Esli char K = 2, to gruppa Ω(7, K) izomorfna kak abstraktnaØ gruppa Sp(6, K), i po [11] my budem imet~ delo s takim predstavleniem x_α(t) = I + t(e_{12} + e_{34} + e_{56}), x_{α+β}(t) = I + t(e_{13} + e_{25} + e_{46}), x_{2α+β}(t) = I + t(e_{24} + e_{16} + e_{35}), x_β(t) = I + t(e_{23} + e_{45}), x_{3α+β}(t) = I + t(e_{14} + e_{36}), x_{3α+2β}(t) = I + t(e_{15} + e_{26}).

Matricy dlØ x_{−γ} (t), γ ∈ Φ^+ poluqa¸tsØ transponirovaniem matric dlØ x_γ (t).

Mnoßestvo korneæ S ⊂ Φ nazyvaetsØ zamknutym, esli iz togo, qto α, β ∈ S i α + β ∈ Φ sleduet, qto α + β ∈ S. DlØ zamknutogo mnoßestva korneæ S poloßim E(S) = ⟨X_α | α ∈ S⟩. Kak izvestno E(S) = E(S^r )E(S^u), poluprØmoe proizvedenie reduktivnoæ i unipotentnoæ podgrupp E(S), gde S^r = {α ∈ S | −α ∈ S},

RASPOLOȷENIE KORNEVYH PODGRUPP 277 S^u = {α ∈ S | −α /∈ S}. Esli S^r sostoit tol~ko iz dvuh korneæ, skaßem γ i −γ, my imeem izomorfizm E(S^r ) ≃ SL_2(K) (gruppa odnosvØzna). V fftom sluqae dlØ korotkogo kornØ γ my budem pisat~ E(S^r ) ≃ SL^ρ_2(K), dlØ dlinnogo kornØ γ my budem pisat~ E(S^r ) ≃ SL^δ_2(K). ˚sno, qto ffti gruppy ne soprØßeny.

Teper~ my v sostoØnii sformulirovat~ osnovnye rezul~taty nastoØweæ raboty.

Teorema 1. Pust~ X – dlinnaØ, Y — korotkaØ kornevye podgrup-

py v gruppe Xevalle G(G_2, K). Predpoloßim, qto char K ≠ 3. To- gda 1) X i Y poroßda¸t odnu iz grupp (LS1) – (LS5), pereqislennyh niße;

2) pary (X, Y ) soprØßeny v G togda i tol~ko togda, kogda oni prinadleßat k odnomu i tomu ße sluqa¸. (LS1) ⟨X, Y ⟩ = X × Y , |Λ| = |K|, |Ω| = 1; (LS2) ⟨X, Y ⟩ = X × Y , |Λ| = 1, |Ω| = 1;

(LS3) ⟨X, Y ⟩ = XY Z, Z = [X, Y ] ∈ Ω, (Y, Z) kak v (LS1); (LS4) ⟨X, Y ⟩ ≃ U (G_2, K), esli K ≠ F_2 ; nekotoraØ podgruppa U (G_2, K) indeksa 2, esli K = F_2 ; (LS5) ⟨X, Y ⟩ ≃ SL^δ_2(K)E(S), gde S = { α, β, α + β, 2α + β, 3α + β }, esli K ≠ F_2 ; nekotoraØ podgruppa SL^δ_2(K)E(S) indeksa 2, esli K = F_2 .

V sluqae harakteristiki 3 poluqaetsØ dovol~no prostoe opisanie.

Teorema 2. Pri teh ße predpoloßeniØh, qto v teoreme 1, no

char K = 3, imeem sledu¸wie sluqai.

(LT1) ⟨X, Y ⟩ = X × Y , |Λ| = 1, |Ω| = 1, pary (X, Y ) raspada¸tsØ v dve orbity;

(LT2) ⟨X, Y ⟩ ≃ U (G_2, K), esli K ≠ F_3 ; nekotoraØ podgruppa U (G_2, K) indeksa 3, esli K = F_3 .

OstavxaØsØ qast~ raboty posvØwena dokazatel~stvu teorem 1 i 2.

278 V. V. NESTEROV

§3. Predvaritel~nye lemmy V teoreme 1 raboty [2] bylo vyqisleno razloßenie Br¸a korotkogo kornevogo fflementa v gruppe tipa B_ℓ, C_ℓ, F_4. Osnovyva- Øs~ na idee dokazatel~stva ztoæ teoremy, my poluqim sledu¸- wu¸ lemmu.

Lemma 1. Pust~ gXρg^{−1} – korotkaØ kornevaØ podgruppa. Togda

verno odno iz sledu¸wih utverßdeniæ:

a) suwestvu¸t takie u ∈ U , korotkiæ koren~ γ i ε ∈ K^∗, qto gx_ρ(t)g^{−1} = ux_γ (tε)u^{−1}, t ∈ K. b) char K ≠ 2 v sluqae B_ℓ, C_ℓ, F_4 i char K ≠ 3 v sluqae G_2, suwestvu¸t takie u ∈ U , s, r ∈ K, korotkiæ koren~ σ i dlinnyæ koren~ λ, kotorye obrazu¸t ugol π/4 dlØ B_ℓ, C_ℓ, F_4 ili π/6 dlØ G_2, priqœm σ > λ, qto gx_ρ(t)g^{−1} = ux_σ(st)x_λ(rt)u^{−1}, t ∈ K. Dokazatel~stvo. Pust~ x = gxρ(t)g^{−1} dlØ nekotorogo g ∈ G. Za-

pixem privedœnnoe razloßenie Br¸a dlØ fflementa g: g = u_0hwv, gde u_0 ∈ U , h ∈ H, w ∈ W , v ∈ U^−_w = U ∩ w^{−1}V w. Togda imeem

vx_ρ(t)v^{−1} = x_ρ(t) ∏ x_{ρi} (a_i), ρ_i ∈ Σ,

gde Σ – mnoßestvo dominantnyh korneæ ([2]) i qastnye a_i/a_j ne zavisØt ot t. Esli char K = 2 (sootvetstvenno 3) v sluqae B_ℓ, C_ℓ, F_4 (sootvetstvenno v sluqae G_2), iz kommutacionnoæ formuly sleduet, qto vse a_i ravny nul¸. Pofftomu v fftom sluqae dokazyvat~ neqego.

Inaqe, hwvx_ρ(t)v^{−1} w^{−1}h^{−1} = x_γ (±t) ∏ x_{wρi} (b_i), b_i = ±a_i, γ = wρ. Pust~ wρ_j > wρ_i i b_j , b_i ≠ 0. Togda budem soprØgat~ vypisannoe vyxe vyraßenie fflementami vida x_{wρj −wρi} (∓b_j /b_i) iz U . �to deæstvie privodit k sledu¸wemu:

x = gx_ρ(t)g^{−1} = u_0u_1x_γ (t)x_λ(r)u^{−1}_1 u^{−1}_0 ,

gde t/r ∈ K^∗ zavisit tol~ko ot kornevoæ podgruppy, kotoraØ soderßit x, u_1 ∈ U .

RASPOLOȷENIE KORNEVYH PODGRUPP 279 Teper~, esli λ > γ, voz~mem u_2 = x_{λ−γ}(∓r/ct), gde c = 2 dlØ B_ℓ, C_ℓ, F_4 i c = 3 dlØ G_2. Sledovatel~no, x = u_0u_1u_2x_γ (t)u^{−1}_2 u^{−1}_1 u^{−1}_0 .

Esli λ < γ, ostaetsØ tol~ko zametit~, qto ugol meßdu ρ i ρ_i raven π/4 ili π/6 i, sledovatel~no, ugol meßdu σ = wρ i λ = wρ_i takoæ ße. Poloßim u = u_0u_1u_2 ili u = u_0u_1. �to zaverxaet dokazatel~stvo lemmy.

Na protØßenii ostavxeæsØ qasti raboty my budem predpolagat~, qto G – gruppa Xevalle tipa G_2.

Po analogii s rabotoæ [5], lemma 1 ØvlØetsØ otpravnoæ i pozvolØet poluqit~ sledu¸wiæ kl¸qevoæ rezul~tat.

Lemma 2. Pust~ X – dlinnaØ i Y – korotkaØ kornevye podgruppy

v G(G_2, K). Predpoloßim, qto char K ≠ 3. Togda suwestvuet g ∈ G takoæ, qto gXg^{−1} = X_δ, gY g^{−1} = X_γ ili gY g^{−1} = X_{σ,λ} = ⟨x_σ(s)x_λ(s), s ∈ K⟩ , gde γ, σ, λ ime¸t to ße znaqenie, qto i v lemme 1.

V sluqae char K = 3 imeem tol~ko gXg^{−1} = X_δ , gY g^{−1} = X_γ .

Dokazatel~stvo. Po opredeleni¸ naædetsØ z ∈ G takoæ, qto

zXz^{−1} = X_δ. Togda po lemme 1 moßno vybrat~ u ∈ U , soprØgaØ kotorym, poluqaem, qto u^{−1}zY z^{−1}u sovpadet libo s X_γ , libo s {x_σ(s)x_λ(ks) | s ∈ K}, gde k – nekotoryæ fiksirovannyæ fflement iz K^∗. V pervom sluqae v kaqestve g voz~mem u^{−1}z, vo vtorom sluqae poloßim g = h_τ (k^{−1})u^{−1}z. Ukazannyæ koren~ τ sleduet vybrat~ tak, qtoby ugol meßdu σ i τ byl raven π/2, a meßdu λ i τ byl π/3, a ffto vsegda moßno sdelat~.

Esli char K = 3, my imeem tol~ko pervyæ sluqaæ. Lemma dokazana.

§4. Predstaviteli orbit

Napomnim, qto v sisteme tipa G_2 ugol meßdu korotkimi kornØmi moßet prinimat~ odno iz sledu¸wih znaqeniæ: 0, π/3, 2π/3, π. Ugol meßdu korotkim i dlinnym kornem moßet byt~ π/6, π/2, 5π/6. Oboznaqim qerez θ ugol meßdu δ i γ, θ = “(δ, γ), i qerez (ψ_1, ψ_2) sootvetstvu¸wu¸ paru uglov (“(δ, σ), “(δ, λ)). Vse vozmoßnosti dlØ takih uglov i korneæ sobrany v tablicah 1 i 2.

280 V. V. NESTEROV

Tablica 1

N (θ) γ

1 (π/6) 2α + β, α + β 2 (π/2) α, −α 3 (5π/6) −2α − β, −α − β Tablica 2

N (ψ_1, ψ_2) (σ, λ) 4 (π/6, π/3) (α + β, β) 5 (π/2, 2π/3) (α, −β), (−α, −3α − β) 6 (5π/6, 2π/3) (−2α − β, −3α − β) 7 (5π/6, π) (−α − β, −3α − 2β), (−2α − β, −3α − 2β) Teper~, ispol~zuØ dannye tablic 1 i 2, my v sostoØnii vypisat~ vse pary (X, Y ), kotorye soderßat predstaviteleæ kaßdoæ orbity G, deæstvu¸weæ na parah dlinnaØ – korotkaØ kornevye podgruppy.

Pust~ vnaqale harakteristika osnovnogo polØ otliqna ot 3. My budem predpolagat~ ffto do konca §5.

Preßde vsego sdelaem dva redukcionnyh xaga. KaßdaØ rassmatrivaemaØ para (X, Y ) moßet byt~ soprØßeniem privedena k odnomu iz dvuh vidov (X_δ, X_γ ) ili (X_δ , X_{σ,λ}) i, takim obrazom, sootvetstvuet odnomu iz variantov, pereqislennyh v tablicah 1, 2. Budem govorit~, qto para podgrupp (X, Y ) prinadleßit variantu N , esli eæ sootvetstvuet konfiguraciØ korneæ v toqnosti takaØ ße, kak v variante N tablic 1, 2.

Nazovem kopieæ varianta N , 1 6 N 6 7, paru mnoßestv korneæ, voznika¸wu¸ v opisanii X i Y v lemme 2, gde (X, Y ) prinadleßit variantu N . KopiØ moßet imet~ odnu iz sledu¸wih dvuh vozmoßnyh form: ({δ}, {γ}) ili ({δ}, {σ, λ}). Iz sledu¸weæ lemmy vytekaet, qto variant opredelØet svo¸ kopi¸ odnoznaqno s toqnost~¸ do soprØßeniØ.

Lemma 3. Vse kopii, prinadleßawie k odnomu i tomu ße varian-

tu tablic 1, 2, soprØßeny nekotorym fflementom gruppy VeælØ.

RASPOLOȷENIE KORNEVYH PODGRUPP 281

Dokazatel~stvo. Vo vseh sluqaØh (varianty 1, 3, 5, 7) dannym

fflementom budet w_α ∈ W .

Iz fftoæ lemmy sleduet, qto pary podgrupp, prinadleßawie k odnomu variantu soprØßeny. Takim obrazom, pary podgrupp parametrizu¸tsØ uglami θ i (ψ_1, ψ_2).

Lemma 4. Varianty 1 i 4, 3 i 6 soprØßeny v G.

Dokazatel~stvo. Deæstvitel~no, v variantah 4 i 1 imeem:

x_{−α}(±^1_3 )X_δ x_{−α}(∓^1_3 ) = X_δ ,

x_{−α}(±^1_3 ){x_{α+β}(s)x_b(s)}x_{−α}(∓^1_3 ) = X_ρ.

V variantah 6 i 3:

x_{−α−β}(±^1_3 )X_δ x_{−α−β}(∓^1_3 ) = X_δ , x_{−α−β}(±^1_3 ){x_{−2α−β}(s)x_{−3α−β}(s)}x_{−α−β}(∓^1_3 ) = X_{−ρ}.

Takim obrazom, qtoby zakonqit~ dokazatel~stvo teorem, my dolßny opisat~ poroßdeniØ par dlinnoæ i korotkoæ kornevyh podgrupp ⟨X, Y ⟩ v pØti sluqaØh.

Sluqai, pereqislennye v sledu¸weæ tablice 3, v toqnosti sootvetstvu¸t sluqaØm teoremy 1. Oni voznika¸t pri char K ≠ 3. Esli char K = 3 (teorema 2), realizu¸tsØ tol~ko varianty 1, 2, 3, kotorye otveqa¸t sluqaØm (LS1), (LS2), (LS4). V sledu¸wem paragrafe my rassmatrivaem posledovatel~no vse sluqai, predpolagaØ, qto harakteristika polØ otliqna ot 3. Odnako, tak kak v sluqaØh (LS2) i (LS4) rassußdeniØ ne zavisØt ot harakteristiki (v poslednem sluqae K ≠ F_3 ), to nam ostanetsØ razobrat~ tol~ko sluqaæ (LS1) pri char K = 3 i (LS4) pri K = F_3 . �to budet sdelano v §6.

Poloßim x_τ = x_τ (t) i soberem predstaviteleæ orbit v sledu- ¸weæ tablice.

282 V. V. NESTEROV

Tablica 3

sluqaæ variant predstaviteli

(LS1) 1, 4 {x_{3α+2β}} {x_{2α+β}}

(LS2) 2 {x_{3α+2β}} {x_α} (LS3) 5 {x_{3α+2β}} {x_αx_{−β}} (LS4) 3, 6 {x_{3α+2β}} {x_{−2α−β}} (LS5) 7 {x_{3α+2β}} {x_{−2α−β}x_{−3α−2β}} §5. Dokazatel~stvo teoremy 1

V fftom paragrafe my opisyvaem poroßdeniØ ⟨X, Y ⟩, gde X – dlinnaØ, a Y – korotkaØ kornevye podgruppy. Pri fftom my vyqislØem koliqestvo dlinnyh i korotkih kornevyh podgrupp, soderßawihsØ v ⟨X, Y ⟩.

Napomnim, qto po [1], teorema 1, l¸boæ dlinnyæ kornevoæ fflement soprØßœn v U fflementu vida x_μ(s), μ – dlinnyæ koren~. Poskol~ku pri vyqislenii koliqestva kornevyh podgrupp, soderßawihsØ v ⟨X, Y ⟩, my budem rabotat~ vnutri gruppy U , to dlØ vyØsneniØ togo, ØvlØetsØ li proizvol~nyæ fflement odnoparametriqeskoæ podgruppy x(t), t ∈ K, dlinnym ili korotkim kornevym fflementom, neobhodimo vyØsnit~ razreximost~ otnositel~no u ∈ U sledu¸wih uravneniæ:

ux(t)u^{−1} = x_μ(s), (1)

ux(t)u^{−1} = x_γ (s), (2)

ux(t)u^{−1} = x_σ (s)x_λ(s), (3)

gde μ – dlinnyæ poloßitel~nyæ koren~, a γ, σ i λ ime¸t tot ße smysl, qto i v lemme 1, i ØvlØ¸tsØ poloßitel~nymi.

Pereædem k analizu kaßdogo sluqaØ v otdel~nosti.

(LS1). Zdes~ D = ⟨x_δ(t), x_ρ(s)⟩ ∼ X × Y . Odnoparametriqeskie podgruppy {x_δ(kt)x_ρ(t)}, kogda k ∈ K, ØvlØ¸tsØ korotkimi kornevymi podgruppami.

(LS2). D = ⟨x_δ(t), x_α(s)⟩ ∼ X × Y .

RASPOLOȷENIE KORNEVYH PODGRUPP 283 Rassmotrim sledu¸wie uravneniØ otnositel~no u ∈ U :

ux_{3α+2β}(kt)x_α(t)u^{−1} = odna iz pravyh qasteæ (1), (2), (3).

Legko vidno, qto dva kornevyh fflementa ne uniqtoßa¸tsØ nikakim soprØßeniem i x_β(∗) ne poØvitsØ v fftom vyraßenii ni v kakom sluqae. Sledovatel~no, |Λ| = |Ω| = 1. (LS3). D = ⟨x_δ(t), x_α(s)x_{−β} (s)⟩ ∼ XY Z, gde Z ∼ [X_δ , X_{α,−β}] = X_{3α+β}. (LS4). D = ⟨x_δ(t), x_{−ρ}(s)⟩ ∼ ⟨x_β (t), x_α(s)⟩ ≃ U (G_2, K). VyqislØØ kommutatory fflementov D, poluqim, qto fflementarnye kornevye podgruppy X_{3α+β}, X_{3α+2β} i {x_{α+β}(ts)x_{2α+β} (−ts^2), t, s ∈ K} soderßatsØ v D.

Esli K ≠ F_2 , ots¸da netrudno vyvesti, qto X_{α+β} i X_{2α+β} takße podgruppy D.

Pust~ K = F_2 . Togda D soderßit fflement x_{α+β}(1)x_{2α+β}(1), no ne soderßit x_{α+β}(1) i x_{2α+β}(1). Otkuda sleduet, qto D – podgruppa indeksa 2 v U (G_2, K).

(LS5). D = ⟨x_δ(t), x_{−ρ}(s)x_{−δ} (s)⟩.

Poloßim x(t) = x_δ(t), y(s) = x_{−ρ}(s)x_{−δ} (s). Dalee, rassmotrim fflementy w(t) = x(t)y(−t^{−1} )x(t), h(t) = w(t)w(−1) i vyqislim sledu¸wie proizvedeniØ: u_1(t, s) = w(t)x(s)w(−t)y(t^{−2} s) i u_2(t, s) = h(t)h(s)h(t^{−1}s^{−1} ). My imeem u_1(t, s) = x_β(−t^{−2}s)x_{−α}(t^{−2}s)x_{−2α−β}(−t^{−2}s)x_{−3α−β}(−t^{−4}s^2 − t^{−3}s), u_2(t, s) = x_β(g_1(t, s))x_{−α}(g_2(t, s))x_{−3α−β}(g_3(t, s)), gde g_1(t, s) = 4ts − t^2s^2 + t − ts^{−1} − 8 + 2t^{−1} + 3s^{−1}, g_2(t, s) = 3 − ts − t^{−1} − s^{−1}, g_3(t, s) = ts − 1 − t^{−1} + t^{−2} − t^{−1}s^{−1} + t^{−1}s^{−2}.

Predpoloßim, qto K ≠ F_2 . V fftom sluqae, vyqislØØ [u_1(t, s), u_2(t^′, s^′)] i var~iruØ t i s, my moßem poluqit~ vse fflementy X_{−3α−β}. Teper~, [X_δ, X_{−3α−β}] = X_β i, sledovatel~no, D poroßdaetsØ X_δ , X_{−δ} i X_γ , gde γ ∈ S i S = { α, β, α + β, 2α + β, 3α + β }.

Esli K = F_2 , dannaØ podgruppa poroßdaetsØ podgruppami X_δ , X_{−3α−β}, X_β i fflementami x_{−δ}(1)x_{−ρ}(1), x_{−ρ}(1)x_{−α}(1), x_{−ρ}(1)x_{α+β}(1). Takim obrazom, D imeet indeks 2 v opisannoæ vyxe podgruppe.

284 V. V. NESTEROV

§6. Dokazatel~stvo teoremy 2

V fftom paragrafe my rassmatrivaem sluqaæ char K = 3. Kak sleduet iz lemmy 3, my dolßny rassmotret~ tol~ko varianty 1 – 3.

Varianty 2 i 3 (K ≠ F_3 ) rassmotreny v §5 (sm. zameqanie v konce §4).

V variante 1 imeem X × Y ∼ ⟨X_δ , X_ρ⟩, i odnoparametriqeskie podgruppy {x_δ(kt)x_ρ(t)}, k – fiksirovano, ne ØvlØ¸tsØ kornevymi, tak kak X_ρ i X_{δ−ρ} kommutiru¸t drug s drugom (sr. obsußdenie v sluqae (LS1)). Varianty 1 i 2 sostavlØ¸t sluqaæ (LT1) teoremy 2.

Pust~ pole K = F_3 v sluqae (LS4) §5. Togda, vyqislØØ kommutatory fflementov gruppy D ∼ ⟨x_β(t), x_α(s)⟩, poluqim, qto D soderßit podgruppu vida {x_{α+β}(ts)x_{3α+β} (2ts^3), t, s ∈ K} i ne soderßit X_{α+β} i X_{3α+β}. Otkuda sleduet rezul~tat.

Dokazatel~stva teorem polnost~¸ zaverxeny.

Literatura

1. N. A. Vavilov, O geometrii dlinnyh kornevyh podgrupp v gruppah Xevalle. — Vestn. Leningr. un-ta. Ser. 1, vyp.1 (1988), 5–10.

2. N. A. Vavilov, Vzaimnoe raspoloßenie dlinnoæ i korotkoæ kornevyh podgrupp v gruppe Xevalle. — Vestn. Leningr. un-ta. Ser. 1, vyp.1 (1989), 1–7.

3. N. A. Vavilov, Podgruppy grupp Xevalle, soderßawie maksimal~nyæ tor. — Trudy Leningr. Mat. Obw. 1 (1990), 64–109.

4. A. S. Kondrat~ev, Podgruppy koneqnyh grupp Xevalle. — UMN. 41, No. 1 (1986), 57–96.

5. V. V. Nesterov, Pary korotkih kornevyh podgrupp v gruppe Xevalle. — Dokl. RAN. 357 (1997), 302–305.

6. R. Steænberg, Lekcii o gruppah Xevalle. M.: Mir, 1975, 262 s.

7. M. Aschbacher and G. M. Seitz, Involutions in Chevalley groups over fields of even order. — Nagoya Math. J. 63 (1976), 1–91.

8. R. W. Carter, Simple groups of Lie type. Wiley: London et al., 1972, p. 331 p. 9. B. N. Cooperstein, The geometry of root subgroups in exceptional groups. — Geometria dedicata 8, No. 3 (1979), 317–381; II 15, No. 1 (1983), 1–45.

10. B. N. Cooperstein, Geometry of long root subgroups in groups of Lie type. — Proc. Symp. Pure Math. 37 (1980), 243–248.

11. B. N. Cooperstein, Maximal subgroups of G2(2n). — J. Algebra 70, No. 1 (1981), 23–36.

12. J. Hurrelbrink, U. Rehmann, Eine endliche Präsentation der Gruppe G2(Z). — Math. Z. 141 (1975), 243–251.

RASPOLOȷENIE KORNEVYH PODGRUPP 285

13. W. M. Kantor, Subgroups of classical groups generated by long root elements. — Trans. Amer. Math. Soc. 248, No. 2 (1979), 347–379.

14. W. M. Kantor, Generation of linear groups. The Geom. Vein: Coxeter Festschift.

Springer-Verlag, Berlin et al., 1981, pp. 497–509.

15. Li Shang Zhi, Maximal subgroups containing short root subgroups in PSp(2n, F).

— Acta Math. Sinica, New ser. 3, No. 1 (1987), 82–91.

16. B. S. Stark, Some subgroups of Ω(V ) generated by groups of root type. — J.

Algebra 17, No. 1 (1974), 33–41.

17. B. S. Stark, Irreducible subgroups of orthogonal groups generated by groups of root type 1. — Pacific J. Math. 53, No. 2 (1974), 611–625.

18. F. G. Timmesfeld, Groups generated by k-root subgroups. — Invent. Math. 106 (1991), 575–666.

Nesterov V. V. The arrangement of the long and short root subgroups in the Chevalley group of type G_2.

We describe subgroups generated by a long and short root subgroups in a Chevalley group of type G_2 and classify orbits of the group acting on such pairs by simultaneous conjugation.

Postupilo 20 i¸nØ 2000 g. Baltiæskiæ gosudarstvennyæ tehniqeskiæ universitet