Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 272, 2000 g.

V. M. Cvetkov

PROSTO` PRIMER RASXIRENI` BEZ CELOGO BAZISA 1. Pust~ k – pole algebraiqeskih qisel, K/k – koneqnoe ras-

xirenie poleæ, i O_k, O_K – kol~ca celyh fflementov v k i K, sootvetstvenno.

InteresuemsØ, kogda O_K kak O_k-modul~ ØvlØetsØ svobodnym, t.e. kogda est~ celyæ bazis v O_K .

Napomnim, qto esli A – dedekindovo kol~co, a V – koneqnoporoßdennyæ A-modul~ bez kruqeniØ, to V razlagaetsØ v koneqnu¸ prØmu¸ summu moduleæ V = I_1 ⊕ . . . ⊕ I_s, v kotoroæ kaßdoe slagaemoe izomorfno nenulevomu idealu v kol~ce A, priqem dva razloßeniØ I_1 ⊕ . . . ⊕ I_s; J_1 ⊕ . . . ⊕ J_t da¸t izomorfnye A-moduli togda i tol~ko togda (teorema Xteænica–Xevalle–Faddeeva, sm. [1]), kogda qislo slagaemyh odinakovo (rangi moduleæ ravny, t.e. s = t), i klassy moduleæ I_1·. . .·I_s; J_1·. . .·J_t, kak otmeqennye fflementy v gruppe klassov idealov cl A kol~ca A sovpada¸t.

V sluqae rasxireniØ K/k na module V = O_K imeem nevyroßdennu¸ bilineænu¸ formu sleda O_K ⊗_{Ok} O_K → O_k. V qastnosti,

dlØ A = O_K opredelen diskriminant Δ_V fftoæ formy kak ideal v A, ravnyæ proizvedeni¸ diskriminantov vseh lokalizaciæ

Vp = V ⊗_A Ap, p probegaet vse nenulevye prostye idealy v A. DlØ

ukazannoæ formy imeet mesto formula Artina–Frœliha

cl (V )^2 = cl (Δ_V )

(sm. [2–4]).

Sledstvie. Esli qislo klassov idealov hk polØ k neqetno, to

neobhodimoe i dostatoqnoe uslovie naliqiØ celogo bazisa v K/k sostoit v tom, qto Δ_{K/k} – glavnyæ ideal.

Deæstvitel~no, v fftom sluqae cl (Δ_V ), a znaqit, i cl (V ) – nulevoæ ideal, i sootvetstvu¸wiæ modul~ svoboden. Obratnoe oqevidno. 341

342 V. M. CVETKOV

V qastnosti, kak budet pokazano niße, takim rasxireniem, ime¸wim celyæ bazis, ØvlØetsØ rasxirenie K = k( √ −1), gde

k = Q(^√p), p – prostoe qislo, p ≡ 3(mod 4).

2. Pust~ k – pole algebraiqeskih qisel, i k imeet r1 vewestven-

nyh i r_2 par kompleksnyh normirovaniæ (k ⊗QR = R^{r1} ⊕ C^{r2} ).

Qerez ~cl_k oboznaqaem gruppu klassov idealov v uzkom smysle, a qerez cl_k – v obyqnom smysle. Napomnim, qto ~cl_k opredelØetsØ kak koØdro gomomorfizma k^∗ → Z/2^{r1} ⊕ D_k , gde D_k – gruppa vseh divizorov k; nenulevomu fflementu iz k sopostavlØetsØ nabor vseh ego znakov v vewestvennyh normirovaniØh, a vo vtoroæ komponente – glavnyæ ideal, sootvetstvu¸wiæ qislu. Otmetim, qto estestvennyæ ffpimorfizm ~cl_k → cl_k budet izomorfizmom togda i tol~ko togda, kogda v pole k vstreqa¸tsØ edinicy vseh vewestvennyh znakov.

Izloßeni¸ kontrprimerov suwestvovaniØ celogo bazisa predpoxlem sledu¸wu¸ lemmu.

Lemma. Pust~ k – pole algebraiqeskih qisel, K/k – nerazvetvlen-

noe rasxirenie poleæ stepeni dva. Esli v K/k est~ celyæ bazis, to K poluqaetsØ iz k prisoedineniem kvadratnogo kornØ iz edinicy, t.e. K = k( √ ε), ε ∈ E \ E^2, gde E = O^∗_k – gruppa edinic k.

Dokazatel~stvo. Pust~ ω1, ω2 – celyæ bazis v K/k, OK =

O_kω_1 ⊕ O_kω_2. Togda moßno opredelit~ Δ_{K/k} kak fflement faktorpolugruppy (O_k \ {0})/E^2 s pomow~¸ ravenstv

Δ_{K/k} mod E^2 = det ‖ ‖ ‖ ‖ Sp (ω^2_1) Sp (ω_1ω_2) Sp (ω_1ω_2) Sp (ω^2) ‖ ‖ ‖ ‖ = det ‖ ‖ ‖ ‖ ω_1 ω_2 ω_1 ω_2 ‖ ‖ ‖ ‖ 2 , gde ω_1, ω_2 – bazis, soprØßennyæ s ω_1, ω_2.

V qastnosti, dlØ K = k( √ d), ( d ∈ k^∗ \ (k^∗)^2 ) imeem

Δ_{K/k} mod (k^∗)^2 = det ‖ ‖ ‖ ‖ 1 √ d 1 − √ d ‖ ‖ ‖ ‖ 2 mod (k^∗)^2 = 4d mod (k^∗)^2.

V sluqae naliqiØ celogo bazisa imeem analog kriteriØ nerazvetvlennosti Dedekinda: prostoæ ideal p iz O_k nerazvetvlen v K/k togda i tol~ko togda, kogda p - Δ_{K/k} mod E^2 v polugruppe vseh celyh idealov O_K . Dokaßem ffto, opuskaØ nekotorye tehniqeskie detali.

PROSTO` PRIMER RASXIRENI` 343

Pole O_k/p – soverxenno. Razloßenie ideala pO_K = ∏ P|p P^{e(}P^/p^)

v kol~ce O_K na prostye mnoßiteli induciruet izomorfizm O_k/p-algebr O_K /pO_K ∼= ⨁ P|p^{OK /} P [t]/^(t^{e(}P^/p^{))},

gde O_K /P [t] – algebra polinomov ot odnoæ peremennoæ t nad polem O_K /P. Esli primenit~ kriteriæ poluprostoty Vedderbarna k koneqnomernoæ associativnoæ algebre s ediniceæ O_K /pO_K nad soverxennym polem, to poluqaem, qto e(P/p) = 1 dlØ vseh

P|p togda i tol~ko togda, kogda p - ΔK/k, tak kak diskriminant

kol~ca O_K nad O_k perehodit pri redukcii mod pO_K v diskriminant O_K /pO_K .

VozvrawaØs~ k lemme, imeem Δ_{K/k} mod E^2 = ε mod E^2, ε ∈ E, tak kak vse prostye idealy iz O_K nerazvetvleny v K/k i Δ_{K/k} mod (k^∗)^2 = 4d mod (k^∗)^2, t.e. K = k( √ ε), ε ∈ E, i lemma dokazana.

3. Pust~ k^{(2)}/k – maksimal~noe nerazvetvlennoe vo vseh prostyh

idealah rasxirenie perioda dva (na vewestvennye normirovaniØ usloviØ net). Togda iz izomorfizma Artina dlØ absol¸tnogo polØ klassov vytekaet, qto gruppa Aut (k^{(2)}/k) kanoniqeski izomorfna gruppe ~cl_k/(~cl_k)^2. V qastnosti, esli

dimZ/2^~clk/(^~clk)^2 > r1 + r2 = dimZ/2 E/E^2,

to iz lemmy vytekaet sledu¸wee predloßenie.

Predloßenie. Esli pole algebraiqeskih qisel k takovo, qto

dimZ/2^~clk/(^~clk)^2 > r1 + r2, to suwestvuet nerazvetvlennoe ras-

xirenie fftogo polØ stepeni dva, v kotorom net celogo bazisa.

V sluqae, esli k = Q( √ Δ) ( Δ ≡ 0, 1(mod4) ) – kvadratiqnoe pole diskriminanta Δ, horoxo izvestno, qto dimZ_{/2} ~cl_k/(~cl_k)^2 = t−1, gde t – qislo prostyh, delØwih Δ, a takße, qto k^{(2)}/Q – abelevo rasxirenie perioda dva. Bolee togo, v fftom sluqae k^{(2)} ØvlØetsØ kompozitom t kvadratiqnyh poleæ, v kaßdom iz kotoryh vetvitsØ tol~ko odno prostoe qislo, delØwee Δ. V qastnosti, dlØ

k = Q(^√−pq), gde p, q – razliqnye prostye ≡ 3(mod 4) poluqa-

em t−1 > 1.

344 V. M. CVETKOV

Sledstvie. Pust~ k = Q(^√−pq), gde p, q – razliqnye prostye

≡ 3(mod 4). Togda polØ k( √ −p)/k, k( √ −q)/k – nerazvetvlennye nad k, i ne ime¸t nad nim celogo bazisa.

Naimen~xiæ qislovoæ primer da¸t rasxireniØ

Q(^√−3,^√−21)/Q(^√−21); Q(^√−7,^√−21)/Q(^√−21).

VernemsØ k primeru iz p. 1. Imeem

k = Q(^√p), p ≡ 3(mod 4),^~clk/(^~clk)^{2 ∼}= Z/2, k( √ −1) = k( √ −p) – nerazvetvleno nad k. Poskol~ku v k( √ −1)/k vetvitsØ tol~ko vewestvennaØ toqka, poluqaem, qto cl_k – gruppa neqetnogo porØdka i maksimal~noe nerazvetvlennoe 2-rasxirenie k sovpadaet s k( √ −1). Znaqit, qislo klassov polØ k( √ −1) – neqetno (kak konec 2-baxni) i diskriminant k( √ −1)/k – ediniqnyæ ideal.

Zameqanie. V knige [2] ukazan primer kvadratiqnogo rasxire-

niØ Q(^√2,^√5)/Q(^√−5) so ssylkoæ na [5], v kotorom net celogo

bazisa. No divizor, delØwiæ 2 v fftom rasxirenii, razvetvlen. Pofftomu proverka otsutstviØ otnositel~nogo celogo bazisa dlØ fftogo primera znaqitel~no sloßnee, qem dlØ serii primerov naxeæ stat~i.

Literatura

1. D. K. Faddeev, Ob obobwennyh celoqislennyh predstavleniØh nad dedekindovom kol~com. — Zap. nauqn. semin. POMI 227 (1995), 113–118.

2. Dß. Milnor, D. H~¸zmoller, Simmetriqeskie bilineænye formy. Nauka, M. (1984).

3. E. Artin, Algebraic numbers and algebraic functions. Gordon and Breach, N. Y.

et al. (1967).

4. R. Swan, Vector bundles and projective modules. — Trans. Am. Math. Soc. 105 (1962), 264–277.

5. R. Mac-Kenzie, D. Scheuneman, A number field without a retative integral basis.

— Am. Math. Monthly 78 (1971), 882.

Tsvetkov V. M. A simple example of extensions without an integral basis.

A series of examples of quadratic extensions of number fields without an integral basis is given.

Postupilo 25 sentØbrØ 2000

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V, A. Steklova RAN