Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 274, 2001 g.

G. I. Petraxen~

RASPROSTRANENIE SE`SMIQESKIH VOLNOVYH POLE` V SLOISTYH SREDAH. II

Qast~ II. PROSTE`XIE VOLNOVYE PROCESSY NA PLOSKIH GRANICAH RAZDELA ODNORODNYH ANIZOTROPNYH UPRUGIH SRED

GLAVA 7 Ploskie i kvaziploskie volny v izotropnyh uprugih sredah s ploskoæ graniceæ razdela PonØtie o ploskoæ volne, ØvlØ¸weesØ abstrakcieæ real~no nabl¸daemyh processov (oqen~ prostoæ v matematiqeskom otnoxenii i daleko ne takoæ prostoæ s toqki zreniØ fiziki), okazyvaetsØ ves~ma vaßnym i poleznym v teorii rasprostraneniØ voln. �to ob¨ØsnØetsØ preßde vsego tem, qto sloßnye volnovye polØ v kusoqno-odnorodnyh (izotropnyh) sredah qasto udobno rassmatrivat~ matematiqeski kak rezul~tat naloßeniØ togo ili inogo mnoßestva (vewestvennyh ili kompleksnyh) ploskih voln.

V teorii ploskih voln nekotoroe zatrudnenie mogut vyzyvat~ voprosy, svØzannye s postanovkami zadaq na rasprostranenie voln, qto ØvlØetsØ prØmym sledstviem abstraktnosti ponØtiØ “ploskaØ volna”. DlØ preodoleniØ voznika¸wih trudnosteæ celesoobrazno ishodit~ iz kakoæ-libo real~noæ modeli volnovogo polØ, privodØweæ k ponØti¸ “ploskaØ volna”, i stavit~ zadaqi, osnovyvaØs~ na prinØtyh model~nyh soobraßeniØh. V kaqestve prosteæxeæ i naibolee estestvennoæ modeli takogo roda v izotropnyh sredah udobno brat~ pole, vozbußdennoe toqeqnym istoqnikom v oblasti, prilega¸weæ k fflementu fronta volny, kriviznami kotorogo uße dopustimo prenebregat~ v rassmatrivaemyh konkretnyh usloviØh. Primerno tak ße obstoit delo i v sluqaØh anizotropnyh sred, gde obrawenie k lokal~no ploskim volnam vytekaet iz soobraßeniæ naglØdnosti v mehanizme processa rasprostraneniØ poverhnosteæ razryvov v proizvod- 11

12 G. I. PETRAXEN^

nyh polØ smeweniæ po vremeni na volnovyh frontah.

§20. Sferiqeskie i ploskie (odnorodnye i neodnorodnye) volny. Otraßenie ploskih voln ot granicy uprugogo poluprostranstva.

˚vleniØ polnogo vnutrennego otraßeniØ

Kak sleduet iz rezul~tatov §18, polØ uprugih smeweniæ, vozbußdaemye v odnorodnoæ izotropnoæ uprugoæ srede sosredotoqennymi (ravno kak i raspredelennymi po “maloæ” oblasti V_0) stacionarnymi ili nestacionarnymi istoqnikami, predstavlØ- ¸tsØ na dostatoqno bol~xih rasstoØniØh ot istoqnikov v vide sferiqeski rashodØwihsØ prodol~nyh i popereqnyh voln. Esli ne obrawat~ vnimaniØ na vektornyæ harakter takih poleæ smeweniæ, a takße na vozmoßnu¸ zavisimost~ “intensivnosti” volny ot napravleniØ na vybrannu¸ toqku nabl¸deniØ (kak ffto imeet mesto, naprimer, v sluqae istoqnikov vida (18.33)), to moßno sqitat~, qto v volnovoæ zone polØ upomØnutyh istoqnikov uprugih kolebaniæ predstavlØ¸tsØ v vide u(M, t) = 1 r φ ( t − r v ) , (20.1)

harakternom dlØ prosteæxeæ (skalØrnoæ) sferiqeski rashodØweæsØ volny, rasprostranØ¸weæsØ so skorost~¸ v. Podintegral~naØ funkciØ u(M, t; ω) = 1 r exp iω ( t − r v ) (20.2)

iz razloßeniØ u(M, t) = Re ∞∫ 0 Φ(ω) 1 r exp iω ( t − r v ) dω (20.2^′)

polØ u(M, t) v integral Fur~e opredelØet fflementarnu¸ monohromatiqesku¸ sferiqeski rashodØwu¸sØ volnu. Pri fftom suwestvenno, qto kak (20.1), tak i (20.2) strogo udovletvorØ¸t skalØrnomu volnovomu uravneni¸ so skorost~¸ rasprostraneniØ v.

1. Pokaßem, qto esli rassmatrivat~ pole (20.2), ravno kak i ego naloßenie v nekotoroæ ograniqennoæ qasti prostranstva,

RASPROSTRANENIE SE`SMIQESKIH VOLNOVYH POLE` 13

to pri izvestnyh (formuliruemyh dalee) usloviØh ego moßno priblißenno otoßdestvlØt~ s polem ploskoæ volny. DlØ fftogo predpoloßim, qto sferiqeskaØ volna u(M, t; ω) nabl¸daetsØ na ves~ma bol~xih rasstoØniØh r ot istoqnika M_0 i pritom lix~ v toqkah M ograniqennoæ prostranstvennoæ oblasti V , razmery kotoroæ po vsem napravleniØm harakterizu¸tsØ veliqinoæ porØdka l.

Esli oboznaqit~ qerez ⃗r_0 =^{−→}M_0O radius-vektor nekotoroæ fiksirovannoæ toqki O ∈ V , to dlØ vektora ⃗r =^{−→}M_0M, oqevidno, budem imet~

⃗r = ⃗r_0 + ⃗ρ, (20.3) gde ⃗ρ =^{−→}M_0O, |⃗ρ| < l. Pri fftom okazyvaetsØ, qto r = √ r^2_0 + 2(⃗r_0⃗ρ) + ρ^2 = r_0 + (⃗r_0⃗ρ) r_0 + O ( ρ^2 r^2_0 ) (20.4) i, esli dostatoqno horoxo vypolnØetsØ neravenstvo

l ≪ r_0, (20.5)

to dlØ vseh toqek M ∈ V moßno polagat~ 1 r = 1 r_0 [ 1 + O ( ρ r_0 )] ≈ 1 r_0 . Na osnovanii fftogo dlØ fazy volny iz (20.2) poluqaetsØ vyraßenie ω(t − r/v) = ω [ t − r_0 v − (⃗r_0⃗ρ) vr_0 ] + ω v O ( ρ^2 r^2_0 ) , iz kotorogo vidno, qto esli vypolnØetsØ uslovie | | | | ω v O ( ρ^2 r_0 )| | | ≈ ω v ρ^2 r_0 6 2π l^2 λr_0 ≪ π 2 , ili, qto to ße, neravenstvo

l^2 ≪ 1 4 λr_0, (20.6)

gde λ = 2πvω^{−1}, to v toqkah M ∈ V dopustimo pol~zovat~sØ priblißennoæ formuloæ ω ( t − r v ) ≈ ω [ t − r_0 v − (⃗r_o⃗ρ) vr_0 ] .

14 G. I. PETRAXEN^

Nakonec, esli oboznaqit~ ⃗κ = ⃗r_0/r_0 postoØnnyæ ediniqnyæ vektor, opredelØ¸wiæ napravlenie rasprostraneniØ volny (20.2) v fiksirovannoæ toqke O oblasti V i sqitat~, qto narØdu s (20.4) i (20.5) vypolnØetsØ ewe neravenstvo λ = 2π v ω < l, (20.7)

obespeqiva¸wee mnogokratnu¸ oscillØci¸ vyraßeniØ exp iω(t−

r/v) pri peremewenii toqki M vnutri oblasti V , to dlØ polØ

(20.2) v toqkah M oblasti V poluqaetsØ priblißennoe predstavlenie u(M, t; ω) ≈ 1 r exp iω [ t^′ − (⃗κ⃗ρ) v ] (20.8)

v vide ploskoæ monohromatiqeskoæ volny, v kotoroæ t^′ = t − r_0/v igraet rol~ lokal~nogo dlØ oblasti V vremeni.

Qto kasaetsØ nestacionarnoæ volny, predstavlØ¸weæsØ razloßeniem (20.2^′) i nabl¸daemoæ v ograniqennoæ prostranstvennoæ oblasti V , to dlØ nee takße poluqaetsØ priblißennoe predstavlenie v vide ploskoæ volny u(M, t) ≈ Re ∞∫ 0 Φ(ω) r_0 exp iω ( t^′ − (⃗κ⃗ρ) v ) dω = 1 r_0 φ ( t^′ − (⃗κ⃗ρ) v ) , (20.8^′) esli vypolnØetsØ neravenstvo (20.5), a funkciØ Φ(ω) zametno otliqaetsØ ot nulØ lix~ v takom promeßutke ω_1 < ω < ω_2 uglovyh qastot, qto dlØ kaßdogo ω vypolnØ¸tsØ neravenstva (20.6) i (20.7).

Itak, vyraßeniØ (20.8) i (20.8^′) v forme ploskih voln poluqa- ¸tsØ kak priblißennye predstavleniØ poleæ sferiqeskih voln (20.2) i (20.3), spravedlivye v toqkah oblasti V pri vypolnenii usloviæ (20.5), (20.6) i (20.7). Podobnye ße priblißennye lokal~nye predstavleniØ moßno bylo by poluqit~ i dlØ l¸boæ volny, radiusy krivizny fronta kotoroæ dostatoqno veliki po sravneni¸ s dlinoæ volny. Pri fftom ves~ma suwestvennym zdes~ okazyvaetsØ to obstoØtel~stvo, qto vyraßeniØ (20.8) i (20.8^′) strogo udovletvorØ¸t volnovomu uravneni¸ so skorost~¸ rasprostraneniØ v = const. �to pozvolØet rassmatrivat~ ploskie volny kak samostoØtel~nye rexeniØ volnovogo uravneniØ v sluqae odnorodnoæ sredy, opredelennye vo vsem bezgraniqnom prostranstve.

RASPROSTRANENIE SE`SMIQESKIH VOLNOVYH POLE` 15

V zakl¸qenie otmetim, qto esli poloßit~ nλ = l, gde n ≫ 1, to uslovie (20.7) budet vypolnennym. UsloviØ ße (20.5) i (20.6) primut sootvetstvenno vid λ/r_0 ≪ n^{−1} i λ r_0 ≪ 1 4n^2

. (20.6^′)

Takim obrazom, okazyvaetsØ, qto pri vypolnenii lix~ odnogo usloviØ (20.6^′), soderßawego qislo n ≫ 1, v toqkah oblasti V , razmery kotoroæ harakterizu¸tsØ “radiusom” l, otstoØweæ ot istoqnika M_0 sferiqeskoæ volny na rasstoØnie r_0, pole sferiqeskoæ volny (20.2) moßno zamenit~ polem (20.8) ploskoæ monohromatiqeskoæ volny. Pri fftom dlina volny λ i razmery l oblasti V svØzany drug s drugom porØdkovym sootnoxeniem (20.7).

2. Pri izuqeniØ ploskih voln my budem oboznaqat~ qerez ⃗κ =

const ediniqnyæ vektor rasprostranØ¸weæsØ volny, a vmesto ⃗ρ po-preßnemu budem pisat~ ⃗r, gde ⃗r – radius-vektor toqki M polØ otnositel~no naqala O nekotoroæ vybrannoæ sistemy koordinat. Frontami ploskoæ volny u = φ ( t − ⃗κ⃗r v )

okazyva¸tsØ bezgraniqnye ploskosti, opredelØemye uravneniem ⃗κ⃗r ≡ (⃗κ⃗r) = vt + const . Tot fakt, qto pole nestacionarnoæ ploskoæ volny opredeleno i otliqno ot nulØ v nekotoroæ bezgraniqnoæ polose, parallel~- noæ frontu, kak raz i svØzan s upominavxeæsØ abstraktnost~¸ ponØtiØ “ploskaØ volna”. Plosku¸ volnu vo vsem bezgraniqnom prostranstve, koneqno, vozbudit~ nel~zØ. Odnako v l¸boæ ograniqennoæ qasti odnorodnoæ sredy moßno vozbudit~ pole, ime- ¸wee harakter ploskoæ volny s l¸boæ napered zadannoæ toqnost~¸. Na praktike takie volny vozbußda¸tsØ obyqno izluqatelØmi, soverxa¸wimi sinhronnye kolebaniØ s qastotoæ ω v toqkah nekotoroæ ploskoæ poverhnosti. Esli dlØ razmerov l fftoæ poverhnosti horoxo vypolnØetsØ neravenstvo l ≫ λ, gde λ – dlina vozbußdaemyh voln, to na ne slixkom bol~xih rasstoØniØh ot central~noæ qasti takoæ poverhnosti pole imeet (poqti toqno) harakter ploskoæ volny.

16 G. I. PETRAXEN^

DlØ poluqeniØ analitiqeskogo vyraßeniØ poleæ smeweniæ ploskih voln v odnorodnoæ uprugoæ srede, harakterizuemoæ skorostØmi v_p i v_s rasprostraneniØ voln, neobhodimo zadat~ v vide ploskih voln vyraßeniØ dlØ prodol~nogo i popereqnogo potencialov φ i ⃗ψ.

PolagaØ φ = f ( t − ⃗κ⃗r v_p ) , (⃗κ = κ_1⃗i_1 + κ_2⃗i_2),

gde f(τ ) – proizvol~naØ dvaßdy differenciruemaØ funkciØ, a sostavlØ¸wie vektora ⃗κ “normali k frontu” podqineny uslo- vi¸ κ^2_1 + κ^2 = 1, (20.9)

obespeqiva¸wemu udovletvorenie funkcieæ φ volnovomu uravneni¸ Δφ − 1 v^2

∂^2φ ∂t^2 = 0, (v = v_p ili v_s),

dlØ polØ smeweniæ p-volny poluqaem

⃗u_p = grad f ( t − ⃗κ⃗r v_p ) = − ⃗κ v_p f^′ ( t − ⃗κ⃗r v_p ) . (20.10)

V sluqae vewestvennyh znaqeniæ κ_1 i κ_2 iz (20.9) frontom takoæ volny okazyvaetsØ ploskost~ ⃗κ⃗r = v_pt = const. PolØrizaciØ ße volny opredelØetsØ ortom ⃗κ, normal~nym volnovomu frontu.

Esli dlØ vektornogo potenciala vybrano vyraßenie ⃗ψ = ⃗b f ( t − ⃗κ⃗r v_s ) , (⃗κ = κ_1⃗i_1 + κ_2⃗i_2),

gde κ_1 i κ_2 udovletvorØ¸t uslovi¸ (20.9), a ⃗b ≠ c⃗κ – proizvol~no, to dlØ polØ smeweniæ volny poluqaetsØ

⃗u_s = rot ⃗ψ = [grad f × ⃗b] = ⃗b × ⃗κ] v_s f^′ ( t − ⃗κ⃗r v_s ) . (20.11)

Fronty takogo polØ ⃗κ⃗r = v_st = const ime¸t preßn¸¸ strukturu. PolØrizaciØ ße volny teper~ opredelØetsØ vektorom [⃗b × ⃗κ], ortogonal~nym normali ⃗κ k volnovomu frontu, t.e. leßawim v kasatel~noæ k frontu ploskosti.

RASPROSTRANENIE SE`SMIQESKIH VOLNOVYH POLE` 17

Suwestvenno, qto polØ (20.9) i (20.10) sohranØ¸t smysl rexeniæ uravneniæ dvißeniØ odnorodnoæ izotropnoæ sredy pri l¸byh znaqeniØh ⃗κ, udovletvorØ¸wih uslovi¸ (20.9). V qastnosti i pri znaqeniØh κ_1 > 1, kogda sostavlØ¸waØ

κ_2 = √ 1 − κ^2_1 = ±i | | | | √ κ^2_1 − 1 | | | | = ±i|κ^2| okazyvaetsØ qisto mnimoæ. V takom sluqae polØ (20.10) i (20.11) predstavlØ¸t soboæ, kak govorØt, neodnorodnye ploskie volny. FiziqeskaØ ih suwnost~ stanovitsØ naibolee prozraqnoæ v sluqaØh, kogda zavisimost~ ot t v (20.10) okazyvaetsØ garmoniqeskoæ, kak naprimer, v podintegral~noæ funkcii razloßeniØ funkcii f^′(t) v integral Fur~e po iω.

PolagaØ f^′(τ ) = exp(iωτ ), naprimer v (20.10), budem imet~ ⃗u = − ⃗κ v_p e^{±ω|κ2| yvp} exp iω [ t − κ_1 v_p ] . (20.12)

Ne kasaØs~ detaleæ, lix~ otmetim, qto takoe pole sohranØet harakter “ploskoæ volny”, rasprostranØ¸weæsØ vdol~ osi OX so skorost~¸ v = v_p/κ_1 i s amplitudoæ, ffksponencial~no zavisØweæ ot peremennoæ y. Pri fftom znak pri ffksponente sleduet vybirat~ tak, qtoby amplituda ubyvala pri vozrastanii |y| > 0. 3. Sleduet otmetit~, qto volnovoe uravnenie imeet strogie rexeniØ v vide ploskih voln tol~ko v sluqae odnorodnoæ sredy (v kotoroæ v = const). Pri fftom netrudno soobrazit~, qto pri vstreqe ploskoæ volny s graniceæ razdela dvuh (razliqnyh) odnorodnyh sred mogut voznikat~ otraßennaØ i prelomlennaØ ploskie volny tol~ko v tom sluqae, kogda granica razdela okazyvaetsØ ploskost~¸. Pofftomu osnovnym v teorii okazyvaetsØ vopros o rasprostranenii ploskih voln v sloisto-odnorodnyh sredah s ploskimi granicami razdela.

Vo mnogih sluqaØh fftot obwiæ vopros moßet byt~ rasqlenen (faktiqeski ili logiqeskim putem) na qastnye voprosy, kasa¸- wiesØ prohoßdeniØ ploskimi volnami ploskoæ granicy razdela lix~ dvuh sred. Odin iz takih voprosov my i rassmotrim. Pri fftom, qtoby ne zagromoßdat~ rassußdeniØ neprincipial~nymi podrobnostØmi, budem snaqala predpolagat~, qto req~ idet o processah, opisyvaemyh odnim volnovym uravneniem, a ne uravneniØmi teorii uprugosti.

18 G. I. PETRAXEN^

Pust~ ploskost~ y = 0 ØvlØetsØ graniceæ razdela poluprostranstv y > 0 i y < 0, harakterizuemyh sootvetstvenno skorostØmi v_1 i v_2 rasprostraneniØ voln, i pritom takoæ graniceæ, qto dlØ vozbußda¸wihsØ v poluprostranstvah volnovyh poleæ

u_1 i u_2 vypolnØ¸tsØ usloviØ kontakta

(u_1 − u_2)_{y=0} = 0, ( ∂u_1 ∂y − ∂u_2 ∂y ) y=0 = 0.

Tak kak zavisimost~ ot prostranstvennyh koordinat x, y, z polØ ploskoæ volny osuwestvlØetsØ qerez posredstvo skalØrnogo proizvedeniØ (⃗κ, ⃗r), to Øsno, qto dlØ polnogo opisaniØ processa otraßeniØ-prelomleniØ takoæ volny ot granicy y = 0 razdela sred net neobhodimosti rassmatrivat~ vse toqki prostranstva, a dostatoqno dat~ ego opisanie lix~ v toqkah kakoænibud~ odnoæ ploskosti (ploskosti padeniØ), soderßaweæ v sebe vektor ⃗κ i prØmu¸, perpendikulØrnu¸ granice razdela. V kaqestve posledneæ my vyberem os~ OY dekartovoæ sistemy koordinat, ploskost~ xOy kotoroæ (t.e. ploskost~ z = 0) sovmewena s ploskost~¸ padeniØ rassmatrivaemyh ploskih voln.

Takim obrazom, vektory ⃗κ, opredelØ¸wie napravleniØ rasprostraneniØ ploskih voln, budut harakterizovat~sØ v dal~neæxem lix~ dvumØ sostavlØ¸wimi, κ_1 i κ_2, a polØ ploskih voln okaßutsØ ne zavisØwimi ot peremennoæ z vybrannoæ dekartovoæ sistemy koordinat i, sledovatel~no, prinadleßawimi klassu rexeniæ ploskih zadaq dlØ volnovogo uravneniØ ili uravneniæ teorii uprugosti^1

V silu izloßennyh obstoØtel~stv Øsno, qto pri vyØsnenii voprosov, kasa¸wihsØ postanovok zadaq na otraßenieprelomlenie ploskih voln, celesoobrazno appelirovat~ k rezul~tatam (hotØ by kaqestvennogo) issledovaniØ rexeniØ ploskoæ zadaqi na otraßenie-prelomlenie volny, vozbußdennoæ toqeqnym (ploskim) istoqnikom.

4. Predpoloßim, qto ukazannaØ v p. 3 sreda nahodilas~ v pokoe pri t < t_0 = −h/v_1, a pri t = t_0 = −h/v_1 v toqke M_0 (x = 0,

1Ploskimi nazyva¸tsØ zadaqi dlØ ukazannyh uravneniæ, rexeniØ kotoryh da¸tsØ v funkciØh, zavisØwih lix~ ot dvuh prostranstvennyh koordinat (naprimer, (x, y)) i vremeni t. Takie rexeniØ realizu¸tsØ v sredah, svoæstva kotoryh ne zavisØt ot prostranstvennoæ peremennoæ z pri uslovii, qto ot peremennoæ z ne zavisØt i vse vhodnye dannye zadaqi.

RASPROSTRANENIE SE`SMIQESKIH VOLNOVYH POLE` 19

y = −h) poluprostranstva naqinaet deæstvovat~ (ploskiæ) to-

qeqnyæ istoqnik kolebaniæ, poroßda¸wiæ perviqnu¸ (pada¸- wu¸) cilindriqesku¸ (ili “krugovu¸”, esli imet~ vvidu lix~ toqki ploskosti xOy) volnu u^0_1. V moment t = 0 pada¸waØ volna dohodit do granicy y = 0 razdela sred i naqinaet vozbußdat~ otraßennu¸ volnu u_1 i prelomlennu¸ volnu u_2 sootvetstvenno v poluprostranstvah y < 0, (ν = 1) i y > 0, (ν = 2). V nekotorye momenty vremeni t > 0 kartina raspoloßeniØ frontov pada¸weæ, otraßennoæ i prelomlennoæ voln v ploskosti z = 0 budet imet~ vid, izobraßennyæ na ris. 2. Toqka O^′ na ris. 2 sootvetstvuet pereseqeni¸ perednih frontov ukazannyh voln s ploskost~¸ y = 0, a prØmye O^′a_0, O^′a_1 i O^′a_2 izobraßa¸t kasatel~nye ploskosti sootvetstvenno k frontam voln u^0_1, u_1 i u_2 v toqke O^′.

Ris. 2 Ris. 3.

Esli by stavilas~ zadaqa nahoßdeniØ toqnyh vyraßeniæ

u_1(x, y, t) i u_2(x, y, t) po pada¸weæ volne u^0_1(x, y, t), to sledovalo

by iskat~ rexeniØ volnovyh uravneniæ Δu_ν − 1 v^2_ν ü_ν = 0 (20.13)

20 G. I. PETRAXEN^

sootvetstvenno v sredah y > 0 i y < 0 pri nulevyh naqal~nyh dannyh, t = 0 i graniqnyh usloviØh

(u^0_1 + u_1 − u_2)_{y=0} = 0, ( ∂u^0_1 ∂y + ∂u_1 ∂y − ∂u_2 ∂y ) y=0 = 0, (20.14)

v kotoryh u^0_1 otveqaet izvestnomu pol¸ “pada¸weæ volny”, vozbußdennoæ “toqeqnym” istoqnikom M_0 v bezgraniqnoæ srede so skorost~¸ rasprostraneniØ v_1. Rexenie takoæ (nesloßnoæ) zadaqi vyhodit za ramki teorii ploskih voln i my poka ne budem na nem zaderßivat~sØ. Otmetim lix~, qto, kak Øsno iz zdravogo smysla, otraßennaØ u_1 i prelomlennaØ u_2 volny dolßny sootvetstvovat~ (nestacionarnym) vozmuweniØm, rasprostranØ- ¸wimsØ ot granicy y = 0 sootvetstvenno v storony vozrasta¸- wih i ubyva¸wih znaqeniæ y. Odnako, otkazavxis~ ot issledovaniØ sformulirovannoæ zadaqi v ee toqnoæ postanovke, moßno stavit~ cel~¸ rassmotret~ volnovoæ process ne vo vseæ bezgraniqnoæ srede, a lix~ v okrestnosti toqki O^′, v kotoroæ peresekaetsØ (peredniæ) front pada¸weæ volny s ploskost~¸ y = 0, t.e. s os~¸ Ox na ris. 2.

V toqke O^′ pereseka¸tsØ fronty otraßennoæ i prelomlennoæ voln (kak izobraßeno na ris. 2). Pofftomu, esli razmery l upomØnutoæ okrestnosti ves~ma maly po sravneni¸ s radiusami krivizny r_0 volnovyh frontov v toqke O^′, priqem dlØ “dominiru¸wih” dlin voln λ rassmatrivaemyh poleæ i veliqin l i r_0 vypolnØ¸tsØ neravenstva vida (20.6) i (20.7), to v sootvetstvii s p. 1 vse volny mogut byt~ zameneny ploskimi volnami, rasprostranØ¸wimisØ v ploskosti xOy sootvetstvenno po napravleniØm ⃗κ^0_1, ⃗κ_1 i ⃗κ_2, perpendikulØrnym kasatel~nym ploskostØm v toqke O^′ k frontam istinnyh voln u^0_1, u_1 i u_2.

UslovimsØ, kak ffto imeet mesto v teorii ploskih voln, opredelØt~ napravlenie ⃗κ rasprostraneniØ ploskoæ volny uglom ee padeniØ θ (gde 0 6 θ 6 π/2) na granicu razdela, obrazuemym vektorom ⃗κ s ortom normali k granice. Pri fftom dlØ vektorov

⃗κ_1, ⃗κ_2, ⃗κ_3 i ⃗κ_4, provedennyh iz naqala koordinat i raspolaga-

¸wihsØ sootvetstvenno v pervom, vtorom, tret~em i qetvertom kvadrantah ploskosti xOy vybrannoæ sistemy koordinat, budem imet~ vyraßeniØ

⃗κ_1 = sin θ⃗i_1 + cos θ⃗i_2, ⃗κ_2 = − sin θ⃗i_1 + cos θ⃗i_2,

⃗κ_3 = − sin θ⃗i_1 − cos θ⃗i_2, ⃗κ_4 = − sin θ⃗i_1 − cos θ⃗i_2. } (20.15)

RASPROSTRANENIE SE`SMIQESKIH VOLNOVYH POLE` 21

Oboznaqim qerez θ, θ_1 i θ_2 ugly padeniØ pada¸weæ, otraßennoæ i prelomlennoæ (v “maloæ” okrestnosti toqki O^′) voln i uqtem istinnyæ harakter dvißeniØ volnovyh frontov, vyteka- ¸wiæ iz rassmotreniØ toqnoæ zadaqi dlØ poleæ u_1 i u_2. Togda v kaqestve analitiqeskih predstavleniæ interesu¸wih nas lokal~no-ploskih voln (ris. 2) sleduet vzØt~ vyraßeniØ

u^0_1 = f_0 ( t − x sin θ + y cos θ

v_1 ) , u_1 = f_1 ( t − x sin θ_1 − y cos θ_1 v_1 ) , u_2 = f_2 ( t − x sin θ_2 + y cos θ_2 v_2 ) . (20.16)

Pri fftom upomØnutoæ maloæ okrestnosti toqki O^′ sootvetstvu¸t znaqeniØ t i x, izmenØ¸wiesØ v malyh intervalah Δt i Δx, soderßawih vnutri sebØ sootvetstvenno toqki

t^0 = t_0 + h v_1 cos θ = h v_1 ( 1 cos θ − 1 ) i x_0 = htg θ. (20.17)

PolØ (20.16) udovletvorØ¸t volnovym uravneniØm v sootvetstvu¸wih sredah, priqem funkciØ f_0, vhodØwaØ v vyraßenie dlØ pada¸weæ volny u^0_1, predpolagaetsØ zadannoæ. Neizvestnye funkcii f_1 i f_2, ravno kak i znaqeniØ uglov padeniØ θ_1 i θ_2, dolßny opredelØt~sØ iz graniqnyh usloviæ (20.14), privodØwih k funkcional~nym uravneniØm

f_2 ( t − x sin θ_2 v_2 ) − f_1 ( t − x sin θ_1 v_1 ) = f_0 ( t − x sin θ v_1 ) , cos θ_2 v_2 f^′_2 ( t − x sin θ_2 v_2 ) + cos θ_1

v_1 f^′_2 ( t − x sin θ_1 v_1 ) = = cos θ v_1 f^′_0 ( t − x sin θ v_1 ) , (20.18)

kotorye dolßny vypolnØt~sØ toßdestvenno otnositel~no nezavisimyh peremennyh t i x, izmenØ¸wihsØ v okrestnosti toqek t^0 i x_0 iz (20.17).

Netrudno videt~, qto poslednee vozmoßno tol~ko v tom slu-

22 G. I. PETRAXEN^

qae, kogda argumenty u vseh funkciæ iz (20.18) sovpada¸t^2. Ots¸da sleduet, qto ugly θ, θ_1 i θ_2 padeniØ rassmatrivaemyh voln svØzany drug s drugom sootnoxeniØmi Snelliusa sin θ v_1 = sin θ_1

v_1 = sin θ_2

v_2

. (20.19)

Qto kasaetsØ opredeleniØ funkciæ f_1 i f_2 po zadannoæ funkcii f_0, to (imeØ v vidu dal~neæxee) ego celesoobrazno proizvodit~ na osnove razloßeniæ

f_ν (τ ) = Re ∞∫ 0 F_ν(ω)e^{iωτ} dω (ν = 0, 1, 2) (20.20)

funkciæ f_ν (τ ) v integraly Fur~e. Esli predstavit~ v vide analogiqnogo ße integrala f_0(τ ) = Re ∫_∞ 0 F_0(ω)e^{iωτ} dω funkci¸ f_0 iz

(20.16), opredelØ¸wu¸ pole pada¸weæ volny, to podstanovka (20.20) v (20.18) privodit k fflementarnoæ algebraiqeskoæ sisteme uravneniæ

F_2(ω) − F_1(ω) = F_0(ω), cos θ_2 v_2

F_2(ω) + cos θ v_1

F_1(ω) = cosθ v_1

F_0(ω).

(20.21)

Sistema (20.21) podobna sisteme uravneniæ, poluqa¸weæsØ pri rexenii zadaqi na otraßenie pada¸weæ monohromatiqeskoæ ploskoæ volny

u^0_1(x, y, t; ω) = F_0(ω) exp iω ( t − x sin θ + y cos θ

v_1 ) (20.22)

pri uslovii, qto polØ u_1 i u_2 otraßennoæ i prelomlennoæ voln iwutsØ takße v vide monohromatiqeskih ploskih voln

u_1(x, y, t; ω) = F_1(ω) exp iω ( t − x sin θ_1 + y cos θ_1

v_1 ) , u_2(x, y, t; ω) = F_2(ω) exp iω ( t − x sin θ_2 + y cos θ_2

v_2 ) , (20.23)

2�to, v qastnosti, vytekaet iz rezul~tata rexeniØ otnositel~no f^0_1 i f^02 sistemy uravneniæ (20.18), v kotoroæ pervoe uravnenie prodifferencirovano po t.

RASPROSTRANENIE SE`SMIQESKIH VOLNOVYH POLE` 23

uhodØwih ot toqek granicy y = 0.

Iz (20.21) sleduet

F_1(ω) = k_1(θ)F_0(ω), F_2(ω) = k_2(θ)F_0(ω), (20.24)

gde veliqiny

k_1(θ) = v_2 cos θ − v_1 cos θ_2 v_2 cos θ + v_1 cos θ_2

, k_2(θ) =

2v_2 cos θ v_2 cos θ + v_1 cos θ

(20.25)

nazyva¸tsØ sootvetstvenno kofffficientami otraßeniØ i prelomleniØ ploskoæ monohromatiqeskoæ volny, vstreqa¸weæ granicu razdela pod uglom padeniØ θ. Pri fftom predpolagaetsØ, qto znaqenie cos θ_2 vyraßeno qerez θ pri pomowi sootnoxeniæ (20.19).

Esli pri zadannom ugle padeniØ okazyvaetsØ γ sin θ < 1, ( γ = v_2 v_1 ) , (20.26)

to iz (20.19) sleduet: cos θ_2 = √ 1 − γ^2 sin^2 θ > 0, vsledstvie qego i kofffficienty |K_1(θ)| okazyva¸tsØ vewestvennymi.

Pri vypolnenii usloviØ (20.26) na osnovanii (20.20) i (20.24) dlØ funkciæ f_1(τ ) i f_2(τ ) iz (20.16) poluqa¸tsØ vyraßeniØ f_ν (τ ) = κ_1(θ)f_0(τ ), iz kotoryh Øvstvuet, qto zavisimost~ ot “svoih” argumentov poleæ otraßennyh i prelomlennyh voln iz (20.16) sovpadaet s zavisimost~¸ ot argumentov pada¸weæ volny u^0_1. Vsledstvie fftogo otraßennaØ i prelomlennaØ volny oblada¸t odinakovymi funkciØmi formy f(τ ) volny i harakterizu¸tsØ perednimi frontami, esli pada¸waØ volna obladaet perednim frontom.

5. V p. 4 polØ rassmatrivalis~ v okrestnosti toqki O^′ (v kotoroæ peredniæ front pada¸weæ volny u^0_1 peresekaetsØ s os~¸ Ox) v predpoloßenii, qto v fftoæ ße toqke pereseka¸t os~ Ox i perednie fronty otraßennoæ i prelomlennoæ voln.

Netrudno videt~, qto takoe predpoloßenie realizuetsØ tol~- ko lix~ pri uslovii, qto skorost~ ẋ_0 peremeweniØ toqki O^′ vdol~ osi Ox prevoshodit skorost~ voln v_2 v srede y > 0 (ν = 2), t.e., esli okazyvaetsØ

ẋ_0 = v_1 v_1(t + h/v_1) √ v^2_1 (t + h/v_1)^2 − h^2 = v_1 sin θ

> v_2. (20.27)

24 G. I. PETRAXEN^

V sluqae sootnoxeniØ v_1 > v_2 takoe uslovie vypolnØetsØ pri l¸bom znaqenii ugla padeniØ θ luqa M_0O^′. Esli ße okazyvaetsØ

v_1 < v_2, to suwestvuet predel~nyæ ugol

θ^0 = arcsin v_1 v_2

(20.28)

takoæ, qto pri θ < θ^0 neravenstvo (20.27) realizuetsØ, a v sluqae

θ > θ^0 vypolnØetsØ neravenstvo, obratnoe neravenstvu (20.27).

�to oznaqaet, qto pri θ > θ^0 vozmuwenie, rasprostranØ¸weesØ v srede y > 0 (ν = 2) so skorost~¸ v_2, “obgonØet” (dvißuwu¸sØ) toqku O (pereseqeniØ frontov pada¸weæ i otraßennoæ voln), vsledstvie qego kartina raspoloßeniØ perednih frontov “istinnyh” (cilindriqeskih) voln u^0_1, u_1 i u_2 ill¸striruetsØ uße ris. 3. V toqke O^′ pereseka¸tsØ s os~¸ Ox cilindriqeskie fronty pada¸weæ i otraßennoæ voln. Qto kasaetsØ prelomlennoæ volny, to ee front O^{′′}q “otorvalsØ” ot toqki O^′ i prodvinulsØ vpered do toqki O^{′′}. Pri fftom v srede y < 0 poØvilas~ dopolnitel~naØ “otraßennaØ” golovnaØ volna s ploskim frontom pO^{′′}. LiniØ pO^{′′} kasaetsØ okrußnosti O^′pc, izobraßa¸weæ na ris. 3 front otraßennoæ cilindriqeskoæ volny. Estestvenno, qto koliqestvennoe opisanie takoæ kartiny rasprostraneniØ vseh volnovyh frontov vyhodit za ramki teorii ploskih voln. Odnako dlØ lokal~nogo opisaniØ poleæ v okrestnosti toqki O^′ iz ris. 3 predstavleniØ poleæ v forme (20.16) (so vsemi vykladkami vplot~ do (20.25)) sohranØ¸t svo¸ znaqimost~. Razliqie ße sostoit tol~ko v tom, qto znaqenie cos θ_2 iz (20.23) i (20.24) okazyvaetsØ teper~ qisto mnimym

cos θ_2 = −i √ γ^2 sin^2 θ − 1. (20.29)

Vsledstvie fftogo spektral~naØ funkciØ u_2(x, y, t; ω) iz (20.23) prinimaet vid neodnorodnoæ ploskoæ volny

u_2 = F_2(ω)e^{− ωv2 y}

√_{γ2 sin2 θ−1} exp iω [ t − x sin θ v_1 ] , (20.30)

zatuha¸weæ ffksponencial~no po mere uglubleniØ (nabl¸datelØ) v poluprostranstvo y > 0 i sohranØ¸weæ harakter “ploskoæ” volny, rasprostranØ¸weæsØ v napravlenii osi Ox. Pri fftom vsledstvie mnimosti vyraßeniØ (20.29) dlØ cos θ_2 kofffficienty otraßeniØ-prelomleniØ iz (20.25) okazyva¸tsØ teper~ kompleksnymi, priqem modul~ kofffficienta otraßeniØ |K_1(θ)| = 1

RASPROSTRANENIE SE`SMIQESKIH VOLNOVYH POLE` 25

raven edinice. Poslednee obstoØtel~stvo kak raz i poslußilo povodom dlØ nazvaniØ ugla θ^0 iz (20.28) uglom polnogo vnutrennego otraßeniØ.

Ne zaderßivaØs~ na slovesnom opisanii ØvleniØ polnogo vnutrennego otraßeniØ lix~ zametim, qto ffto Øvlenie sostoit v tesnom rodstve s razliqnymi ØvleniØmi ffkranirovaniØ volnovyh poleæ vysokoskorostnymi tonkimi sloØmi, vhodØwimi v sostav sloisto-odnorodnyh izotropnyh uprugih sred. Pri fftom takie ØvleniØ okazyva¸tsØ naibolee interesnymi v sluqae poleæ, vozbußdaemyh nestacionarnymi sosredotoqennymi vozdeæstviØmi.

6. Kak uße upominalos~, postroenie toqnyh rexeniæ zadaq, tipa zadaqi iz p. 4, (ravno kak i ih kaqestvennye issledovaniØ) vyhodØt daleko za ramki teorii ploskih voln. Odnako v matematiqeskih predstavleniØh poleæ smeweniæ, vozbußdaemyh v sloisto-odnorodnyh izotropnyh uprugih sredah s granicami razdela y = const proizvol~nymi sosredotoqennymi istoqnikami, ploskie volnovye polØ faktiqeski igra¸t znaqitel~nu¸ rol~. Delo v tom, qto predstavleniØ takih volnovyh poleæ (i ih potencialov), primenØemye v sluqae sloistyh sred, moßno rassmatrivat~ kak special~noe naloßenie (superpozici¸) kompleksnyh ploskih voln, vhodØwih pod znaki povtornyh integralov tipa Fur~e.

Vsledstvie fftogo nekotorye operacii v postroenii analitiqeskih predstavleniæ rexeniæ zadaq na rasprostranenie voln (naprimer, v forme potencialov), vrode udovletvoreniØ potencialami graniqnyh usloviæ zadaqi, svodØtsØ faktiqeski k udovletvoreni¸ takih usloviæ podintegral~nymi funkciØmi upomØnutyh integralov.

I vot, s cel~¸ priblizit~ izloßenie apparata teorii ploskih voln k sovremennosti predstavlØetsØ celesoobraznym vospol~zovat~sØ predstavleniØmi voln v takoæ ih forme, v kakoæ oni vhodØt, naprimer, v metod Lemba rexeniØ zadaq na rasprostranenie voln v sloisto-odnorodnyh izotropnyh uprugih sredah s granicami y = const, vozbußdaemyh sosredotoqennymi vozdeæstviØmi^3.

3PredpolagaetsØ, qto metodu Lemba i rodstvennomu emu metodu konturnyh integralov v rexenii ukazannyh zadaq budet posvØwen special~nyæ vypusk nastoØweæ serii.

26 G. I. PETRAXEN^

V sluqae ploskih zadaq na rasprostranenie voln (kogda rexenie ne zavisit ot peremennoæ z dekartovoæ sistemy koordinat) v kaqestve predstavleniæ potencialov v sloØh (ν = 1, 2, . . .) sredy φ_ν ≡ φ_ν(x, y, t) i ⃗ψ_ν ≡ ψ_ν (x, y, t)⃗j, (⃗j ≡ ⃗i_2), (20.31) v metode Lemba moßno vybirat~ integraly Fur~e φ_ν ψ_ν } = Re ∞∫ 0 Φ_ν (x, y, κ) Ψ_ν (x, y, κ) } e^{iωt}dω, ( κ = ω v_{s1} ) , (20.32)

podintegral~nye funkcii kotoryh predstavlØ¸tsØ v forme konturnyh integralov sledu¸wego vida

Φ_ν Ψ_ν } = ∫ (λ) A_ν (ζ, κ)e^{−κ[ixζ±y} √_{ζ2−γ2ν ]} B_ν (ζ, κ)e^{−κ[ixζ±y} √_{ζ2−δ2ν ]} } dζ. (20.33)

Zdes~, sootvetstvenno kaßdomu slo¸ (ν = 1, 2, 3, . . .) sredy vvedeny oboznaqeniØ

γ_ν = v_{s1} v_{pν} , δ_ν = v_{s1} v_{sν} , κ = ω v_{s1} (20.34)

(gde v_{pν} i v_{sν} – skorosti rasprostraneniØ p- i s-voln v ν-om sloe), a λ ØvlØetsØ nekotorym (beskoneqnym) konturom na (razrezannoæ) kompleksnoæ ploskosti (ζ), iduwim iz beskoneqnosti

ζ = −∞−iκ, (κ > 0) tret~ego kvadranta k beskoneqnosti ζ = ∞+iκ

pervogo kvadranta qerez toqku ζ = 0.

Ne kasaØs~ mnoßestva detaleæ (v qastnosti, osobyh toqek podintegral~nyh funkciæ iz (20.33), opredeleniØ vetveæ radika- lov √ ζ^2 − γ^2_ν i √ ζ^2 − δ^2_ν na osnovnom liste kompleksnoæ plosko-

sti (ζ) i mnogogo dr.), my lix~ otmetim, vo-pervyh, qto vezde dalee moßno budet polagat~ √ ζ^2 − γ^2 = | | | √ ζ^2 − γ^2 | | | , esli ζ^2 > γ^2, i | | | √ ζ^2 − γ^2 | | | , pri ζ^2 < γ^2

(20.35)

i, vo-vtoryh, qto konturu (λ) mogut prinadleßat~ i nekotorye toqki ζ vewestvennoæ osi ploskosti (ζ). Pri fftom, esli rassmatrivat~ znaqeniØ x > 0, to znaku + (znaku −) v pokazatelØh ffksponent iz (20.33) otveqa¸t volny, rasprostranØ¸wiesØ v storonu vozrasta¸wih (ubyva¸wih) znaqeniæ y.

RASPROSTRANENIE SE`SMIQESKIH VOLNOVYH POLE` 27

Iz (20.32) i (20.33) Øsno, qto potencialy φ_ν i ψ_ν v metode Lemba ØvlØ¸tsØ svoeobraznoæ superpozicieæ kompleksnyh ploskih voln, opredelØemyh potencialami ~φ_ν = A_ν e^{iωt−κ(ixζ±y} √_{ζ2−γ2ν )} , ~ψ_ν = B_ν e^{iωt−κ(ixζ±y} √_{ζ2−δ2ν )} , (20.36)

gde γ_ν , δ_ν i κ ime¸t znaqeniØ iz (20.34). Pri fftom takie predstavleniØ soderßat v sebe potencialy i obyqnyh monohromatiqeskih voln.

Deæstvitel~no, esli v (20.36) poloßit~

ζ = γ_ν sin θ^{(ν)}_p i √ ζ^2 − γ^2_ν = iγ_ν cos θ^{(ν)}_p , (20.37)

to potencial ~φ_ν iz (20.36) primet obyqnyæ kanoniqeskiæ vid ~φ_ν = A exp iω [ t − x sin θ^{(ν)}_p ± y cos θ^{(ν)}_p v_{pν} ]

potenciala ploskoæ prodol~noæ volny.

Podobnym ße obrazom obstoit delo i v sluqae potenciala ψ_ν iz (20.36), esli tam poloßit~

ζ = δ_ν sin θ^{(ν)}_s i √ ζ^2 − δ^2_ν = iδ_ν cos θ^{(ν)}_s . (20.38)

7. S cel~¸ ill¸stracii, rassmotrim zdes~ formal~no zadaqu na otraßenie ploskih voln ot granicy y = 0 uprugogo poluprostranstva y > 0, harakterizuemogo parametrami μ, v_s, v_p i

γ =^{vs}_{vp} < 1.

Pol~zuØs~ oboznaqeniØmi α(ζ) = √ ζ^2 − γ^2, β(ζ) = √ ζ^2 − 1, g(ζ) = 2ζ^2 − 1, (20.39)

predpoloßim snaqala, qto na granicu poluprostranstva padaet ploskaØ p-volna, zadannaØ potencialom

φ_0 = A_0e^{iωt−κ[ixζ−(y−h)α(ζ)]}, (ζ = γ sin θ_0). (20.40)

V rezul~tate otraßeniØ voznika¸t prodol~naØ i popereqnaØ (ploskie) volny pp i ps, opredelØemye potencialami φ_1 = A_1e^{iωt−κ[ixζ+(y+h)α(ζ)]}, (ζ = γ sin θ_p) ψ_1 = B_1e^{iωt−κ[ixζ+yβ(ζ)+hα(ζ)]}, (ζ = γ sin θ_s), } (20.41)

28 G. I. PETRAXEN^

Ris. 4 Ris. 5.

predstavleniØ kotoryh vybrany zdes~ v takoæ forme, v kakoæ oni poØvlØ¸tsØ pod znakami integralov (20.33) v zadaqe na vozbußdenie poleæ v poluprostranstve y ¿ 0 sosredotoqennym istoqnikom, raspoloßennym v toqke x = 0, y = h > 0.

Zametim, qto v ramkah teorii ploskih voln znaqeniØ ζ v vyraßeniØh φ_0, φ_1 i ψ_1 sledovalo by sqitat~ snaqala razliqnymi. Odnako pri podstanovke potencialov (20.41) i (20.40) v (lineænye) graniqnye usloviØ (20.43), kotorye dolßny udovletvorØt~sØ toßdestvenno otnositel~no peremennyh t i x, srazu vyØsnØetsØ neobhodimost~ pridaniØ veliqinam ζ vo vseh upomØnutyh vyraßeniØh odinakovyh znaqeniæ. Imenno ffto privodit k ravenstvam

0 < ζ = γ sin θ^0_p = γ sin θ_p = sin θ_s < 1, (20.42)

dopuska¸wim zapis~ v obyqnoæ forme

sin θ^0_p v_p = sin θ_p v_p = sin θ_s v_s , vyraßa¸weæ zakon Snelliusa v processah otraßeniØ (i prelomleniØ) voln.

Posle ustanovleniØ kinematiqeskogo zakona Snelliusa (20.42) amplitudnye mnoßiteli A_1 i B_1 iz (20.41) dolßny opredelØt~sØ iz uqeta graniqnyh usloviæ pri y = 0, kotorye v slu-

RASPROSTRANENIE SE`SMIQESKIH VOLNOVYH POLE` 29

qae svobodnoæ ot naprØßeniæ granicy prinima¸t vid t_{yx}(φ, ψ) ≡ μ [ 2 ∂^2φ ∂x∂y − ∂^2ψ ∂x^2 + ∂^2ψ ∂y^2 ] = 0, t_{yy}(φ, ψ) ≡ λ ∂^2φ ∂x^2 + (λ + 2μ)

∂^2φ ∂y^2 − 2μ ∂^2ψ ∂x∂y = 0,

(20.43)

gde φ = φ_0 + φ_1; ψ = ψ_1 summarnye potencialy polØ smeweniæ v srede y > 0.

Pri uqete vyraßeniæ (20.40) i (20.41), a takße oboznaqeniæ (20.39) i (20.44)

R(ζ) = g^2 − 4ζ^2αβ; T (ζ) = g^2 + 4ζ^2αβ, (20.44)

podstanovka znaqeniæ φ_1 i ψ_1 v usloviØ (20.43) privodit dlØ kofffficientov A_1 i B_1 iz (20.41) k sisteme uravneniæ 2iαζA_1 + gB_1 = 2iαζA_0, gA_1 − 2iβζB_1 = −gA_0, (20.45)

opredelitel~ kotoroæ R(ζ) ≠ 0 otliqen ot nulØ pri znaqeniØh ζ iz (20.42). Pofftomu dlØ amplitudnyh mnoßiteleæ A_1, B_1 iz (20.41) poluqa¸tsØ vyraßeniØ

A_1 = K_{pp}A_0, B_1 = K_{ps}A_0, K_{pp} = T (ζ) R(ζ) , K_{ps} = − 4iαζ R(ζ) , (20.46)

gde K_{pp}(ζ) i K_{ps}(ζ) ime¸t smysl kofffficientov otraßeniØ voln tipa pp i ps v forme potencialov. Na tolkovanii rezul~tatov zdes~ edva li trebuetsØ zaderßivat~sØ, tak kak process otraßeniØ protekaet trivial~nym obrazom.

8. Bolee interesnym okazyvaetsØ sluqaæ otraßeniØ popereqnoæ volny s, zadannoæ potencialom

ψ_0 = B_0e^{iωt−κ[ixζ−(y−h)β(ζ)]}, (ζ = sin θ_0). (20.47)

Otraßennye sp i ss volny moßno harakterizovat~ potencialami

φ^0_1 = A^0_1e^{iωt−κ[ixζ+yα(ζ)+hβ(ζ)]}, (ζ = γ sin θ^0_p), ψ^0_1 = B^0_1 e^{iωt−κ[ixζ+(y+h)β(ζ)]} , (ζ = sin θ^0_s ), } (20.48)

30 G. I. PETRAXEN^

analogiqnymi potencialam iz (20.41), uße uqityva¸wim usloviØ izluqeniØ. Oni zapisany v forme, uqityva¸weæ takße i sootnoxeniØ Snelliusa

ζ = sin θ_0 = γ sin θ^0_p = sin θ_s. (20.49)

Amplitudnye ih mnoßiteli A^0_1 i B^0_1 dolßny opredelØt~sØ iz uqeta graniqnyh usloviæ (20.43), v kotoryh sleduet polagat~

φ = φ^0_1, ψ = ψ_0 + ψ^0_1. PodstavlØØ takie znaqeniØ φ i ψ v (20.43),

posle sokraweniØ na obwiæ mnoßitel~ exp{iωt − κ[ixζ + hβ(ζ)]}, pridem k sisteme uravneniæ

2iαζA^0_1 + gB^0_1 = −gB_0,

−gA^0_1 + 2iβζB^0_1 = 2iβζB_0, } (20.50)

determinant kotoroæ (pri 0 < ζ < 1) otliqen ot nulØ.

Takim obrazom, dlØ amplitudnyh mnoßiteleæ iz (20.48) poluqa¸tsØ vyraßeniØ

A^0_1 = K_{sp}B_0, B^0_1 = K_{ss}B_0, K_{sp} = − 4iβζg R(ζ) , K_{ss} = − T (ζ) R(ζ) (20.51)

pri oboznaqeniØh iz (20.39) i (20.44).

Pri tolkovanii poluqennogo rezul~tata nußno ishodit~ iz sootnoxeniæ Snelliusa (20.49). Iz nih vidno, qto pri uslovii

0 < sin θ_0 < γ (20.52)

ugly padeniØ otraßennyh voln vewestvenny, a radikaly α(ζ)i

β(ζ) qisto mnimy. Pofftomu otraßennye volny realizu¸tsØ v

forme odnorodnyh ploskih voln.

Esli ße okazyvaetsØ

γ < sin θ_0 = ζ < 1, (20.52^′)

to radikal β(ζ) – po-preßnemu qisto mnim, a radikal α(ζ) imeet uße poloßitel~noe znaqenie α(ζ) = √ ζ^2 − γ^2 > 0. Pofftomu

otraßennaØ volna ss realizuetsØ v forme obyqnoæ odnorodnoæ ploskoæ volny, opredelØemoæ potencialom

ψ^0_1 = B^0_1 exp iω [ t − x sin θ_0 + (y + h) cos θ_0 v_s ] , (20.53)

RASPROSTRANENIE SE`SMIQESKIH VOLNOVYH POLE` 31

s amplitudoæ B^0_1 iz (20.51), u kotoroæ |K_{ss}| = 1 (polnoe vnutrennee otraßenie). A otraßennaØ prodol~naØ volna sp okazyvaetsØ neodnorodnoæ ploskoæ volnoæ, harakterizuemoæ potencialom

φ^0_1 = A^0_1e^{− ωv}s

√_{sin2 θ0−γ2} exp iω [ t − x sin θ_0 + h cos θ_0 v_0 ] . (20.54)

Takim obrazom, prodol~naØ volna realizuetsØ v forme svoeobraznoæ poverhnostnoæ volny, ffnergiØ kotoroæ sosredotoqena v okrestnosti granicy y = 0 (i ffksponencial~no ubyvaet pri udalenii ot nee v glub~ poluprostranstva y > 0). �ta volna rasprostranØetsØ vdol~ granicy s fazovoæ skorost~¸

v_ϕ = v_s sin θ_0

, (20.55)

zavisØweæ ot ugla padeniØ θ_0 iz (20.52^′) pada¸weæ s volny tak ße, kak zavisit ot fftogo ugla i kofffficient zatuhaniØ amplitudy volny. Vsledstvie zavisimosti ot ugla padeniØ θ_0 perviqnoæ (pada¸weæ) volny s, taku¸ volnu sp moßno nazyvat~ “inducirovannoæ volnoæ poverhnostnogo tipa”.

Odnako na granice poluprostranstva moßet suwestvovat~ (a, sledovatel~no, i vozbußdat~sØ) specifiqeskaØ poverhnostnaØ volna – volna ReleØ, predstavlØ¸waØ soboæ samostoØtel~noe volnovoe obrazovanie, rasprostranØ¸weesØ vdol~ granicy s opredelennoæ (releevskoæ) skorost~¸ rasprostraneniØ i harakterizuemaØ opredelennymi (ffksponencial~nymi) zakonami zatuhaniØ pri uveliqenii y > 0, kak po sostavlØ¸weæ φ(x, y, t), tak i po sostavlØ¸weæ ψ(x, y, t) polØ smeweniæ. Suwnost~ takoæ (releevskoæ) volny ustanavlivaetsØ v p. 1 i 2 §22, material kotoryh neposredstvenno svØzan s p. 7 i 8 nastoØwego paragrafa. 9. V zakl¸qenie umestno otmetit~, qto zadaqi na otraßenie ploskih voln iz p. 7 i 8 okazyva¸tsØ faktiqeski formal~noæ osnovoæ dlØ postroeniØ toqnyh rexeniæ zadaq na otraßenie ot svobodnoæ granicy uprugogo poluprostranstva y > 0 voln, vozbußdennyh sosredotoqennymi ploskimi istoqnikami, priloßennymi v toqke x = 0, y = h > 0, zavisØwimi ot vremeni kak

f(t) i vkl¸qaemyh pri t = 0.

Naprimer, v sluqae normal~nogo (ploskogo) sosredotoqennogo istoqnika s plotnost~¸ sily ⃗f = δ(x)δ(y − h)f(t)⃗j, (⃗j ≡ ⃗i_2), (20.56)

32 G. I. PETRAXEN^

vkl¸qaemogo v moment t = 0, potencialy φ_0 i ψ_0 vozbußdaemogo (perviqnogo) polØ predstavlØ¸tsØ povtornymi integralami tipa (20.32) i (20.33), kotorye dopuska¸t zapis~ v forme

φ_0 ψ_0 } = Re ∞∫ 0 dω ∫ (λ) { A_0e^{iωt− ωv}s^{[ixζ−(y−h)α]} B_0e^{iωt− ωv}s^{[ixζ−(y−h)β]} } F (iω) ω^2

dζ, (20.57)

gde ob¨edineny mnoßiteli (zavisØwie ot t, x i y) obrazu¸wie predstavleniØ ploskih voln. Zdes~ poloßeno

A_0 = C = const; B_0 = ζ β C; α = √ ζ^2 − γ^2; β = √ ζ^2 − 1,

F (s) = ∞∫ 0 f(t)e^{−st}ds, (Re > 0), (20.58) a (λ) – oboznaqaet nekotoryæ beskoneqnyæ kontur na (razrezannoæ) kompleksnoæ ploskosti (ζ).

Vozbußdaemye istoqnikom polØ φ_0 i ψ_0 iz (20.57) dohodØt (posledovatel~no) do granicy poluprostranstva y = 0 i v rezul~tate vzaimodeæstviØ s neæ vozbußda¸t (vtoriqnye) otraßennye polØ φ_1 i ψ_1, kotorye takße mogut byt~ predstavleny povtornymi integralami vida (20.32) i (20.33) i takße – mogut byt~ zapisany v forme (20.57), soderßaweæ pod znakami integralov monohromatiqeskie ploskie volny. V sluqae pada¸weæ volny φ_0 iz (20.57) upomØnutye formy potencialov φ_1 i ψ_1 poleæ otraßennyh voln svodØtsØ k sledu¸wemu

φ_1 ψ_1 } = Re ∞∫ 0 dω ∫ (λ) dζ F (iω) ω^2 { A_1e^{iωt− ωv}1^{[ixζ+(y+h)α]} B_1e^{iωt− ωv1 [ixζ+yβ+hα]} } . (20.59)

Pri fftom neizvestnye ewe funkcional~nye kofffficienty A_1 i

B_1 dolßny opredelØt~sØ tak, qtoby summarnoe pole (φ_1 +φ_0), ψ_1

iz (20.57) i (20.59) udovletvorØlo graniqnomu uslovi¸ (20.43).

Iz sopostavleniØ φ_0 iz (20.57) s vyraßeniem (20.40), a vyraßeniæ iz (20.59) s potencialami φ_1, ψ_1 iz (20.41), stanovitsØ Øsnym, qto opredelenie kofffficientov A_1 i B_1 iz (20.59) svoditsØ k zadaqe dlØ ploskih voln iz p. 7, privodØweæ k vyraßeniØm iz (20.45) dlØ A_1 i B_1. A ffto, kak raz, i privodit k integral~nomu

RASPROSTRANENIE SE`SMIQESKIH VOLNOVYH POLE` 33

predstavleni¸ potencialov φ_1 i ψ_1 zadaqi na otraßenie ot svobodnoæ granicy poluprostranstva y > 0 prodol~noæ (p) volny, vozbußdennoæ sosredotoqennym istoqnikom (20.56).

Estestvenno, qto mnoßestvo vaßnyh detaleæ v izloßenii materiala zdes~ opuweno. No faktiqeskaØ rol~ ploskih voln v konstruirovanii poleæ sosredotoqennyh istoqnikov ottenena zdes~ dostatoqno vypuklo. Odnako samyh interesnyh voprosov, svØzannyh s izvleqeniem fiziqeskih sledstviæ iz poleæ, predstavlennyh v forme povtornyh integralov, kosnut~sØ zdes~ ne predstavilos~ vozmoßnym. Takße ne predstavilos~ vozmoßnym pokazat~, kakim obrazom v rezul~tate vzaimodeæstviØ perviqnyh voln istoqnika iz (20.56) so svobodnoæ graniceæ poluprostranstva y ¿ 0 v srede poØvlØetsØ poverhnostnaØ releevskaØ volna, rasprostranØ¸waØsØ v nekotorom ffffektivnom sloe 0 < y < c_0λ vdol~ granicy y = 0 poluprostranstva y > 0 so skorost~¸

v = v_r < v_s.

§21. Zadaqi na otraßenie-prelomlenie ploskih voln na granice razdela dvuh izotropnyh uprugih poluprostranstv. (Rexenie v forme potencialov metoda Lemba i rexenie v sostavlØ¸wih polØ smeweniæ, kak v sluqae anizotropnyh sred)

Zadaqi na vzaimodeæstvie voln s granicami razdela uprugih sred zanima¸t vidnoe mesto sredi problem teorii uprugosti i ee priloßeniæ. Pri fftom naibolee interesnymi i vaßnymi okazyva¸tsØ, koneqno, sluqai voln, vozbußdaemyh sosredotoqennymi (nestacionarnymi) vozdeæstviØmi. Odnako, esli uqest~, qto v osnove l¸byh metodov rexeniØ zadaq dlØ sluqaev takih vozdeæstviæ leßit (kak i v metode Lemba) superpoziciØ nekotoryh kompleksnyh ploskih voln, to priobreta¸t izvestnu¸ fiziqesku¸ znaqimost~ i zadaqi na otraßenie-prelomlenie ploskih voln na granicah razdela uprugih izotropnyh i odnorodnyh poluprostranstv pri razliqnyh tipah kontakta meßdu nimi. RassmotreniØ razliqnyh tipov kontakta ne otliqa¸tsØ drug ot druga v ideænom otnoxenii. Pofftomu zdes~ dostatoqno ograniqit~sØ sluqaem obyqnogo (ßestkogo) kontakta, a ostal~noe predostavit~ qitatelØm v kaqestve upraßneniØ.

Qto ße kasaetsØ samoæ zadaqi na otraßenie-prelomlenie voln, to oznakomlenie s ee rexeniem v glave, posvØwennoæ ffle-

34 G. I. PETRAXEN^

mentam teorii ploskih voln, celesoobrazno davat~ v takoæ forme, kotoraØ naibolee blizka kakim-libo znaqimym prikladnym problemam.

V kaqestve takovyh – estestvenno vybrat~, vo-pervyh, zadaqu na otraßenie-prelomlenie ploskih voln, predstavlennyh potencialami φ_ν i ψ_ν v forme metoda Lemba, ØvlØ¸wimisØ podintegral~nymi funkciØmi v predstavleniØh povtornymi integralami (tipa Fur~e iz p. 6 §20) potencialov poleæ smeweniæ, vozbußdaemyh v poluprostranstvah sosredotoqennymi vozdeæstviØmi. I, vo-vtoryh, – s analogiqnoæ ße zadaqeæ dlØ ploskih voln, no rexaemoæ v sostavlØ¸wih polØ smeweniæ tak ße, kak v sostavlØ¸wih polØ smeweniæ rexaetsØ zadaqa na otraßenieprelomlenie ploskih voln na granice razdela dvuh odnorodnyh anizotropnyh uprugih poluprostranstv. Rexenie posledneæ netrivial~no (hotØ by v vyqislitel~nom otnoxenii). Pofftomu budet polezno i pouqitel~no sopostavit~ (v §25) ee rexenie s rexeniem odnotipnoæ zadaqi v sluqae izotropnyh kontaktiru- ¸wih uprugih poluprostranstv, rassmatrivaemoæ v nastoØwem paragrafe takße i v sostavlØ¸wih polØ smeweniæ.

1. Pri postanovke zadaq na otraßenie-prelomlenie ploskih voln na granice razdela y = 0 uprugih poluprostranstv y > 0, (ν = 1) i y < 0, (ν = 2) budem snaqala orientirovat~sØ (kak i v p. 6 i 7 §20) na zadaqu o vzaimodeæstvii s graniceæ razdela uprugih voln, vozbußdaemyh (ploskim) sosredotoqennym istoqnikom O_0, raspoloßennym, naprimer, v toqke (x = 0, y = −h;

h > 0) poluprostranstva ν = 2 (ris. 5). Poluprostranstva bu-

dem harakterizovat~ absol¸tnymi –

μ_ν , v_{pν} , v_{sν} , (ν = 1, 2), (21.1)

i otnositel~nymi parametrami

γ_ν = v_{s1} v_{pν} , δ_ν = v_{s1} v_{sν} , σ = μ_1 μ_2

, (21.2)

priqem budem uqityvat~, qto potencialy φ_ν i ψ_ν poleæ voln, vozbußdaemyh sosredotoqennymi istoqnikami, predstavlØ¸tsØ integralami vida (20.32) i (20.33). V podintegral~nye funkcii integralov (20.33), otveqa¸wih p_0 i s_0 volnam, “pada¸wim” iz

RASPROSTRANENIE SE`SMIQESKIH VOLNOVYH POLE` 35

sredy ν = 2 na granicu razdela, vhodØt vyraßeniØ ~φ_0 = a_0(ζ, κ)e^{iωt−κ[ixζ+(y+h)α2(ζ)]}, ~ψ_0 = b_0(ζ, κ)e^{iωt−κ[ixζ+(y+h)β}2^{(ζ)]}, (21.3) v kotoryh zdes~ (i dalee) dobavlen vremennoæ mnoßitel~ exp iωt, zaimstvovannyæ u vnexnego integrala iz (20.32). Podobnye ße vyraßeniØ v podintegral~nyh funkciØh soderßatsØ i v predstavleniØh (20.33) dlØ otraßennyh (ν = 2) i prelomlennyh (ν = 1) voln. V sluqae pada¸weæ p_0-volny ~φ_0 iz (21.3) oni opredelØ¸tsØ vyraßeniØmi ~φ_2 = a_2e^{iωt−κ[ixζ−(y−h)α2]}, ~ψ_2 = b_2e^{iωt−κ[ixζ−yβ}2^{+hα}2^], (21.4) ~φ_1 = a_1e^{iωt−κ[ixζ+yα1+hα2]}, ~ψ_1 = b_1e^{iωt−κ[ixζ+yβ}1^{+hα}2^], (21.5)

a v sluqae pada¸weæ s_0-volny ~ψ_0 iz (21.3) – podobnymi ße vyraßeniØmi, v kotoryh nezavisØwiæ ot x i y mnoßitel~ exp[−κhα_2(ζ)] zamenen na mnoßitel~ exp[−κhβ_2(ζ)]. Pri fftom zdes~ i dalee ispol~zovany oboznaqeniØ

α_ν ≡ α_ν(ζ) = √ ζ^2 − γ^2_ν , β_ν ≡ β_ν (ζ) = √ ζ^2 − δ^2_ν ,

g_ν ≡ g_ν(ζ) = 2ζ^2 − δ^2_ν , κ = ω v_{s1} , σ = μ_1 μ_2

(21.6)

pri otnositel~nyh parametrah γ_ν i δ_ν iz (21.2).

Vsledstvie vhoßdeniØ pod znaki povtornyh integralov (20.32) i (20.33) vyraßeniæ (21.4) i (21.5) Øsno, qto vopros ob udovletvorenii potencialami (20.32), (20.33) kak volnovym uravneniØm (dlØ sootvetstvennyh potencialov), tak i – uslovi- Øm kontakta na granice razdela y = 0 poluprostranstv svoditsØ k vyØsneni¸ takih ße voprosov po otnoxeni¸ k potencialam φ i ψ iz (21.3)–(21.5). Neposredstvennoæ podstanovkoæ vyraßeniæ iz (21.3)–(21.5) v sootvetstvu¸wie volnovye uravneniØ legko proverØetsØ, qto uravneniØ dvißeniØ uprugih sred udovletvoreny. Putem ße podstanovki v vyraßeniØ ~φ_ν i ~ψ_ν sootvetstvennyh znaqeniæ

ζ = γ_ν sin θ_{pν} i ζ = δ_ν sin θ_{sν} (21.7)

36 G. I. PETRAXEN^

netrudno ubedit~sØ i v tom, qto ffti vyraßeniØ opredelØ¸t ploskie monohromatiqeskie volny, dopuska¸wie predstavleniØ qerez ugly padeniØ “θ” v obweprinØtoæ (kanoniqeskoæ) forme. Pri fftom takie volny pravil~no uqityva¸t i “princip izluqeniØ”, opredelØ¸wiæ napravlenie rasprostraneniØ (fazovyh) voln, uqastvu¸wih v processe.

Zdes~ ostaetsØ lix~ otmetit~, qto udovletvorenie potencialami φ_ν , ψ_ν iz (20.32) i (20.33) graniqnym usloviØm pri y = 0 ßestkosti kontakta poluprostranstv ν = 1 i ν = 2

⃗u[φ_0 + φ_2, ψ_0 + ψ_2] = ⃗u[φ_1, ψ_1],

⃗t_y[φ_0 + φ_2, ψ_0 + ψ_2] = ⃗t_y[φ_2, ψ_1], (21.8)

takße svoditsØ k podobnoæ ße zadaqe dlØ potencialov ploskih voln iz (21.3)–(21.5). Pri fftom vyraßeniØ sostavlØ¸wih vektora naprØßeniØ ⃗t_y qerez potencialy privedeny v (20.43), a podobnye ße vyraßeniØ dlØ vektora smeweniæ ime¸t vid

u_x = ∂φ ∂x + ∂ψ ∂y , u_y = ∂φ ∂y − ∂ψ ∂x . (21.9)

Takim obrazom vyØsnØetsØ, qto zadaqa na otraßenie-prelom-lenie ploskih voln ot granicy y = 0 razdela uprugih poluprostranstv deæstvitel~no vhodit suwestvennym fflementom v rexenie podobnoæ ße zadaqi v sluqae sosredotoqennogo istoqnika vozbußdeniØ pada¸wih voln.

2. ObrawaØs~ (dalee) k rassmotreni¸ lix~ sluqaØ ploskih voln s potencialami iz (21.3)–(21.5) predpoloßim (snaqala), qto na granicu razdela y = 0 iz sredy ν = 2 padaet p-volna, harakterizuemaØ potencialom ~φ_0 iz (21.3), gde pod ζ moßno ponimat~ znaqenie

ζ = γ_2 sin θ^0_p. (21.10)

Potencialy otraßennyh i prelomlennyh voln predstavlØ¸tsØ vyraßeniØmi (21.4) i (21.5), udovletvorØ¸wimi uravneniØm dvißeniØ i usloviØm izluqeniØ, v kotoryh neizvestnymi ØvlØ- ¸tsØ amplitudnye mnoßiteli a_ν i b_ν. Pri fftom v kaßdom iz potencialov ~φ_ν i ~ψ_ν moßno primenØt~ vyraßeniØ peremennoæ ζ

ζ = γ_ν sin θ_{pν} i ζ = δ_ν sin θ_{sν} (21.11)

qerez ugly padeniØ sootvetstvu¸wih voln.

RASPROSTRANENIE SE`SMIQESKIH VOLNOVYH POLE` 37

Podstanovka potencialov iz (21.3), (21.4) i (21.5) v graniqnye usloviØ (21.8) (vypisannye v proekciØh na koordinatnye osi pri pomowi vyraßeniæ (21.9) i (20.43)) privodit k ravenstvam, kotorye dolßny udovletvorØt~sØ toßdestvenno otnositel~no peremennyh t i x. Poslednee ße imeet mesto tol~ko v tom sluqae, esli veliqiny ω i ζ v vyraßeniØh vseh potencialov iz (21.3)–(21.6) ime¸t odinakovye znaqeniØ. Uqet fftogo obstoØtel~stva, ravno kak i vyraßeniæ (21.10)–(21.11), privodit, kak izvestno, k sootnoxeniØm Snelliusa

ζ = γ_2 sin θ^0_p = γ_ν sin θ_{pν} = δ_ν sin θ_{sν} (21.12)

dlØ ploskih voln, uqastvu¸wih v processe otraßeniØ-prelom-leniØ.

Po sokrawenii v sootnoxeniØh, uqityva¸wih graniqnye usloviØ, obwego mnoßitelØ exp{iωt − κ[ixζ + hα_2(ζ)]}, dlØ amplitudnyh kofffficientov a_ν i b_ν iz (21.4) i (21.5) poluqaetsØ neodnorodnaØ sistema lineænyh uravneniæ

− ζa_1 − β_1b_1 + iζa_2 − β_2b_2 = −iζa_0,

α_1a_1 − iζb_1 + α_2a_2 + iζb_2 = α_2a_0,

2σiζα_1a_1 + σg_1b_1 + 2iζα_2a_2 − g_2b_2 = 2iζα_2a_0,

σg_1a_1 − 2σiζβ_1b_1 − g_2a_2 − 2iζβ_2b_2 = g_2a_0,

(21.13)

v kotoroæ ispol~zovany oboznaqeniØ iz (21.6).

PodobnaØ ße sistema (uravneniæ) poluqaetsØ i v sluqae padeniØ na granicu razdela y = 0 (iz poluprostranstva ν = 2) popereqnoæ s-volny, predstavlennoæ potencialom ~ψ_0 iz (21.3). Ona sovpadaet s sistemoæ uravneniæ iz (21.13), esli v ee pravoæ qasti matricu-stolbec

(−iζ, α_2, 2iζα_2, g_2)^+a_0, (21.13^′)

zapisannu¸ v forme transponirovannoæ matricy-stroki, zamenit~ na matricu-stolbec vida

(−β_2, −iζ, g_2, 2iζβ_2)^+b_0. (21.14)

Determinant sistemy uravneniæ (21.13) Δ(ζ) ≡ | | | | | | | −iζ, −β_1, iζ, −β_2 α_1, −iζ, α_2, iζ 2σiζα_1, σg_1, 2iζα_2, −g_2 σg_1, 2σiζβ_1, −g_2, −2iζβ_2

| | | | | | | ≠ 0 (21.15)

38 G. I. PETRAXEN^

otliqen ot nulØ pri znaqeniØh ζ iz promeßutka

0 < ζ < sup(δ_ν ), (21.16)

vsledstvie qego sistema uravneniæ (21.13) odnoznaqno razrexima pri l¸boæ pada¸weæ ploskoæ p- ili s-volne. Putem rexeniØ takoæ sistemy opredelØ¸tsØ vosem~ kofffficientov κ_{pp1} , κ_{ps1} , κ_{pp2} , κ_{ps2} , κ_{sp1} , κ_{ss1} , κ_{sp2} , κ_{ss2} , (21.17)

otraßeniØ-prelomleniØ voln po “potencialam”. Pri fftom analitiqeskie ih vyraßeniØ okazyva¸tsØ nastol~ko gromozdkimi, qto prØmoe ispol~zovanie ih predstavlØetsØ neracional~nym. Prowe okazyvaetsØ opredelØt~ znaqeniØ takih kofffficientov putem neposredstvennogo rexeniØ sistemy uravneniæ (21.13)– (21.14) qislennymi metodami na personal~nom komp~¸tere.

3. Pri obsußdenii fiziqeskih sledstviæ iz rexeniØ zadaq sleduet ishodit~ iz zakona Snelliusa (21.12) i uqityvat~, qto esli pri znaqenii ζ (opredelØemym po uglu padeniØ “perviqnoæ volny”) okazyvaetsØ: α_ν(ζ) = |α_ν| (ili β_ν (ζ) = |β_ν|), to sootvetstvu¸wiæ potencial ~φ_ν (ili potencial ~ψ_ν ) otveqaet uße neodnorodnoæ (ploskoæ) volne. V principe, zdes~ delo obstoit takße, kak i v konce p. 8 §20, no sluqai poØvleniØ neodnorodnyh voln (zdes~) okazyva¸tsØ znaqitel~no bolee mnogoobraznymi.

Pust~, naprimer, otnositel~nye parametry γ_ν i δ_ν iz (21.2) udovletvorØ¸t sootnoxeniØm

γ_2 < γ_1 < δ_2 < δ_1. (21.18)

V sluqae pada¸weæ p-volny (pod l¸bym uglom padeniØ θ^0_p < π/2) peremennaØ ζ iz (21.12) udovletvorØet neravenstvu ζ < γ_2, vsledstvie qego vse radikaly α_ν(ζ) i β_ν (ζ) qisto mnimy. Pofftomu vse otraßennye i prelomlennye volny okazyva¸tsØ (obyqnymi) odnorodnymi ploskimi volnami.

V sluqae ße pada¸weæ s-volny pri malyh uglah padeniØ, poka ewe ζ < γ_2 delo obstoit tak ße. Esli ße vypolnØ¸tsØ neravenstva

γ_2 < ζ ≡ δ_2 sin θ^0_s < γ_1, (21.19)

RASPROSTRANENIE SE`SMIQESKIH VOLNOVYH POLE` 39

to volny s_2s_2, s_2p_1 i s_2s_1 realizu¸tsØ v vide odnorodnyh ploskih voln, a otraßennaØ volna s_2p_2 okazyvaetsØ uße neodnorodnoæ, – opredelØemoæ potencialom ~φ_2 = α_2(ζ, κ)e^{κ(y−h)} √_{ζ2−γ2} e^{iω} ( t−^{xζ}_{vs} 2 ) , (y < 0). Pri dal~neæxem uveliqenii ugla padeniØ θ^0_s , pada¸weæ s-volny, kogda okazyvaetsØ γ_1 < ζ = sin θ^0_s < δ_2, k neodnorodnoæ otraßennoæ s_2p_2 volne s potencialom ~φ_2 dobavlØetsØ ewe i neodnorodnaØ prelomlennaØ s_2p_1 volna, harakterizuemaØ potencialom ~φ_1 = a_1(ζ, κ)e^{−κ[y} √_{ζ2−γ21 +h}√_{ζ2−γ2 ]} e^{iω} [ t−^{xζ}_{vs} 2 ] , (y > 0), takße ubyva¸waØ ffksponencial~no pri udalenii toqki polØ (x, y) ot granicy razdela y = 0 uprugih poluprostranstv v oblasti y < 0.

Podobnym ße obrazom obstoit delo i v sluqae drugih porØdkovyh sootnoxeniæ meßdu otnositel~nymi parametrami kontaktiru¸wih poluprostranstv. Ne zaderßivaØs~ na fftom voprose, lix~ zametim, qto obrawenie odnoæ (ili neskol~kih) iz otraßenno-prelomlennyh voln v neodnorodnye – zdes~ ne obØzatel~no soprovoßdaetsØ Øvleniem polnogo vnutrennego otraßeniØ pada¸weæ volny.

V zaverxenie ße pervoæ qasti paragrafa, svØzyvaemoæ nami s processom otraßeniØ-prelomleniØ na granice razdela y = 0 voln, vozbußdaemyh sosredotoqennym istoqnikom i predstavlennyh potencialami v forme povtornyh integralov (20.32), (20.33) otmetim, qto v zavisimosti ot tipa porØdkovyh sootnoxeniæ (21.18) upomØnutye integraly opisyva¸t to ili inoe mnoßestvo voln, vozbudivxihsØ v srede. S¸da otnosØtsØ, preßde vsego, otraßenno-prelomlennye (neploskie) ob¨emnye volny, volny golovnye, a takße – razliqnye volny ffkranirovannogo tipa. Pri fftom poslednie volny po svoeæ prirode okazyva- ¸tsØ rodstvennymi (lokal~no) ploskim neodnorodnym volnam. 4. V zakl¸qitel~nyh razdelah paragrafa polezno obratit~sØ k kratkomu rassmotreni¸ zadaqi na otraßenie-prelomlenie ploskih voln na granice razdela y = 0 poluprostranstv y > 0, (ν = 1) i y < 0, (ν = 2), izlagaemoæ v forme, vozmoßno bolee blizkoæ k (primenØemomu dalee) sposobu rexeniØ takoæ ße zadaqi v sluqae anizotropnyh odnorodnyh uprugih poluprostranstv.

40 G. I. PETRAXEN^

Pri fftom bez ograniqeniØ obwnosti moßno polagat~, qto rassmatriva¸tsØ monohromatiqeskie ploskie volny, perehod ot kotoryh k ploskim volnam obwego vida proizvoditsØ pri pomowi integralov Fur~e.

Rexenie ukazannoæ zadaqi (tam i zdes~) vedetsØ v sostavlØ- ¸wih vektora ⃗u(x_1, x_2, t) uprugih smeweniæ (a ne v potencialah), priqem dlØ dekartovyh koordinat primenØ¸tsØ oboznaqeniØ x ≡ x_1, y ≡ x_2, z ≡ x_3. Pri fftom pervym (tam i zdes~) stavitsØ vopros ob obwem predstavlenii poleæ smeweniæ ploskih voln, rasprostranØ¸wihsØ, naprimer, v ploskosti padeniØ

X_1OX_2 (t.e. x_3 = 0) i, sledovatel~no, ne zavisØwih ot koordi-

naty x_3.

Fronty takih voln opredelØ¸tsØ zadaniem ortov ih normaleæ

⃗n^{(ν)}_r = n^{(ν)}_{r1} ⃗i_1 + n^{(ν)}_{r2} ⃗i_2 k frontam, ili – napravleniØmi vektorov

refrakcii ⃗k^{(ν)}_r = ⃗n^{(ν)r} v^{(ν)}_r , (ν = 1, 2), (21.20)

gde v sluqae izotropii r = (p ili s).

Primenitel~no k izotropnym sredam podobnyæ vopros faktiqeski uße rassmotren v p. 2 §20, gde pokazano, qto v (izotropnoæ) uprugoæ srede suwestvu¸t dva tipa ploskih voln: prodol~nye i popereqnye – predstavlØemye polØmi smeweniæ vida

⃗u^{(ν)}_p = a_ν ⃗A^{(ν)}_p exp iω[t − ⃗κ^{(ν)}_p ⃗x], (ν = 1, 2)

⃗u^{(ν)}_s = b_ν ⃗A^{(ν)}_s exp iω[t − ⃗κ^{(ν)}_s ⃗x].

(21.21)

v kotoryh okazyvaetsØ

⃗κ^{(ν)}_r = ⃗κ^{(ν)}_{r1} ⃗i_1 + κ^{(ν)}_{r2} ⃗i_2, (r = p, s),

⃗A^{(ν)}_p = ⃗K^{(ν)}_p = κ^{(ν)}_{p1} ⃗i_1 + K^{(ν)}_{p2} ⃗i_2, (ν = 1, 2),

⃗A^{(ν)}_s = [⃗κ^{(ν)}_s ×⃗i_3] = κ^{(ν)}_{s2} ⃗i_1 − κ^{(ν)}_{s1} ⃗i_2.

(21.22)

5. Pust~ v ploskosti padeniØ x1Ox2, (x3 = 0) na granicu razdela x_2 = 0 poluprostranstv x_2 > 0, (ν = 1) i x_2 < 0, (ν = 2) iz sredy ν = 2 padaet perviqnaØ p ili s volna (ris. 4). Rasprostranenie fftoæ volny opredelØetsØ vektorom refrakcii ⃗κ^{(0)}r , ravno kak vektorami refrakcii ⃗κ^{(2)}r i ⃗κ^{(1)}r opredelØetsØ rasprostranenie otraßennyh i prelomlennyh ploskih voln. S uqetom

RASPROSTRANENIE SE`SMIQESKIH VOLNOVYH POLE` 41

usloviæ izluqeniØ zdes~ polagaetsØ

⃗κ^{(0)}_r = sin θ^0_r v^{(2)}_r

⃗i_1 + cos θ^{0r} v^{(2)}_r vi_2, (r = p, s) (21.23)

⃗κ^{(2)}_r = sin θ^{(2)}r

v^{(2)}_r

⃗i_1 − cos θ^{(2)r} v^{(2)}_r vi_2, ⃗κ^{(1)}_r = sin θ^{(1)}r

v^{(1)}r

⃗i_1 + cos θ^{(1)r} v^{(1)}r vi_2, (21.24)

priqem pri vewestvennyh uglah padeniØ vsegda sqitaetsØ, qto sin θ > 0 i cos θ > 0.

Pole smeweniæ pada¸weæ volny zadaetsØ v vide

⃗u^{(0)}_r = ( a_0δ_{rp} b_0δ_{rs} ) ⃗A^{(0)}_r exp iω(t − ⃗κ^{(0)}_r ⃗x), (r = p, s) (21.25)

⃗A^{(0)}_p = ⃗κ^{(0)}_p ≡ κ^{(0)}_{p1} ⃗i_1 + κ^{(0)}_{p2} ⃗i_2,

⃗A^{(0)}_s = [⃗κ^{(0)}_s ×⃗i_3] = κ^{(0)}_{s2} ⃗i_1 + κ^{(0)}_{s1} ⃗i_2, (21.26)

gde δ_{rp} i δ_{rs} – simvoly Kronekera, a vektory refrakcii ⃗κ^{(0)}p i

⃗κ^{(0)}_s ime¸t znaqenie iz (21.23).

Qto ße kasaetsØ otraßennyh (ν = 2) i prelomlennyh (ν = 1) voln, to ih moßno predstavlØt~ vyraßeniØmi (21.21), (21.22) pri uslovii, qto ih vektory refrakcii ⃗κ^{(2)}r i ⃗κ^{(1)}r opredelØ¸tsØ vyraßeniØmi iz (21.22) i (21.24). Pri fftom dlØ veliqin ⃗κ^{(ν)}r ⃗x iz (21.21) nußno upotreblØt~ vyraßeniØ

(⃗κ^{(2)}_r ⃗x) = sin θ^{(2)}r x_1 − cos θ^{(2)}r x_2 v^{(2)}_r , (⃗κ^{(1)}_r ⃗x) = sin θ^{(1)}r x_1 − cos θ^{(2)}r x_2 v^{(1)}_r . (21.27)

Teper~ moßno bylo by perehodit~ k uqetu usloviØ ßestkosti kontakta

⃗u^{(0)} + ⃗u^{(2)}_p + ⃗u^{(2)}_s = ⃗u^{(1)}_p + ⃗u^{(1)}_s ,

t_2[⃗u^{(0)} + ⃗u^{(2)}_p + ⃗u^{(2)}_s ] = t_1[⃗u^{(1)}_p + ⃗u^{(1)}_s ],

(21.28)

na granice x_2 = 0 poluprostranstv ν = 1 i ν = 2, iz kotoryh dolßny opredelØt~sØ amplitudnye mnoßiteli a_ν i b_ν iz

42 G. I. PETRAXEN^

predstavleniæ (21.21) otraßennyh i prelomlennyh voln. Odnako predvaritel~no umestno ostanovit~sØ na svØzi primenØemoæ zdes~ formy zapisi zavisimosti ploskoæ volny ot prostranstvennyh peremennyh x_1 i x_2 i toæ ee zapis~¸, kotoraØ primenØlas~ v razdelah p. 1–3 nastoØwego paragrafa. Po otnoxeni¸, naprimer, k prodol~nym volnam ffta svØz~ vytekaet iz neobhodimoæ toßdestvennosti otnositel~no peremennyh x = x_1 i y = x_2 vyraßeniæ iω(⃗κ^{(ν)}_p · ⃗x) = iω sin θ^{(ν)}p · x_1 − (−)^ν cos θ^{(ν)}p · x_2 v_{pν} ≡ ≡ ω v_{s1} [iζx_1 − (−)^ν x_2α_ν(ζ)], (ν = 1, 2)

fazovyh funkciæ iz predstavleniæ (21.21) dlØ sostavlØ¸wih vektora smeweniæ v novom (primenØemom zdes~) predstavlenii, a takße iz formul (21.4) i (21.5) dlØ potencialov polØ smeweniæ v starom predstavlenii iz p. 1. Pri fftom zdes~ ispol~zovany oboznaqeniØ iz (21.6) i (21.2).

�ta svØz~ svoditsØ k sootnoxeniØm

ζ = γ_ν sin θ_{pν} , α(ζ) = iγ_ν cos θ_{pν} (21.29)

v sluqae prodol~nyh voln, i k sootnoxeniØm

ζ = δ_ν sin θ_{sν} , β_ν (ζ) = iδ_ν cos θ_{sν} (21.30)

v sluqae voln popereqnyh. Pri fftom, qtoby izbeßat~ kompleksnyh znaqeniæ cos θ_{rν} , takimi sootnoxeniØmi sleduet pol~zovat~- sØ pri dostatoqno malyh znaqeniØh ugla padeniØ θ^{(0)}r perviqnoæ volny.

Posle takogo otstupleniØ sleduet vozratit~sØ k uqetu usloviæ ßestkogo kontakta (21.28) na granice razdela x_2 = 0 sred v zadaqe na otraßenie-prelomlenie ploskih voln. 6. V graniqnye usloviØ (21.28) vhodØt vektory smeweniæ ⃗u =

u_1⃗i_1 + u_2⃗i_2 ploskih voln treh tipov i otveqa¸wie im vektory ⃗t_2(⃗u) = μ_ν ( ∂u_1 ∂x_2 + ∂u_2 ∂x_1 ) ⃗i_1 + [ λ_ν ∂u_1 ∂x_1 + (λ_ν + 2μ_ν) ∂u_2 ∂x_2 ] ⃗i_2 (21.31)

naprØßeniæ na plowadkah s normal~¸ ⃗n = ⃗i_2. Pri fftom vektory smeweniæ vseh ploskih voln (⃗u^{(0)}, ⃗u^{(2)} i ⃗u^{(1)}) iz (21.25), (21.26)

RASPROSTRANENIE SE`SMIQESKIH VOLNOVYH POLE` 43

i (21.21), (21.24), uqastvu¸wie v processe, ime¸t odinakovu¸ strukturu ⃗u = ⃗A exp iω(t − ⃗κ · ⃗x) (21.32) i otliqa¸tsØ drug ot druga lix~ indeksami pri vektorah ⃗A i ⃗κ, otveqa¸wih pada¸weæ (O), otraßennym (ν = 2) i prelomlennym (ν = 1) volnam.

Takße i rezul~taty podstanovki takih vektorov smeweniæ ⃗u v vyraßeniØ ⃗t_2(⃗u) iz (21.31) privodØt k predstavleniØm odinakovoæ struktury vida ⃗t_2(⃗u) = −iω exp iω(t − ⃗κ · ⃗x) { μ_ν (A_1κ_2 + A_2κ_1)⃗i_1+

+ [λ_ν A_1κ_1 + (λ_ν + 2μ_ν )A_2κ_2]⃗i_2, (21.33)

otliqa¸wihsØ lix~ indeksami pri sostavlØ¸wih vektorov ⃗A i ⃗κ. Qto ße kasaetsØ podstanovki vektorov smeweniæ ⃗u^0, ⃗u^{(2)} i

⃗u^{(1)} v usloviØ (21.28) pri x_2 = 0 (kotorye dolßny vypolnØt~-

sØ toßdestvenno otnositel~no peremennoæ x_1), to ffto privodit k ravenstvam, kaßdoe slagaemoe kotoryh soderßit mnoßitelem tu ili inu¸ ffksponentu exp iω(t − κ_1x_1), s sootvetstvu¸wim indeksom pri komponente κ_1 vektora refrakcii. Iz toßdestvennosti otnositel~no x_1 takih sootnoxeniæ sleduet toßdestvennoe ravenstvo drug drugu samih ffksponent, qto privodit k ravenstvam (drug drugu) pervyh sostavlØ¸wih κ_1 vseh vektorov refrakcii iz (21.33) i (21.24), uqastvu¸wih v processe otraßeniØprelomleniØ. A ffto daet sootnoxeniØ Snelliusa

κ_1 = sin θ^{(0)}ρ

v^{(2)}_ρ = sin θ^{(2)}r

v^{(2)}_r = sin θ^{(1)}q

v^{(1)}_q

, (21.34)

v kotoryh indeksy ρ, r i q prinima¸t znaqeniØ p ili s nezavisimo drug ot druga, v sootvetstvii s tipom rassmatrivaemyh voln.

Poluqaemye iz (21.28) sootnoxeniØ (posle podstanovki v (21.28) vektorov smeweniæ ⃗u^{(0)}, ⃗u^{(2)} i ⃗u^{(1)} i perehoda ot vektornyh ravenstv k ravenstvam v komponentah) sleduet sokratit~ na vhodØwie v ih slagaemye obwie mnoßiteli, soderßawie exp iω(t − κ_1x_1).

V rezul~tate takih operaciæ dlØ amplitudnyh mnoßiteleæ

a_ν i b_ν iz (21.21) otraßennyh i prelomlennyh voln poluqaetsØ

44 G. I. PETRAXEN^

sledu¸waØ sistema algebraiqeskih uravneniæ

κ^{(1)}_{p1} a_1 + κ^{(1)}_{s2} b_1 − κ^{(2)}_{p1} a_2 − κ^{(2)}_{s2} b_2 = u^0_1,

κ^{(1)}_{p2} a_1 − κ^{(1)}_{s1} b_1 − κ^{(2)}_{p2} a_2 + κ^{(2)}_{s1} b_2 = u^0_2,

t^{(1)}_{p1} a_1 + t^{(1)}_{s1} b_1 − t^{(2)}_{p1} a_2 − t^{(2)}_{s1} b_2 = t^0_1,

t^{(1)}_{p2} a_1 + t^{(1)}_{s2} b_1 − t^{(2)}_{p2} a_2 − t^{(2)}_{s2} b_2 = t^0_2.

(21.35)

Zdes~ κ^{(ν)}p_q i κ^{(ν)}s_q (q = 1, 2) – sostavlØ¸wie vektorov refrakcii iz (21.24), a t^{(ν)}p_q i t^{(ν)}s_q – prinima¸t znaqeniØ

t^{(ν)}_{p1} = 2μ_νκ^{(ν)}_{p1} κ^{(ν)}_{p2} , t^{(ν)}_{s2} = −2μ_νκ^{(ν)}_{s1} κ^{(ν)}_{s2} ,

t^{(ν)}_{p2} = λ_ν (κ^{(ν)}_{p1} )^2 + (λ_ν + 2μ_ν )(κ^{(ν)}_{p2} )^2,

t^{(ν)}_{s1} = μ_ν [ (κ^{(ν)}_{s2} )^2 − (κ^{(ν)}_{s1} )^2 ] (21.36)

sostavlØ¸wih vektora naprØßeniæ iz (21.33).

Qto ße kasaetsØ pravoæ qasti sistemy (21.35), to v nee sleduet podstavlØt~ znaqeniØ

u^{(0)}_1 = a_0κ^{(0)}_{p1} , u^{(0)}_2 = a_0κ^{(0)}_{p2} , t^{(0)}_1 = a_02μ_2κ^{(0)}_{p1} κ^{(0)}_{p2} ,

t^{(0)}_2 = a_0[λ_2(κ^{(0)}_{p1} )^2 + (λ + 2μ_2)(κ^{(0)}_{p2} )^2],

(21.37)

esli granicu x_2 = 0 razdela sred padaet p-volna iz (21.25), (21.26). Esli ße na granicu x_2 = 0 padaet s-volna iz (21.25), (21.26), to v pravu¸ qast~ sistemy (21.35) sleduet podstavlØt~ vyraßeniØ

u^{(0)}_1 = b_0κ^{(0)}_{s2} , u^{(0)}_2 = −b_0κ^{(0)}_{s1} , t^{(0)}_2 = −2b_02μ_2κ^{(0)}_{s1} κ^{(0)}_{s2} ,

t^{(0)}_1 = b_0μ_2[(κ^{(0)}_{s2} )^2 − (κ^{(0)}_{s1} )^2].

(21.38)

V svØzi s izloßennym umestno ewe otmetit~, qto sistema uravneniæ (21.35) faktiqeski okazyvaetsØ ffkvivalentnoæ sisteme uravneniæ (21.13). V fftom netrudno ubedit~sØ, esli vospol~- zovat~sØ sootnoxeniØmi (21.20) i (21.30), svØzyva¸wimi ugly padeniØ θ^{(ν)}r iz (21.23) i (21.24) ploskih voln s veleqinami ζ,

α_ν(ζ) i β_ν (ζ) iz predstavleniæ (21.4) i (21.5) potencialov plos-

kih voln v naxem ishodnom predstavlenii. Vsledstvie fftogo na obsußdenii fiziqeskih sledstviæ iz rexeniØ sistemy uravneniæ (21.35)–(21.38) net neobhodimosti zdes~ zaderßivat~sØ.

RASPROSTRANENIE SE`SMIQESKIH VOLNOVYH POLE` 45

7. V zakl¸qenie paragrafa sleduet otmetit~, vo-pervyh, qto sistemu uravneniæ (21.35) dlØ kofffficientov otraßeniØ-pre-lomleniØ, rexa¸wih zadaqi na otraßenie-prelomlenie (ploskih) voln na ploskoæ granice razdela x_2 = 0 dvuh izotropnyh uprugih sred, fiziqeski interesno bylo by sravnit~ s podobnoæ ße sistemoæ uravneniæ, rexa¸wih zadaqu na otraßenieprelomlenie voln v sluqaØh anizotropii kontaktiru¸wih sred. Vo-vtoryh, qto zdes~, kak i v l¸bom konkretnom sluqae zadaqi na otraßenie-prelomlenie ploskih voln moßno bylo by predloßit~ fiziqeski-real~nu¸ model~ processa (vozbußdaemogo sosredotoqennym singulØrnym istoqnikom), v kotorom rezul~taty rexeniØ zadaq dlØ ploskih voln sootvetstvovali by lokal~nomu izuqeni¸ volnovyh poleæ v “malyh okrestnostØh” nekotoryh harakternyh frontov poleæ voln v modeli. Vnimatel~noe rassmotrenie takih modeleæ vsegda oblegqaet proniknovenie v istinnu¸ suwnost~ issleduemyh Øvleniæ i sposobstvuet pravil~nomu vospriØti¸ rezul~tatov teorii ploskih voln. Podobnu¸ model~ dlØ rasprostraneniØ frontov voln, voznika¸wih pri otraßenii-prelomlenii voln na ploskoæ granice razdela dvuh sred, postroit~ sovsem ne trudno.

§22. O poverhnostnyh volnah ReleØ i Stounli v ploskih zadaqah teorii uprugosti

V uprugih sredah suwestvuet klass volnovyh poleæ, rasprostranØ¸wihsØ vdol~ granicy razdela sred i takih, qto ih ffnergiØ, sosredotoqennaØ v nekotoryh okrestnostØh granicy razdela, bystro ubyvaet po mere udaleniØ ot granic vglub~ sredy. Prosteæxie tipy takih poleæ realizu¸tsØ v ploskih zadaqah dlØ sloisto-odnorodnyh uprugih sred s ploskimi granicami razdela, kotorye rassmatriva¸tsØ zdes~ v sluqae poluprostranstv y ¿ 0, a takße – v sluqae dvuh razliqnyh poluprostranstv, nahodØwihsØ v ßestkom kontakte drug s drugom vdol~ granicy

y = 0. (22.1)

Stacionarnye poverhnostnye volny v takih sredah primyka- ¸t po apparatu ih rassmotreniØ k ploskim volnam iz §20 i 21, priqem oni obnarußiva¸t i nekotoroe shodstvo s neodnorodnymi ploskimi volnami, nabl¸daemymi v oblastØh zapredel~nyh

46 G. I. PETRAXEN^

uglov padeniØ perviqnoæ s-volny. Pofftomu otnesenie rassmotreniØ takih poverhnostnyh voln k glave, posvØwennoæ ploskim volnam, predstavlØetsØ opravdannym.

1. V p. 7 §20 pri obsußdenii zadaq na otraßenie ot granicy

y = 0 uprugogo poluprostranstva y ¿ 0 ploskih p- ili s-voln,

predstavlennyh potencialami (20.40) ili (20.47), stavilos~ cel~¸ opredelit~ potencialy (20.41) ili (20.48) dopolnitel~nogo polØ, voznika¸wego pri otraßenii, tak, qtoby summarnye polØ v poluprostranstve y ¿ 0 udovletvorØli usloviØm (20.43) na granice y = 0 (poluprostranstva), svobodnoæ ot naprØßeniæ. V rezul~tate dlØ amplitudnyh mnoßiteleæ A_1 i B_1 iskomyh (dopolnitel~nyh) poleæ byli poluqeny lineænye uravneniØ (20.45) ili (20.50), pravye qasti kotoryh soderßali amplitudnye mnoßiteli A_0 ili B_0 pada¸wih voln.

V rassmotrennyh v §20 sluqaØh peremennaØ ζ iz (20.42) (ili (20.48)) prinimala znaqeniØ iz promeßutka 0 < ζ < 1, v kotorom determinanty sistem uravneniæ, sovpada¸wie s levoæ qast~¸ uravneniØ ReleØ

R(ζ) ≡ (2ζ^2 − 1)^2 − 4ζ^2 √ ζ^2 − 1 √ ζ^2 − γ^2 = 0, (22.2)

ne obrawalis~ v nul~.

Pofftomu neodnorodnye uravneniØ (20.45) i (20.50) imeli (edinstvennye) rexeniØ, kotorye kak raz i otveqali zadaqe na otraßenie ploskih p- ili s-voln ot granicy y = 0 uprugogo poluprostranstva y ¿ 0. Pri fftom v sluqae pada¸weæ s-volny v oblasti zapredel~nyh uglov padeniØ otraßennaØ sp-volna proØvlØlas~ v forme neodnorodnoæ ploskoæ volny (20.54). TakaØ volna takße nosila harakter poverhnostnoæ volny, – odnako lix~ volny “inducirovannoæ”, skorost~ rasprostraneniØ kotoroæ i “kofffficient zatuhaniØ s rasstoØniem y” suwestvenno zavisili ot ugla padeniØ perviqnoæ s-volny, ispytyva¸weæ otraßenie ot granicy y = 0.

Odnako, esli by peremennaØ ζ, vhodØwaØ v sistemu uravneniæ (20.45), udovletvorØla uravneni¸ (22.2), to zadaqi na otraßenie p- i s-voln ne imeli by rexeniæ. Zato imeli by (nenulevye) rexeniØ odnorodnye sistemy uravneniæ (20.45) ili (20.50), otveqa¸wie pol¸ smeweniæ v uprugom poluprostranstve y > 0, opisyvaemomu (odnimi) potencialami, naprimer,

φ = φ_1(x, y, t), ψ = ψ_1(x, y, t) (22.3)

RASPROSTRANENIE SE`SMIQESKIH VOLNOVYH POLE` 47

pri znaqeniØh φ_1 i ψ_1 iz (20.41) bez kakoæ-libo pada¸weæ volny. Takim obrazom, okazyvaetsØ, qto vopros o kornØh uravneniØ (22.2) imeet prØmoe otnoxenie k strukture volnovyh poleæ v uprugom poluprostranstve.

2. Iz-za prisutstviØ radikalov α(ζ) i β(ζ) iz (20.39), ime¸wih toqki vetvleniØ ζ = ±γ i ζ = ±1, uravnenie (22.2) opredeleno na dvulistnoæ rimanovoæ (kompleksnoæ) poverhnosti (ζ) s razrezami, provedennymi, naprimer, meßdu toqkami ζ = γ i ζ = 1, a takße toqkami ζ = −γ i ζ = −1. Pri fftom pervyæ (osnovnoæ) list takoæ poverhnosti opredelØetsØ usloviØmi α(ζ) = i|α|, β(ζ) = i|β|, pri (−γ < ζ < γ), (22.4) a perehod na vtoroæ list osuwestvlØetsØ (odnokratnym) pereseqeniem odnogo iz ukazannyh razrezov.

Korni takogo uravneniØ horoxo izuqeny, priqem vyØsneno, qto na osnovnom liste ploskosti (ζ) raspolagaetsØ lix~ odin (releevskiæ) koren~

ζ = ζ_r > 1 (22.5)

uravneniØ (22.2). (On imeet znaqenie ζ_r ≈ 1.1 v srede s parametrami λ = μ.) Pomimo fftogo, uravnenie imeet ewe dva (kompleksnyh) kornØ na vtorom liste rimanovoæ poverhnosti (ζ). Odnako takie korni v teorii rasprostraneniØ uprugih voln praktiqeski ne igra¸t kakoæ-libo roli.

3. Vsledstvie izloßennogo pri znaqeniØh ζ = ζr v formulah (20.41) potencialy φ_1 i ψ_1 s amplitudami

A_1 = Cg(ζ_r ), B_1 = −2Cgiζ_r α(ζ_r), (22.6)

soderßawie proizvol~nyæ mnoßitel~ C, udovletvorØ¸t uravneniØm dvißeniØ uprugoæ sredy, ravno kak i odnorodnym graniqnym usloviØm (20.43) (svobodnoæ ot naprØßeniæ granicy y = 0 uprugogo poluprostranstva y ¿ 0). V raskrytoæ forme takie potencialy opredelØ¸tsØ vyraßeniØmi

φ_1 ψ_1 } = { A_1e^{−καr y} B_1e^{−κβr y} } exp iω [ t − x v_r ] , (22.7)

v kotoryh oboznaqeno

α_r = √ ζ^2_r − γ^2; β_r = √ ζ^2_r − 1; v_r = v_s ζ_r < v_s; κ = ω v_s , (22.8)

48 G. I. PETRAXEN^

priqem amplitudnye mnoßiteli A_1 i B_1 ime¸t znaqeniØ iz (22.6).

PloskaØ releevskaØ volna iz (22.7) predstavlØet soboæ pole, rasprostranØ¸weesØ bez zatuhaniØ v napravlenii osi Ox vdol~ granicy y = 0 poluprostranstva s postoØnnoæ skorost~¸ v_r < v_s, i ime¸wee amplitudu, zatuha¸wu¸ ffksponencial~no kak exp [ − ωy v_s ] = exp [ − 2πy λ_s ] (22.9)

po mere udaleniØ ot granicy y = 0 vo vnutr~ poluprostranstva. V (22.9) λ_s – dlina volny polØ po popereqnym volnam.

K izloßennomu zdes~ umestno ewe dobavit~, vo-pervyh, qto ishodØ iz predstavleniæ potencialov iskomogo stacionarnogo releevskogo polØ v forme (20.41), v pravoæ qasti (22.7) poØvlØetsØ dopolnitel~nyæ postoØnnyæ mnoßitel~ exp[−ωhα_r], kotoryæ vkl¸qen nami zdes~ v mnoßitel~ C iz (22.6). Esli by za ishodnoe bylo vybrano predstavlenie ishodnyh potencialov v forme (20.48), to v pravoæ qasti formuly (22.7) poØvilsØ by postoØnnyæ mnoßitel~ exp[−κhβ_r ], kotoryæ takße sledovalo by prisoedinit~ k mnoßitel¸ C.

Vo-vtoryh ße, qto v sluqae rexeniØ metodom Lemba zadaqi na vozbußdenie uprugogo poluprostranstva y ¿ 0 sosredotoqennym istoqnikom (20.56), kak polagalos~ v p. 9 §20, ukazannogo otneseniØ k qemu-libo mnoßiteleæ v rexenii zadaqi ne trebovalos~ by i proizvodit~. Vse poluqalos~ by avtomatiqeski metodami konturnogo integrirovaniØ. Pri fftom vyØsnilos~ by, qto funkcional~nye kofffficienty A_1(ζ, ) i B_1(ζ, ) v spektral~- nyh predstavleniØh funkciæ Φ_1 i Ψ_1 iz (20.33), vhodØwih v rexenie (20.32) zadaqi, konstruiru¸tsØ iz kofffficientov otraßeniØ K_{pp} i K_{ps} iz (20.46), a takße – iz kofffficientov K_{sp} i

K_{ss} iz (20.51) i pritom tak, qto okonqatel~nye predstavleniØ

funkcional~nyh kofffficientov A_1(ζ, ) i B_1(ζ, ) iz (20.41) ime¸t strukturu tipa

A_1 = a(ζ) R(ζ) , B_1 = b(ζ) R(ζ) . (22.10)

Oni soderßat v znamenatelØh levu¸ qast~ uravneniØ (22.2) ReleØ, a ih qisliteli obrazovany proizvedeniØmi i summami nekotoryh funkciæ iz sledu¸wih ζ, α(ζ), g(ζ), i T (ζ).

RASPROSTRANENIE SE`SMIQESKIH VOLNOVYH POLE` 49

I vot, vyØsnØetsØ, qto releevskaØ volna vida (22.7), vozbußdaemaØ v poluprostranstve y ¿ 0 sosredotoqennym istoqnikom vida (20.56), vyqislØetsØ putem primeneniØ teoremy o vyqetah k vnutrennemu integralu iz predstavleniØ polØ (potencialov) povtornymi integralami (20.32), (20.33), kotorye byli zapisany v p. 9 §20, radi naglØdnosti, v forme (20.59). Podintegral~naØ funkciØ takih integralov imeet pol¸s 1-go porØdka v korne ζ = ζ_r uravneniØ ReleØ. Pri fftom vyqet v takom pol¸se kak raz i privodit k pol¸ (ploskoæ nestacionarnoæ) releevskoæ volny (22.7), (22.6), vozbußdaemoæ v uprugom poluprostranstve ploskim istoqnikom vida (20.56).

Zdes~ umestno ewe dobavit~, qto osesimmetriqnoe vozdeæstvie, norml~noe k granice y = 0 uprugogo poluprostranstva

y > 0, takße vozbußdaet v poslednem releevsku¸ osesimmetriq-

nu¸ volnu. Odnako, v otliqie ot (22.7), ona harakterizuetsØ priblißenno potencialami vida (22.7), soderßawimi dopolnitel~nyæ mnoßitel~ 1 √ r , (r ≫ λ_s), gde r = √ x^2 + y^2 – ffpicentriqeskoe rasstoØnie (vdol~ granicy y = 0) ot istoqnika do toqki nabl¸deniØ (x, z) polØ. Pri fftom

v formule (22.7) fazovyæ mnoßitel~ iz pravoæ qasti dolßen byt~ zamenen na osesimmetriqnyæ mnoßitel~ exp iω ( t − r v_r ) . (22.11)

4. Praktiqeski tak ße obstoit delo i s poverhnostnoæ volnoæ, vozbußda¸weæsØ na granice razdela y = 0 dvuh izotropnyh uprugih poluprostranstv y > 0, (ν = 1) i y < 0, (ν = 2), nahodØwihsØ v ßestkom kontakte drug s drugom.

V p. 1 i 2 §21 rassmatrivalas~ zadaqa na otraßenieprelomlenie ploskih voln (21.3), pada¸wih iz poluprostranstva ν = 2 na granicu razdela y = 0 (dvuh) poluprostranstv. Potencialy otraßennyh i prelomlennyh voln v poluprostranstvah ν = 2 i ν = 1 predstavlØlis~ v vide (21.4) i (21.5), priqem neizvestnye amplitudnye mnoßiteli potencialov a_ν i

b_ν opredelØlis~ iz sistemy algebraiqeskih uravneniæ vida

(21.13), uqityva¸wih uslovie (21.8) ßestkosti kontakta poluprostranstv ν = 1 i ν = 2 na granice y = 0 ih razdela. Vsledstvie usloviæ (21.16), vypolnØ¸wihsØ v sluqae l¸byh uglov

50 G. I. PETRAXEN^

padeniØ perviqnyh (pada¸wih) ploskih voln (pri kotoryh spravedlivo (21.16)), sistema (21.13) odnoznaqno razrexima, priqem ona opredelØet amplitudnye mnoßiteli a_ν i b_ν vseh otraßennoprelomlennyh voln iz (21.4) i (21.5).

Esli ße peremennaØ ζ, vhodØwaØ v predstavleniØ (21.4) i (21.5) tipa ploskih voln, okazyvaetsØ kornem ζ = ζ_0 determinanta sistemy uravneniæ (21.13), t.e. esli okazyvaetsØ

Δ(ζ_0) =

= −iζ_0, −β_1(ζ_0), iζ_0, −β_2(ζ_0) α_1(ζ_0), −iζ_0, α_2(ζ_0), iζ_0 2σiζ_0α_1(ζ_0), σg_1(ζ_0), 2iζ_0α_2(ζ_0), −g_2(ζ_0) σg_1(ζ_0), −2σiζ_0β_1(ζ_0), −g_2(ζ_0), −2iζ_0β_2(ζ_0) = 0, (22.12) gde veliqiny α_ν (ζ), β_ν (ζ), g_ν(ζ) i σ opredeleny po (21.6), to neodnorodnaØ sistema uravneniæ tipa (21.13) nerazrexima, a odnorodnaØ sistema uravneniæ

−iζa_1 − β_1b_1 + iζa_2 − β_2b_2 = 0,

α_1a_1 − iζb_1 + α_2a_2 + iζb_2 = 0,

2σiζα_1a_1 + σg_1b_1 + 2iζα_2a_2 − g_2b_2 = 0,

σg_1a_1 − 2σiζβ_1b_1 − g_2a_2 − 2iζβ_2b_2 = 0, (22.13)

dlØ amplitudnyh mnoßiteleæ a_ν i b_ν potencialov iz (21.4) i (21.5) imeet netrivial~nye rexeniØ. Takie rexeniØ prinadleßat k polØm tipa volnovyh mod, vozbußda¸wiesØ v sredah v takih sluqaØh, kogda v analitiqeskih predstavleniØh poleæ smeweniæ poØvlØ¸tsØ osobye toqki tipa pol¸sov v kornØh dispersionnogo uravneniØ zadaqi. Vyskazannye utverßdeniØ moßno bylo by poØsnit~ v duhe togo, kak my pytalis~ ffto sdelat~ v p. 6 i 7 §20. Odnako ne obrawaØs~ k fftomu lix~ otmetit~, qto uravnenie (21.13), nazyvaemoe uravneniem Stounli, imeet na polnoæ 16-ti listnoæ rimanovoæ poverhnosti kompleksnoæ peremennoæ (ζ) vsego 64 kompleksnyh kornØ. Iz mnoßestva takih korneæ tol~ko 1–2 naxli primenenie v praktiqeskih zadaqah na rasprostranenie voln. Pri fftom odin iz nih, poØvlØ¸wihsØ na vewestvennoæ osi (ζ), ne pri l¸bom nabore parametrov γ_1, γ_2,

δ_1, δ_2 sredy moßet raspolagat~sØ v oblasti ζ > pδ_ν . Pri fftom

on vedet sebØ podobno releevskomu korn¸ v poluprostranstve.

RASPROSTRANENIE SE`SMIQESKIH VOLNOVYH POLE` 51

GLAVA 8

Ploskie i kvaziploskie volny v anizotropnyh uprugih sredah

V fftoæ glave my vozvrawaemsØ k primeneniØm matematiqeskogo formalizma lineænoæ teorii uprugosti, izloßennogo v glave 1, i k prosteæxim primeram volnovyh poleæ, rasprostranØ- ¸wihsØ v sloisto-odnorodnyh proizvol~no-anizotropnyh uprugih sredah. Pri fftom, kak i v sluqae izotropnyh sred, k prosteæxim otnosØtsØ (preßde vsego) polØ, zavisØwie ot prostranstvennyh peremennyh x_k i vremeni t lineæno i obrazu¸wie klass rexeniæ tipa ploskih voln. Kak i v izotropnom sluqae, takie polØ opredelØ¸tsØ zadaniem orta normali ⃗n k frontu rassmatrivaemoæ ploskoæ volny. Kak i v sluqae izotropii putem naloßeniØ voln takogo tipa mogut byt~ postroeny polØ nekotoroæ bolee obweæ struktury. Odnako v konstruirovanii rexeniæ tipa ploskih voln v anizotropnyh odnorodnyh uprugih sredah, ravno kak i v svoæstvah skonstruirovannyh volnovyh poleæ, obnarußiva¸tsØ specifiqeskie osobennosti, s kotorymi polezno oznakomit~sØ special~no s dostatoqnoæ podrobnost~¸. V fftom moßno videt~ osnovnu¸ cel~ glavy, pri dostißenii kotoroæ umestno vospol~zovat~sØ nekotorymi rezul~tatami §4 i osobenno rezul~tatami razdelov p. 5–8 iz §7.

§23. ObwaØ teoriØ ploskih voln. Vektory

polØrizacii ⃗A^{(r)}(⃗n), fazovye v^{(r)}(⃗n) i luqevye ⃗ξ^{(r)}(⃗n) skorosti rasprostraneniØ. Odnorodnye i neodnorodnye ploskie volny

Radi cel~nosti izloßeniØ (i uproweniØ ssylok) osnovnye rezul~taty §7, otnosØwiesØ k ploskim volnam, zdes~ dubliru¸tsØ, priqem ispol~zuemye formuly da¸tsØ pod dvoænymi nomerami: pod porØdkovym nomerom v nastoØwem paragrafe, a takße pod nomerom, pod kotorym formula privedena v §7.

1. V §7 vvedeno ponØtie o ploskih monohromatiqeskih volnah s vektorom smeweniæ vida

⃗u = Re ⃗A^{(r)} exp iω [ t − ⃗κ^{(r)} · ⃗x ] ; ( ⃗κ^{(r)} = ⃗n v_r ) , (23.1)

52 G. I. PETRAXEN^

rasprostranØ¸wihsØ v odnorodnyh anizotropnyh uprugih sredah, rassmatrivaemyh kak funkcii ot orta ⃗n normali k volnovym frontam ( ⃗κ^{(r)} · ⃗x ) = const, ⃗x = 3∑ k=1 x_k⃗i_k. Pri fftom stavilsØ vopros: pri kakih znaqeniØh fazovoæ skorosti v_r ≡ v_r(⃗n) i vektora polØrizacii ⃗A^{(r)} (⃗n) mogut suwestvovat~ rexeniØ uravneniØ dvißeniØ (4.1), (4.2) v forme volny vida (23.1), otveqa¸wie proizvol~no-zadavaemomu znaqeni¸ orta normali ⃗n k volnovomu frontu volny. Bylo pokazano, qto dlØ opredeleniØ veliqin ⃗A^{(r)} (⃗n) i v_r(⃗n) poluqaetsØ sistema algebraiqeskih uravneniæ 3∑ k,p,q=1 λ_{ik,pq}n_kn_pA^{(r)}_q − v^2_r A^{(r)}_i = 0, (23 .2) (7.15)

s usloviem razreximosti v forme uravneniæ KristoffelØ (tret~eæ stepeni otnositel~no v^2_r ) | | | | 3∑ k,p=1 λ_{ik,pq}n_kn_p − v^2_r δ_{iq} | | | | = 0, (23.3) (7.18)

i s simmetriqnoæ privedennoæ matriceæ vewestvennyh parametrov sredy

Λ_{iq} = 3∑ k,p=1 λ_{ik,pq}n_kn_p = Λ_{qi}. (7.16)

Zdes~ oboznaqeno λ_{ik,pq} = 1 ρ c_{ik,pq} (23 .4) (7.5) pri postoØnnyh znaqeniØh plotnosti ρ i komponentov c_{ik,pq} tenzora uprugih parametrov, udovletvorØ¸wih sootnoxeniØm simmetrii vida c_{ik,pq} = c_{ki,pq} = c_{ik,qp} = c_{pq,ik}, ili λ_{ik,pq} = λ_{ki,pq} = λ_{ik,qp} = λ_{pq,ik}. (23.5) (4.1)

RASPROSTRANENIE SE`SMIQESKIH VOLNOVYH POLE` 53

Uravnenie KristoffelØ imeet poloßitel~nye korni v^2_r (⃗n), vs¸du nepreryvnye (daße analitiqeskie) otnositel~no sostavlØ¸wih n_k orta ⃗n, udovletvorØ¸wie neravenstvam vida

v^2_1(⃗n) > v^2(⃗n) ¿ v^2_3(⃗n) > 0, (23 .6) (7.19) gde znak “ravno” vozmoßen lix~ na neskol~kih liniØh, prinadleßawih sfere |⃗n| ≡ |⃗n(θ, φ)| = 1. (23.7) Takim obrazom, poqti vezde (t.e. vne upomØnutyh liniæ) okazyvaetsØ

v^2_1(⃗n) > v^2(⃗n) > v^2_3(⃗n). (23.8)

Pri veliqine v^2_r v (23.8), sovpada¸weæ s kaßdym iz znaqeniæ

v^2_r (⃗n) iz (23.8), odnorodnaØ sistema uravneniæ (23.2) razrexima

i privodit odnoznaqno (s toqnost~¸ do normirovoqnogo mnoßitelØ) k vewestvennym, nepreryvnym znaqeniØm vektorov polØrizacii ⃗A^{(r)}(⃗n), (r = 1, 2, 3). Pri fftom vektory ⃗A^{(r)}(⃗n) s razliqnymi indeksami r(= 1, 2, 3) okazyva¸tsØ vzaimno ortogonal~nymi pri kaßdom znaqenii orta ⃗n.

RasporØßaØs~ soderßawimisØ v (ortogonal~nyh) vektorah

⃗A (r) proizvol~nymi mnoßitelØmi, ffti vektory vsegda podqinØ-

¸tsØ usloviØm ortonormirovki:

v vektornom vide ( ⃗A^{(r)}(⃗n) · ⃗A^{(ρ)}(⃗n) ) = δ_{rρ}, ili – v komponentah 3∑ k=1 A^{(r)}_k A^{(ρ)}_k = δ_{rρ} ,

(23.9)

gde δ_{rρ} – simvol Kronekera. K izloßennomu zdes~ umestno ewe dobavit~, qto usloviØ ortogonal~nosti i normirovki oqevidnym obrazom rasprostranØ¸tsØ (po nepreryvnosti) i na sluqaæ proizvol~nyh ortov ⃗n, pri kotoryh spravedlivy sootnoxeniØ (23.6). Vsledstvie ße nepreryvnosti otnositel~no ⃗n veliqin

v^2_r (⃗n) i ⃗A^{(r)}(⃗n), sootnoxeniØ (23.6) i (23.9) legko pozvolØ¸t raz-

liqat~ qislennymi metodami korni v^2_r (⃗n) drug ot druga po ih indeksam “r”. K izloßennomu ewe moßno prisovokupit~, qto rexeniØ v^2_r (⃗n) i ⃗A^{(r)}(⃗n) uravneniæ (23.3) i (23.2) udovletvorØ¸t svoæstvu simmetrii vida f(⃗n) = f(−⃗n). (23.10)

54 G. I. PETRAXEN^

2. Vewestvennye vektory

⃗v_r = v_r(⃗n) ⃗n, (23.11)

opredelØemye v rezul~tate rexeniØ uravneniæ KristoffelØ pri zadannom orte ⃗n (iz (23.7)), predstavlØ¸t fazovye skorosti rasprostraneniØ ploskih voln (23.1) v napravlenii normali ⃗n k (ploskomu) ih frontu. Odnako, v otliqie ot sluqaev izotropii, v anizotropnyh uprugih sredah suwestvuet i vtoraØ skorost~

⃗ξ (r) ≡ ⃗ξ (r)(⃗n) rasprostraneniØ voln, – luqevaØ skorost~ –, opre-

delØ¸waØ teqenie processa rasprostraneniØ plotnosti ffnergii volnovogo polØ ploskoæ (ili lokal~no-ploskoæ) volny. Ona vewestvenna pri vewestvennyh znaqeniØh orta ⃗n iz (23.7) i predstavlØetsØ vyraßeniØmi

⃗ξ^{(r)} =^3 ∑ k=1 ξ^{(r)}_k ⃗i_k;

ξ^{(r)}_k = 3∑ i,k,q=1 λ_{ik,pq} κ^{(r)}_p A^{(r)}_q A^{(r)}_i , (23.12) (7.33)

gde κ^{(r)}_k – oboznaqa¸t sostavlØ¸wie vektora refrakcii volny tipa “r”

⃗κ^{(r)} = ⃗n v_r(⃗n) (23.13)

po ortam ⃗i_k dekartovoæ sistemy koordinat. Pri fftom okazyvaetsØ, qto fazovaØ i luqevaØ skorosti rasprostraneniØ ploskoæ volny fiksirovannogo tipa “r” svØzany drug s drugom vaßnymi sootnoxeniØmi ( ⃗n · ⃗ξ^{(r)} ) = v_r, (r = 1, 2, 3), (23.14)

ili ( ⃗κ^{(r)} · ⃗ξ^{(r)} ) = 1, (7.34)

gde ⃗κ^{(r)} – vektory refrakcii ploskoæ volny iz (23.13).

3. GovorØt, qto ploskaØ volna rasprostranØetsØ v ploskosti padeniØ

x_3 = 0, (23.15)

RASPROSTRANENIE SE`SMIQESKIH VOLNOVYH POLE` 55

esli u orta ⃗n ee normali i u vektora refrakcii iz (23.13) ravny nul¸ tret~i sostavlØ¸wie

n_3 = 0; κ^{(r)}_3 = 0, (23.16)

t.e. – vektory ⃗n i ⃗κ^{(r)} opredelØ¸tsØ vyraßeniØmi vida

⃗n = n_1⃗i_1 + n_2⃗i_2; ⃗κ^{(r)} = κ^{(r)}_1 ⃗i_1 + κ^{(r)}_2 ⃗i_2. (23.17)

Pri fftom sostavlØ¸wie takih vektorov moßno predstavlØt~ v forme

n_1 = sin θ, n_2 = cos θ; κ^{(r)}_1 = sin θ v_r(θ) , κ^{(r)}_2 = cos θ v_r(θ) (23.18)

qerez ugol padeniØ θ meßdu vektorami ⃗n i ⃗i_2, otsqityvaemyæ ot orta ⃗i_2 v poloßitel~nom napravlenii (po qasovoæ strelke).

Ris. 6 Ris. 7.

Privedennye predstavleniØ pozvolØ¸t harakterizovat~ vektory refrakcii ⃗κ^{(r)}(θ) voln razliqnyh tipov “r”, (r = 1, 2, 3) krivymi R_r vektorov refrakcii, postroennymi kak geometriqeskie mesta koncov vektorov refrakcii ⃗κ^{(r)}(θ) iz (23.17), (23.18),

56 G. I. PETRAXEN^

ime¸wih naqalo v (proizvol~no vybiraemoæ) toqke O i raspoloßennyh v ploskosti X_1OX_2 padeniØ ploskoæ volny. Primery takih krivyh (nahodØwih ves~ma poleznye priloßeniØ) privedeny na ris. 6 i 7.

Kaßdoæ toqke N_r (θ) takoæ krivoæ otveqaet radius-vektor −→ ON_r (θ) (obrazu¸wiæ s os~¸ OX_2 ugol θ), sovpada¸wiæ po na-

pravleni¸ s ortom ⃗n normali k frontam izuqaemyh ploskih voln tipov r = (1, 2, 3). Odnako vektor^{−→}ON_r , kak pravilo, ne ortogonalen krivoæ R_r.

Podobnym ße obrazom po zadannomu ortu normali ⃗n iz (23.17) mogut byt~ vyqisleny sostavlØ¸wie ξ^{(r)}_k (θ) iz (23.12) vektora luqevoæ skorosti ploskoæ volny

⃗ξ^{(r)} =^3 ∑ k=1 ξ^{(r)}_k (θ)⃗i_k , (23.19)

v kotoryh, kak pravilo, okazyvaetsØ ξ^{(r)}_3 (θ) ≠ 0 (v otliqie ot sostavlØ¸weæ ⃗κ^{(r)}_3 (θ) = 0 vektora refrakcii). Po sostavlØ¸wim

ξ^{(r)}_k vektora (23.19) iz obwego naqala O_1 mogut byt~ postroeny

krivye l_r luqevyh skorosteæ, zadavaemye parametriqeski v vide liniæ

ξ_k = ξ^{(r)}_k (θ), k = (1, 2, 3), (23.20)

kotorye uße ne raspolaga¸tsØ v ploskosti padeniØ (x_3 = 0), priqem ih proekcii v ploskost~ padeniØ obrazu¸t (kak pravilo) s os~¸ OX_2 ugly, otliqnye ot ugla θ iz (23.18). Takie krivye prinadleßat poverhnostØm Σ_r luqevyh skorosteæ, opredelØemyh kak geometriqeskie mesta koncov vektorov ⃗ξ^{(r)}(θ, φ) luqevyh skorosteæ (s naqalami v nekotoroæ toqke O^′), otveqa¸wih vsevozmoßnym napravleniØm orta ⃗n v prostranstve. Pri fftom osnovnoe svoæstvo kaßdoæ takoæ poverhnosti Σ_r sostoit v tom, qto normal~ ⃗n k poverhnosti Σ_r v kaßdoæ ee toqke M v toqnosti sovpadaet s ortom normali ⃗n, po kotoromu vyqislØlsØ vektor

⃗ξ (r) iz (23.12), (23.19). (Sam ße vektor ⃗ξ (r) =^{−→}O′M s normal~¸

⃗n po napravleni¸ ne sovpadaet.)

Takim obrazom, uqityvaØ zameqaniØ o haraktere rasprostraneniØ ffnergii volnovyh poleæ v anizotropnyh sredah, a takße – predstavlenie o lokal~no-ploskih volnah, moßno utverßdat~,

RASPROSTRANENIE SE`SMIQESKIH VOLNOVYH POLE` 57

qto pri vkl¸qenii v toqke O^′ odnorodnoæ anizotropnoæ uprugoæ sredy sosredotoqennogo singulØrnogo istoqnika, poroßda¸wego razryvnye vozmuweniØ, voznika¸wie v srede volnovye polØ ime¸t pri t = 1 fronty, sovpada¸wie s poverhnostØmi Σ_r luqevyh skorosteæ vseh tipov r = (1, 2, 3).

Zdes~ ostaetsØ lix~ zametit~, qto esli vektor ⃗ξ^{(r)}(θ) iz (23.19), (23.12) sproektirovat~ na ploskost~ padeniØ i predstavit~ summoæ kasatel~noæ ⃗ξ_‖^{(r)}(θ) i normal~noæ ⃗ξ_⊥^{(r)}(θ) sostavlØ- ¸wih

⃗ξ^{(r)}(θ) = ⃗ξ_‖^{(r)}(θ) + ⃗ξ_⊥^{(r)}(θ); ( ⃗ξ_⊥^{(r)} = ξ^{(r)}_3 ⃗i_3 ) , (23.21)

to vektor ⃗ξ_‖^{(r)}(θ), leßawiæ v ploskosti padeniØ, okaßetsØ (sm. p. 2 §24) parallel~nym ortu normali ⃗m_r k krivoæ R_r vektora refrakcii ⃗κ^{(r)}(θ), postroennomu v toqke N_r (θ) fftoæ krivoæ. Zametim, qto ukazannoe svoæstvo normaleæ ⃗m_r (θ) (sm. p. 4 §24) igraet suwestvennu¸ rol~ pri uqete usloviæ izluqeniØ v zadaqe na otraßenie-prelomlenie voln na ploskoæ granice razdela dvuh anizotropnyh sred.

4. V predyduwem punkte ploskie volny rassmatrivalis~ zdes~ kak funkcii osnovnogo parametra ⃗n = ⃗n(θ) – orta normali k frontu issleduemoæ volny, zadavaemogo v (vybrannoæ) ploskosti (x_3 = 0) ee padeniØ.

V takoæ postanovke problema svodilas~ k algebraiqeskoæ sisteme uravneniæ (23.2) i (23.3) s opredelenno poloßitel~noæ simmetriqnoæ matriceæ iz (7.16), qto i obuslovilo, v qastnosti, vewestvennost~ rexeniØ zadaqi, t.e. vewestvennost~ vseh veliqin

v_r(θ), ⃗κ^{(r)}(θ), ⃗A^{(r)}(θ) i ξ^{(r)}_k (θ).

Pri fftom postroennoe rexenie pozvolilo estestvennym obrazom vvesti v teori¸ vektor refrakcii ⃗κ^{(r)} iz (23.13), v komponentah kotorogo sistema uravneniæ (23.2) prinimala vid 3∑ i,k,q=1 λ_{ik,pq} κ^{(r)}_k κ^{(r)}_p A^{(r)}_q − A^{(r)}_i = 0, (i = 1, 2, 3) (23.22)

s usloviem razreximosti | | | | 3∑ k,p=1 λ_{ik,pq} κ^{(r)}_k κ^{(r)}_p − δ_{iq} | | | | = 0. (23.23)

58 G. I. PETRAXEN^

PoluqennaØ sistema uravneniæ dopuskaet bolee obwiæ podhod k postroeni¸ ee rexeniæ, pri kotorom za nezavisimyæ parametr zadaqi vybiraetsØ pervaØ sostavlØ¸waØ κ_1 ≡ κ^{(r)}_1 > 0 vektorov refrakcii, a iskomymi okazyva¸tsØ vse vozmoßnye vtorye ih sostavlØ¸wie κ_2 ≡ κ^{(r)}_2 . Uravnenie (23.23) (ØvlØ¸weesØ usloviem razreximosti sistemy uravneniæ (23.22)) kak algebraiqeskoe uravnenie 6-oæ stepeni s vewestvennymi kofffficientami imeet xest~ korneæ, libo vewestvennyh, libo – poparno kompleksno-soprØßennyh. Pri fftom vse vewestvennye ego korni

κ^{(r)}_2 (ØvlØ¸wiesØ vtorymi sostavlØ¸wimi vektora refrakcii κ^{(r)} iz (23.13)), okazyva¸tsØ v to ße vremØ kornØmi uravneniØ

(23.3). Oni mogut byt~ postroeny grafiqeski putem pereseqeniØ prØmymi vida

κ_1 = ^c > 0 (23.24)

vseh krivyh R_r – vektorov refrakcii, predstaviteli kotoryh privedeny na ris. 6 i 7.

5. V kaqestvennom otnoxenii rexeniØ sistem uravneniæ (23.22) i (23.23) celesoobrazno svØzyvat~ s naliqiem ili s otsutstviem pereseqeniæ prØmyh vida (23.24) s krivymi R_r vektorov refrakcii, postroennyh dlØ rassmatrivaemoæ anizotropnoæ sredy.

V sluqae dostatoqno malyh uglov padeniØ θ prØmye (23.24) (u kotoryh veliqina ^c mala) pereseka¸t krivye R_r v treh parah toqek. �to sootvetstvuet xesti vewestvennym kornØm κ_2 uravneniØ (23.23), opredelØ¸wim (sovmestno so znaqeniem κ_1 iz (23.24)) po pare vewestvennyh vektorov refrakcii, s kaßdym iz indeksov

r = 1, 2, 3. Pri fftom na verhnih uqastkah krivyh R_r iz ris. 6 i

7, vypolnennyh ßirnymi liniØmi, normali ⃗m_r k krivym R_r v ih toqkah N (θ) obrazu¸t s os~¸ OX_2 ostrye ugly, t.e. okazyvaetsØ ( ⃗m_r ·⃗i_2) > 0 ili, qto to ße (sm. §24), vypolnØ¸tsØ neravenstva ( ⃗ξ^{(r)} ·⃗i_2 ) = ( ⃗ξ_‖^{(r)} ·⃗i_2 ) > 0, (23.25)

gde ⃗ξ^{(r)} – vektor luqevoæ skorosti volny tipa r (otveqa¸weæ ortu normali ⃗n(θ)) iz (23.19), (23.21). Esli ße znaqenie κ_1 > 0 vozrastaet tak, qto prØmaØ κ_1 = ^c (prodolßa¸waØ peresekat~ krivye R_2 i R_3 kaßdu¸ v dvuh toqkah) perestaet peresekat~ krivu¸ R_1, to ffto oznaqaet, qto vtoraØ sostavlØ¸waØ κ^{(1)}_2 vektora

RASPROSTRANENIE SE`SMIQESKIH VOLNOVYH POLE` 59

refrakcii (s indeksom r = 1)

⃗κ^{(1)} = κ^{(1)}_1 ⃗i_1 + κ^{(1)}_2 ⃗i_2 (23.26)

stala kompleksnoæ

k^{(1)}_2 = ~κ^{(1)}_2 ± iα_1, (α_1 > 0). (23.27)

PoØvlenie kompleksnogo vektora refrakcii (23.26), (23.27) privodit k izmeneni¸ struktury rexeniØ ⃗u^{(1)} iz (23.1), kotoroe iz vewestvennoæ odnorodnoæ ploskoæ volny obrawaetsØ v kompleksnoe rexenie v vide zatuha¸weæ (pri x_2 → ∞ ili x_2 → ∞) volny

⃗u^{(1)}_1 = e^{−ωα2|x2|} Re ⃗A^{(r)} exp iω [ t − ⃗κ^{(1)}_0 ⃗x ] , gde ⃗κ^{(1)}_0 = κ^{(1)}_1 ⃗i_1 + ~κ^{(1)}_2 ⃗i_2, ( κ^{(1)}_1 = ^c ) . (23.28)

Podobnye zatuha¸wie (kak govorØt neodnorodnye) ploskie volny igra¸t suwestvennu¸ rol~ v zadaqah na otraßenieprelomlenie voln na granice razdela dvuh anizotropnyh poluprostranstv. Oni otvetstvenny za ØvleniØ “vnutrennego otraßeniØ” voln i za ffkranirovanie volnovyh poleæ. Pri fftom detali kaqestvennogo opisaniØ takih Øvleniæ na fone drugih ploskih voln okazyva¸tsØ tesno svØzannymi s osobennostØmi pereseqeniØ prØmymi vida (23.24) ostal~nyh krivyh R_r vektorov refrakcii. Zdes~ ostaetsØ lix~ prisovokupit~, qto v sluqae poØvleniØ v processe otraßeniØ-prelomleniØ neodnorodnyh ploskih voln, u kotoryh sostavlØ¸waØ κ^{(r)}_2 vektora refrakcii

⃗κ^{(r)} kompleksna, vektory polØrizacii ⃗A^{(r)} i luqevoæ skorosti ⃗ξ (r) takße okazyva¸tsØ kompleksnymi. Vsledstvie fftogo priho-

ditsØ, v qastnosti, izmenØt~ vid usloviØ ortonormirovki (23.9) vektora polØrizacii, zamenØØ ego sootnoxeniem ( ⃗A^{(r)} · ⃗A (ρ) ) = 3∑ k=1 A^{(r)}_k A^{(ρ)}_k = δ_{rρ}, (23.29)

gde δ_{rρ} – simvol Kronekera.

§24. Poverhnosti i krivye vektorov refrakcii i luqevyh skorosteæ ploskih voln. Osnovnye ih svoæstva i prikladnoe znaqenie

V p. 3 §23 vvedeny ponØtiØ o krivyh R_r vektorov refrakcii i krivyh l_r – vektorov luqevyh skorosteæ ploskih voln tipov

60 G. I. PETRAXEN^

(r = 1, 2, 3), harakterizuemyh polØmi smeweniæ vida (23.1), priqem ukazany i nekotorye obwie svoæstva takih krivyh. Krivye R_r nahodØt ves~ma poleznye priloßeniØ pri izuqenii processov otraßeniØ-prelomleniØ ploskih (i, qto osobenno vaßno, lokal~no-ploskih) voln na granice razdela dvuh anizotropnyh uprugih sred. Pri fftom podhody k rassmotreni¸ takih processov dopuska¸t neposredstvennoe obobwenie i na sluqai opisaniØ volnovyh voleæ v ramkah luqevogo metoda. Vsledstvie fftogo predstavlØetsØ poleznym ostanovit~sØ bolee podrobno na ustanovlenii i formulirovke vaßneæxih svoæstv krivyh R_r i l_r s raz¨Øsneniem ih fiziqeskogo smysla i prikladnogo znaqeniØ.

1. Zdes~ umestno naqat~ s obwego predvaritel~nogo zameqaniØ, kasa¸wegosØ suti obsußdaemyh voprosov.

Pust~ pri opisanii volnovyh processov vybrana nekotoraØ dekartova sistema koordinat {x_k} ≡ {x_1, x_2, x_3}, i dlØ fftoæ sistemy vyqisleny sostavlØ¸wie λ_{ik,pq} tenzora otnositel~nyh uprugih postoØnnyh rassmatrivaemoæ anizotropnoæ (odnorodnoæ) sredy. Pri proizvol~no-zadavaemyh znaqeniØh orta normaleæ ⃗n ≡ ⃗n(θ, φ) iz polnogo ih mnoßestva {⃗n(θ, φ)}, gde θ i φ – sferiqeskie koordinaty toqek M sredy, parametry ploskoæ volny vida (23.1) opredelØ¸tsØ iz sistemy uravneniæ (23.2) i usloviØ (23.3) ee razreximosti, ili ße – iz ffkvivalentnoæ im sistemy uravneniæ (23.22) i (23.23), v kotoryh vmesto ⃗n v rassmotrenie vvedeny sostavlØ¸wie vewestvennogo vektora refrakcii

⃗κ^{(r)} = ⃗n v_r(⃗n) (24.1)

iz (23.13). V rezul~tate rexeniØ ukazannyh uravneniæ (snaqala) opredelØ¸tsØ fazovye skorosti v^2_r (⃗n) (i v_r (⃗n)) rasprostraneniØ voln vseh treh (vozmoßnyh) tipov (r = 1, 2, 3) i ih vektory polØrizacii ⃗A^{(r)}(⃗n), podqinennye usloviØm ortonormirovki ( ⃗A^{(r)} · ⃗A^{(ρ)} ) = δ_{rρ}. (24.2)

Zatem ße vyqislØ¸tsØ i vektory refrakcii (24.1), a takße – vektory luqevyh skorosteæ ⃗ξ^{(r)}(⃗n) iz (23.12) s ih sostavlØ¸wi-

RASPROSTRANENIE SE`SMIQESKIH VOLNOVYH POLE` 61 mi ξ^{(r)}_k = 3∑ i,k,q=1 λ_{ik,pq} κ^{(r)}_p A^{(r)}_q A^{(r)}_i , (k = 1, 2, 3). (24.3)

Pri fftom, oqevidno, okazyva¸tsØ spravedlivymi sledu¸wie usloviØ simmetrii v_r (⃗n) = v_r (−⃗n), ⃗A^{(r)}(⃗n) = ⃗A^{(r)}(−⃗n), (r = 1, 2, 3), ⃗κ^{(r)}(⃗n) = −⃗κ^{(r)}(−⃗n), ⃗ξ^{(r)}(⃗n) = −⃗ξ^{(r)}(−⃗n) (24.4)

Iz uravneniæ (23.22) s uqetom normirovki (24.2) (ili (24.9)) poluqa¸tsØ i neobhodimye nam “ishodnye sootnoxeniØ” 3∑ i,k,q=1 λ_{ik,pq} κ^{(r)}_k κ^{(r)}_p A^{(r)}_q − A^{(r)}_i = 1, (24.5)

perepisyvaemye v forme ( ⃗ξ^{(r)} · ⃗κ^{(r)} ) = 1, (r = 1, 2, 3). (24.6)

Pust~ teper~ znaqeniØ orta ⃗n iz mnoßestva {⃗n(θ, φ)} proizvol~no var~iru¸tsØ i pust~ veliqiny d⃗κ^{(r)}, d⃗ξ^{(r)} i d ⃗A^{(r)} oboznaqa¸t sootvetstvennye variacii funkciæ ⃗κ^{(r)}(⃗n), ⃗ξ^{(r)}(⃗n) i ⃗A^{(r)}(⃗n). Togda iz sootnoxeniæ (24.6), a takße iz (razvernutogo) sootnoxeniØ (24.5) pri uqete svoæstva (23.5) simmetrii veliqin λ_{ik,pq} i usloviØ normirovki (24.2) poluqa¸tsØ okonqatel~nye sootnoxeniØ ( ⃗ξ^{(r)} · d⃗κ^{(r)} ) + ( ⃗κ^{(r)} · d⃗ξ^{(r)} ) = 0 (24.7) i 2 3∑ i,k,q=1 λ_{ik,pq} κ^{(r)}_p A^{(r)}_q A^{(r)}_i dκ^{(r)}_k + 2 3∑ i,k,q=1 λ_{ik,pq} κ^{(r)}_k κ^{(r)}_p A^{(r)}_q dA^{(r)}_i =

= 2 ( ⃗ξ^{(r)} · d⃗κ^{(r)} ) = 0, (24.8)

62 G. I. PETRAXEN^

v kotoryh vtoroe slagaemoe iz (24.8) privoditsØ s pomow~¸ sistemy uravneniæ (23.22) k forme 3∑ k=1 A^{(r)}_i dA^{(r)}_i = 0

ravnoæ nul¸, vsledstvie usloviæ normirovki iz (24.2). Na osnovanii ße (24.8) i (24.7) sleduet i vtoroe trebu¸weesØ nam sootnoxenie ( ⃗κ^{(r)} · d⃗ξ^{(r)} ) = 0. (24.9)

2. Pri vyqislennyh znaqeniØh vektorov refrakcii ⃗κ^{(r)}(⃗n) i vektorov luqevyh skorosteæ ⃗ξ^{(r)}(⃗n), otveqa¸wih l¸bomu znaqeni¸ orta ⃗n iz mnoßestva {⃗n(θ, φ)}, moßno vvesti ponØtie o poverhnostØh S_r vektorov refrakcii i poverhnostØh Ξ_r vektorov luqevyh skorosteæ kak o geometriqeskih mestah koncov vektorov ⃗κ^{(r)}(⃗n) ≡ ⃗κ^{(r)}(θ, φ) i ⃗ξ^{(r)}(⃗n) ≡ ⃗ξ^{(r)}(θ, φ), naqala kotoryh otneseny k kakim-to fiksirovannym toqkam O i

O_1. Pri takih postroeniØh variacii d⃗κ^{(r)} i dvξ^{(r)}, otnesennye sootvetstvenno k toqkam poverhnosteæ S_r i Σ_r, okazyva¸tsØ “malymi” vektorami, leßawimi v kasatel~nyh ploskostØh sootvetstvenno k poverhnostØm S_r i Σ_r.

Takim obrazom, sootnoxeniØ (24.8) oznaqa¸t, qto vektor luqevoæ skorosti ⃗ξ^{(r)}(N_r ), vyqislennyæ v proizvol~noæ toqke N_r ∈

S_r poverhnosti vektora refrakcii (togo ße indeksa r), sovpada-

et po napravleni¸ s vnexneæ normal~¸ ⃗m k fftoæ poverhnosti v toqke N_r . A sootnoxenie (23.9) podobnym ße obrazom oznaqaet, qto vektor refrakcii ⃗κ^{(r)}(M_r ), vyqislennyæ po (24.1) v proizvol~noæ toqke M_r ∈ Σ_r poverhnosti luqevyh skorosteæ, sovpadaet po napravleni¸ s (vnexneæ) normal~¸ ⃗n k fftoæ poverhnosti v toqke M_r . Vsledstvie ße fftogo okazyvaetsØ, qto normal~ ⃗n v toqke M_r ∈ Σ_r k poverhnosti luqevyh skorosteæ sovpadaet s ortom normali ⃗n, po kotoromu vyqislØetsØ vektor ⃗ξ^{(r)} ≡ ⃗ξ^{(r)}(⃗n) luqevoæ skorosti iz (24.3) (ravno kak i vse proqie parametry polØ smeweniæ (23.1) ploskih voln). �to obstoØtel~stvo nahodit svoe (fiziqeskoe) ob¨Øsnenie v ramkah predstavleniæ o lokal~noploskih volnah (iz p. 1 §8), poluqa¸wih zaverxennu¸ formu v formalizme luqevogo metoda.

RASPROSTRANENIE SE`SMIQESKIH VOLNOVYH POLE` 63

3. Kak sleduet iz §8, a v zaverxennom vide – iz formalizma luqevogo metoda, poverhnosti Σ_r luqevyh skorosteæ igra¸t vaßnu¸ rol~ pri opisanii frontov voln, vozbußdaemyh sosredotoqennymi istoqnikami (v to vremØ, kak linii l_r luqevyh skorosteæ ne naxli poka fiziqeskih priloßeniæ). Poverhnosti ße

S_r vektorov refrakcii ne predstavlØ¸t (poka) samostoØtel~no-

go interesa. Odnako seqeniØ poverhnosteæ S_r “ploskostØmi padeniØ”, privodØwie k krivym R_r vektorov refrakcii (iz p. 3

§23) naxli ves~ma poleznye priloßeniØ pri opisanii processov otraßeniØ-prelomleniØ voln na granicah razdela anizotropnyh uprugih sred. Pri fftom v strogoæ forme takie processy rassmatriva¸tsØ v ramkah teorii ploskih voln, formalizm kotoroæ dopuskaet fiziqeski-oqevidnye (priblißennye) obobweniØ na sluqai lokal~no-ploskih volnovyh poleæ. Poslednie ße priobreta¸t okonqatel~nyæ (toqnyæ) smysl v formalizme luqevogo metoda.

ImeØ v vidu dal~neæxie rassmotreniØ processov otraßeniØprelomleniØ voln na granicah razdela anizotropnyh uprugih sred, predstavlØetsØ poleznym poznakomit~sØ bolee podrobno s krivymi R_r vektorov refrakcii vseh tipov (r = 1, 2, 3) i s osnovnymi ih svoæstvami.

4. V p. 3 §23 rassmatrivalis~ ploskie volny vida (23.1), rasprostranØ¸wiesØ v proizvol~no-vybiraemoæ “ploskosti padeniØ” x_3 = 0, orty normaleæ i vektory refrakcii kotoryh predstavlØ¸tsØ v vide

⃗n = n_1⃗i_1 + n_2⃗i_2; ⃗κ^{(r)} = κ^{(r)}_1 ⃗i_1 + κ^{(r)}_2 ⃗i_2. (24.10)

Pri fftom sostavlØ¸wie takih vektorov opredelØlis~ vyraßeniØmi

n_1 = sin θ, n_2 = cos θ; κ^{(r)}_1 (θ) = sin θ v_r (θ)

, κ^{(r)}_2 (θ) = cos θ v_r (θ) (24.11)

qerez ugol padeniØ θ, otsqityvaemyæ ot osi^{−→}Oκ_2 (ort ⃗i_2) k osi −→ Oκ_1 (ort ⃗i_1) po hodu qasovoæ strelki.

Krivye R_r vektorov refrakcii iz (24.1), opredelØemye parametriqeskimi uravneniØmi

κ_1 = κ^{(r)}_1 (θ), κ_2 = κ^{(r)}_2 (θ), κ_3 = 0 (24.12)

64 G. I. PETRAXEN^

pri znaqeniØh κ^{(r)}r iz (24.10), raspolaga¸tsØ, oqevidno, v seqenii poverhnosteæ S_r vektorov refrakcii iz p. 2 ploskost~¸

κ_3 = 0. Pri fftom vektor (prostranstvennoæ) normali ⃗m^0_r k po-

verhnosti S_r v ee toqke N_r iz ploskosti padeniØ predstavlØetsØ v vide

⃗m^0_r = ⃗m^{(r)}_‖ + ⃗m^{(r)}_3 ⃗i_3, (24.13)

gde ⃗m^{(r)}_‖ – sostavlØ¸waØ orta normali ⃗m^0_r v ploskosti padeniØ (x_3 = 0). Pofftomu veliqina ⃗m_r = ⃗m^{(r)}_‖ | | ⃗m^{(r)}_‖ | | (24.14)

okazyvaetsØ ortom normali k (ploskoæ) krivoæ R_r vektora refrakcii.

Qto ße kasaetsØ (vaßnogo) rezul~tata iz p. 2 o parallel~- nosti vektora ⃗ξ^{(r)}(N_r ) luqevoæ skorosti v toqke N_r ∈ S_r ortu normaleæ ⃗m^0_r iz (24.13), to on privodit k ravenstvu ⃗ξ^{(r)}(N_r ) = |⃗ξ^{(r)}| ⃗m^0_r ≡ |⃗ξ^{(r)}| ( ⃗m^{(r)}_‖ + ⃗m^{(r)}_3 ⃗i_3 ) , iz kotorogo vyteka¸t trebuemye nam sootnoxeniØ vida ( ⃗i_2 ⃗ξ^{(r)} ) = | |⃗ξ^{(r)} | | ( ⃗i_2 ⃗m^{(r)}_‖ ) = | |⃗ξ^{(r)} | | | | ⃗m^{(r)}_‖ | | ( ⃗i_2 · ⃗m_r ) (24.15)

pri l¸byh ortah ⃗i_1 i ⃗i_2 ploskosti padeniØ.

Iz sootnoxeniæ (24.15) sleduet, qto fakt naliqiØ u vektora luqevoæ skorosti ⃗ξ^{(r)}(N_r ) sostavlØ¸weæ, parallel~noæ ortu ⃗i_2, strogo opredelØetsØ naliqiem takoæ sostavlØ¸weæ u orta

⃗m_r (N_r )

(iz (24.14)) normali k ploskoæ krivoæ R_r vektorov refrakcii. Takim obrazom, po napravleni¸ (vnexnih) normaleæ ⃗m_r (N_r ) k krivym R_r moßno sudit~ o tom, rasprostranØetsØ li volna (harakterizuemaØ luqevoæ skorost~¸ ⃗ξ^{(r)}(N_r )) v storonu, opredelØemu¸ ortom ⃗i_2, ili net. A ffto oznaqaet, qto krivye R_r vektorov refrakcii (v vybrannoæ ploskosti padeniØ) predstavlØet prostoæ i naglØdnyæ sposob uqeta usloviæ izluqeniØ v sluqae anizotropnyh sred.

RASPROSTRANENIE SE`SMIQESKIH VOLNOVYH POLE` 65

5. ObrawaØs~ k bolee podrobnomu rassmotreni¸ krivyh Rr ≡

R_r(θ) vektorov refrakcii iz (24.12), preßde vsego otmetim, qto

vsledstvie oqevidnogo svoæstva

v_r(⃗n ) = v_r(−⃗n ) ili v_r(θ) = v_r(θ ± π)

rexeniæ uravneniæ KristoffelØ (23.3), toqki N_r krivyh R_r na ploskosti ih padeniØ raspolaga¸tsØ simmetriqno otnositel~- no naqal~noæ ih toqki O. (Ot kotoroæ otkladyva¸tsØ vektory

⃗κ^{(r)}(θ) pri postroenii krivyh R_r.)

V prosteæxih, no xiroko rasprostranennyh sluqaØh (kogda vypolnØ¸tsØ neravenstva v_1(θ) > v_2(θ) > v_3(θ) i vse krivye R_r vypuklye) krivye vektorov refrakcii raspolaga¸tsØ tak, kak ffto izobraßeno na ris. 6. Oni ohvatyva¸t drug druga bez vzaimnyh pereseqeniæ, priqem prØmye

κ_1 = ^c = const (24.16)

pereseka¸t kaßdu¸ iz krivyh R_r ne bolee, qem v dvuh toqkah. V toqkah b̃_r krivyh koordinata κ_1 = κ^{(r)}_1 (θ) prinimaet maksimal~- nye, a v toqkah b_r – minimal~nye znaqeniØ. V promeßutoqnyh ße uglah padeniØ θ, sootvetstvu¸wih uqastkam b̃_rã_r b_r krivyh ris. 6 (ßirnye linii) vnexnie normali ⃗m_r k krivym ime¸t poloßitel~noæ (vtoru¸) sostavlØ¸wu¸ (m_r )_2 > 0 (t.e. ( ⃗m_r ·⃗i_2) > 0. Pofftomu pri ukazannyh uxlah padeniØ θ ploskaØ volna (23.1) imeet luqevu¸ skorost~ ⃗ξ^{(r)}(θ), u kotoroæ (⃗ξ^{(r)} ·⃗i_2) > 0. A ffto oznaqaet, qto volna rasprostranØetsØ v storonu vozrasta¸wih znaqeniæ

x_2. Naprotiv togo, uglam padeniØ θ, otveqa¸wim uqastkam b_r a_rb̃_r

krivyh R_r iz ris. 6 (tonkie linii), sootvetstvu¸t ploskie volny, rasprostranØ¸wiesØ v storonu ubyvaniØ znaqeniæ x_2.

V obwem ße sluqae parametrov sredy delo obstoit mnogo sloßnee. Tol~ko vnutrennØØ krivaØ R_1 obladaet preßnimi svoæstvami i peresekaetsØ prØmoæ tipa (24.16) v dvuh toqkah (ili ni v odnoæ).

Qto ße kasaetsØ krivyh R_2 i R_3 vektorov refrakcii, to oni mogut peresekat~sØ drug s drugom v neskol~kih toqkah i imet~ s prØmymi (24.16) bolee dvuh pereseqeniæ. Naliqie vzaimnyh pereseqeniæ krivyh R_2 i R_3 ne skazyvaetsØ na kaqestvennoæ kartine Øvleniæ otraßeniØ-prelomleniØ ploskih voln. Pofftomu, radi sokraweniØ opisaniæ, my ograniqimsØ zdes~ lix~ uqetom pereseqeniæ krivyh R_2 i R_3 s prØmymi vida (24.16), priqem budem sqitat~, qto krivye R_r, (r = 1, 2, 3) ohvatyva¸t drug druga.

66 G. I. PETRAXEN^

FunkciØ κ_1 = κ^{(2)}_1 (θ) (otveqa¸waØ krivoæ R_2 vektora refrakcii, zakl¸qennoæ meßdu krivymi R_1 i R_3 na ris. 6 i 7) moßet imet~ v oblasti θ > 0 ili odin maksimum i nul~ minimumov (toqka b̃_2 na ris. 6), ili ße dva maksimuma (v toqkah b̃_2 i d̃_2 ris. 7) i odin minimum (v toqke c̃_2 ris. 7). FunkciØ ße κ^{(3)}_1 (θ) iz (24.10), (24.11), otveqa¸waØ vnexneæ krivoæ R_r na ris. 6 i 7, moßet imet~ odin maksimum i nul~ minimumov (kak na ris. 6 i 7), ili dva maksimuma i odin minimum. Pri fftom vse upominavxiesØ minimumy dolßny raspolagat~sØ po otnoxeni¸ k maksimumam sootvetstvu¸weæ vnutrenneæ krivoæ R_r tak, qtoby l¸baØ prØmaØ (24.16) peresekalas~ so vsemi tremØ krivymi R_r ne bolee qem v xesti toqkah. Odin iz dostatoqno tipiqnyh sluqaev raspoloßeniØ krivyh vektorov refrakcii R_r priveden na ris. 7. V nem uqastkam krivyh, provedennyh ßirnymi liniØmi, otveqa¸t promeßutki uglov θ, pri kotoryh volna (23.1) rasprostranØetsØ v storonu vozrasta¸wih znaqeniæ x_2.

§25. Zadaqa na otraßenie-prelomlenie ploskih voln na granicah razdela anizotropnyh poluprostranstv. Polnoe vnutrennee otraßenie i neodnorodnye ploskie volny

V zadaqah na otraßenie-prelomlenie ploskih voln na granice razdela anizotropnyh poluprostrnstv, kak i v sluqae izotropnyh uprugih sred, osnovnye zatrudneniØ logiqeskogo haraktera voznika¸t pri postanovkah zadaq. Istoki podobnyh zatrudneniæ odinakovy, priqem v sluqae izotropnyh sred oni obsußdalis~ v §20. Pofftomu zdes~ my ne budem na nih ostanavlivat~- sØ, a primem bez dopolnitel~noæ argumentacii dva dostatoqno pravdopodobnyh utverßdeniØ. Pervoe iz nih vyraßaet ubeßdenie, qto pri otraßenii-prelomlenii na ploskoæ granice razdela dvuh odnorodnyh anizotropnyh sred vozbußda¸tsØ otraßennye i prelomlennye volny, prinadleßawie takße k semeæstvu ploskih voln. Vtoroe ße glasit, qto pod pada¸weæ na granicu razdela dolßna ponimat~sØ ploskaØ volna, vektor luqevoæ skorosti kotoroæ napravlen v storonu granicy razdela (t.e. imeet normal~nu¸ sostavlØ¸wu¸, napravlennu¸ k granice). A pod otraßennymi i prelomlennymi graniceæ volnami sleduet ponimat~ ploskie (odnorodnye ili neodnorodnye) volny, ili uhodØwie ot granicy v ukazannom smysle, ili ße zatuha¸xie do nulØ po mere udaleniØ ot granicy na “beskoneqnost~”. Podobnye

RASPROSTRANENIE SE`SMIQESKIH VOLNOVYH POLE` 67

utverßdeniØ budut imenovat~sØ dalee “usloviØmi izluqeniØ”.

Pomimo izloßennogo uße zdes~ umestno uslovit~sØ, qto fiziqeskiæ smysl pridaetsØ dalee lix~ odnoæ (naprimer) vewestvennoæ qasti zapiseæ volnovyh poleæ v primenØemoæ dalee vs¸du kompleksnoæ forme.

1. ImeØ v vidu dal~neæxie priloßeniØ k zadaqam na otraßenieprelomlenie v ramkah luqevogo metoda, celesoobrazno ishodit~ iz obwih formulirovok v postanovkah zadaq i utoqnØt~ ih lix~ po mere neobhodimosti.

Pust~ v sisteme koordinat {x_k} s naqalom v toqke O zadana ploskost~ ( ⃗x · ⃗m ) = 0 (25.1)

s ortom normali ⃗m, prohodØwaØ qerez toqku O, razdelØ¸waØ sredu na dva uprugih anizotropnyh poluprostranstva ( ⃗x · ⃗m ) > 0, (ν = 1); ( ⃗x · ⃗m ) < 0, (ν = 2), (25.2)

harakterizuemyh postoØnnymi plotnostØmi ρ_ν i uprugimi parametrami ρ_ν , c^{(ν)}_{ik,pq}, λ^{(ν)}_{ik,pq} = 1 ρ_ν c^{(ν)}_{ik,pq}. (25.3) PredpolagaØ, qto poluprostranstva nahodØtsØ, naprimer, v ßestkom kontakte, dopustim, qto iz poluprostranstva ν = 2 na granicu razdela (25.1) padaet odnorodnaØ ploskaØ volna

⃗u^0 = a_0 ⃗A^{(0)} exp iω [ t − ⃗κ^0 · ⃗x ] ; ⃗κ^0 = ⃗n^0 v_0(⃗n^0) (25.4)

nekotorogo fiksirovannogo tipa r = r_0. V rezul~tate vzaimodeæstviØ ee s graniceæ (25.1), v sredah ν = 2 i ν = 1 vozbußda¸tsØ otraßennye i prelomlennye volny

⃗u_2 = 3∑ r=1 a_r ⃗A^{(r)} exp iω [ t − ⃗κ^{(r)} · ⃗x ] , ⃗~u_1 =^3 ∑ r=1 b_r ⃗~A^{(r)} exp iω [ t − ⃗~κ^{(r)} · ⃗x ] , (25.5)

(predstavlØ¸wiesØ naloßeniem ploskih voln treh razliqnyh tipov r), udovletvorØ¸wie uravneniØm dvißeniØ v sredah i

68 G. I. PETRAXEN^

usloviØm izluqeniØ, pritom takie, qto na granice razdela (25.1) vypolnØ¸tsØ (lineænye) sootnoxeniØ kontakta

⃗u^0 + ⃗u_2 = ⃗~u_1; ⃗t_m^{(2)}(⃗u^0 + ⃗u_2) = ⃗t_m^{(1)} ⃗~u_1) (25.6)

pri znaqeniØh ⃗x iz (25.1). (Zdes~ ⃗t_m^{(ν)} oboznaqaet vektor naprØßeniæ polØ na granice razdela.)

Kak i v sluqae izotropnyh sred zadaqa sostoit v opredelenii vseh parametrov otraßennyh i prelomlennyh voln iz (25.5) po izvestnym znaqeniØm parametrov pada¸weæ volny (25.4).

Takim obrazom, v logiqeskom otnoxenii postanovka zadaqi v sluqae anizotropnyh kontaktiru¸wih poluprostranstv ne otliqaetsØ ot sluqaØ izotropnyh. RazliqiØ, nosØwie tehniqeskiæ harakter, svodØtsØ: 1) k sposobu vybora parametrov ⃗κ i ⃗A ploskoæ volny s tem, qtoby vyraßeniØ vida (25.4) i (25.5) udovletvorØli uravneniØm i ih fiziqeskomu smyslu; i 2) k tomu faktu, qto v sluqae izotropnoæ sredy monohromatiqeskoe volnovoe pole svoditsØ k volnam (p i s) dvuh nezavisimyh tipov, a v sluqae anizotropii – treh tipov (r = 1, 2, 3).

2. Pri sopostavlenii, radi naglØdnosti, podhodov k rexeni¸ zadaq ukazannogo tipa umestno zametit~ sledu¸wee:

V sluqae izotropnyh sred zadanie, naprimer, perviqnoæ volny, pada¸weæ na granicu (25.1) razdela sred iz sredy ν = 2, svoditsØ, kak izvestno, k vyboru orta normali ⃗n^0 k frontu (opredelØ¸wego napravlenie rasprostraneniØ volny), udovletvorØ¸wego usloviØ izluqeniØ ( ⃗n^0 · ⃗m ) > 0, (25.7)

a takße – k vyboru znaqeniæ

⃗κ^0 = ⃗n^0 v_p , ⃗A^0 = ⃗κ^0, ili ⃗κ^0 = ⃗n^0 v_s , ⃗A^0 = [ ⃗m × ⃗κ^0 ] (25.8)

vektorov refrakcii i vektorov polØrizacii v sluqae pada¸weæ p- ili s-volny (p. 2 §20). Pri ukazannom vybore polØ smeweniæ vida (25.4) i (25.5) okazyva¸tsØ udovletvorØ¸wimi uravneniØm dvißeniØ sredy, a po ortu normali ⃗n^0 k frontu estestvennym obrazom uqityva¸tsØ i trebuemye usloviØ izluqeniØ.

V sluqae ße anizotropii kontaktiru¸wih uprugih poluprostranstv, pri vybrannoæ normali ⃗n^0 k frontu pada¸weæ volny

RASPROSTRANENIE SE`SMIQESKIH VOLNOVYH POLE` 69

(dlØ udovletvoreniØ uravneniØm dvißeniØ) snaqala prihoditsØ rexat~ sistemu uravneniæ (23.2) s usloviem razreximosti (23.3), ili – ffkvivalentnu¸ im sistemu (23.22) i (23.23) dlØ vektorov polØrizacii ⃗A^{(r)}(⃗n^0) i vewestvennyh vektorov refrak- cii ⃗κ^{(r)} = ⃗n^0 v^{(2)}_r (⃗n^0)

, (r = 1, 2, 3) (25.9)

v srede ν = 2.

V rezul~tate fftogo opredelØ¸tsØ vozmoßnye znaqeniØ vektorov refrakcii ⃗κ^{(r)}(⃗n^0) i vektorov polØrizacii ⃗A^{(r)}(⃗n^0) pri

r = 1, 2, 3, podqinennyh usloviØm ortonormirovki (23.9) ili

(24.2). Iz naædennyh takim obrazom znaqeniæ

⃗κ^{(r)}(⃗n^0) i ⃗A^{(r)}(⃗n^0), (r = 1, 2, 3)

otbira¸tsØ znaqeniØ ⃗κ^{(r0)}(⃗n^0) i ⃗A^{(r0)}(⃗n^0) vybrannoæ pada¸- weæ volny, i dlØ nee stroitsØ vektor luqevoæ skorosti ⃗ξ^{(r0)} = 3∑ r=1 ξ^{(r0)}_k ⃗i_k s sostavlØ¸wimi

ξ^{(r0)}_k (⃗n^0) = 3∑ i,p,q=1 λ^{(2)}_{ik,pq} κ^{(r0)}_p (⃗n^0) ⃗A^{(r0)}_q (⃗n^0) ⃗A^{(r0)}_i (⃗n^0) (25.10)

dlØ proverki vypolnimosti usloviØ izluqeniØ (⃗ ξ^{(r0)} · ⃗m ) > 0. (25.11)

Esli takoe uslovie pri ⃗n = ⃗n^0 vypolnØetsØ, to v predstavlenii (25.4) pada¸weæ volny polaga¸t

⃗ξ^0 = ⃗ξ^{(r}0^)(⃗n^0), ⃗A^0 = ⃗A^{(r}0^)(⃗n^0). (25.12)

Esli ße v (25.11) obnarußivaetsØ znak <, to za normal~ (k frontu) pada¸weæ volny berut ort

⃗n^{(r0)} = −⃗n^0.

Podobnymi ße soobraßeniØmi rukovodstvu¸tsØ i pri vybore analitiqeskih predstavleniæ iz (25.5) dlØ otraßennyh i prelomlennyh voln.

70 G. I. PETRAXEN^

Odnako pri opredelenii parametrov otraßennyh i prelomlennyh voln iz (25.5) pervooqerednym (kak i v sluqae izotropii) okazyvaetsØ vybor ortov normaleæ ⃗n^{(r)} i ⃗~n^{(r)} otraßennoprelomlennyh voln po zadannomu ortu ⃗n^0 pada¸weæ volny. Rexenie takoæ problemy proizvoditsØ na osnovanii predvaritel~nogo (kaqestvennogo) uqeta graniqnyh usloviæ (25.6) zadaqi, kotoryæ pozvolØet, krome togo, vnesti nekotorye uproweniØ i v formulirovku rassmatrivaemoæ zadaqi.

3. Iz naibolee obwego svoæstva graniqnyh usloviæ – ih lineænosti otnositel~no argumenta ⃗u vyraßeniØ ⃗t_m^{(r)}[ ⃗u ] vektorov naprØßeniØ na granice razdela – sleduet, qto pri podstanovke v (25.6) vektorov smeweniæ iz (25.4) i (25.5) poluqa¸tsØ odnorodnye sootnoxeniØ, v kaßdoe iz kotoryh mnoßitelem vhodit vyraßenie vida exp iω [ t − (⃗κ · ⃗x ) ] (25.13)

pri znaqeniØh ⃗κ = ( ⃗κ^0, ⃗κ^{(r)}, ⃗~κ^{(r)} ) , soderßawee peremennu¸ ⃗x granicy razdela (25.1).

UsloviØ kontakta (25.6) dolßny vypolnØt~sØ toßdestvenno otnositel~no takoæ peremennoæ ⃗x, qto vozmoßno, oqevidno, tol~- ko pri toßdestvennom vypolnenii sootnoxeniæ ( ⃗κ^{(r)} · ⃗x ) = ( ⃗~κ^{(r)} · ⃗x ) = ( ⃗κ^0 · ⃗x ) (25.14)

otnositel~no vektorov ⃗x, leßawih v ploskosti (25.1). A ots¸da vyteka¸t ravenstva (( ⃗κ^{(r)} − ⃗κ^0 ) · ⃗x ) = (( ⃗~κ^{(r)} − ⃗κ^0) · ⃗x ) ≡ 0, vypolnØ¸wiesØ pri vseh ⃗x iz (25.1), oznaqa¸wie parallel~- nost~ vektorov ( ⃗κ^{(r)} −⃗κ^0 ) i (⃗ ~κ^{(r)} −⃗κ^0 ) ortu normali ⃗m iz (25.1).

Takim obrazom, iz sootnoxeniæ (25.14) sledu¸t predstavleniØ dlØ vektorov refrakcii

⃗κ^{(r)} = ⃗κ^0 + α ⃗m, ⃗~κ^{(r)} = ⃗κ^0 + β ⃗m, (r = 1, 2, 3), (25.15)

gde α i β l¸bye vewestvennye qisla, a takße – ravenstva [ ⃗κ^{(r)} × ⃗m ] = [ ⃗~κ^{(r)} × ⃗m ] = [ ⃗κ^0 × ⃗m ] ≡ ⃗c_0, (25.16)

vyraßa¸wie, kak vyØsnØetsØ (sm. p. 4), zakon Snelliusa.

RASPROSTRANENIE SE`SMIQESKIH VOLNOVYH POLE` 71

SootnoxeniØ (25.15) oznaqa¸t, qto normali ⃗n k frontam vseh voln (ili – vektory refrakcii vseh voln, uqastvu¸wih v processe) leßat v odnoæ i toæ ße ploskosti – v “ploskosti padeniØ”, postroennoæ na vektorah ⃗κ^0 i ⃗m.

�to obstoØtel~stvo pozvolØet uprostit~ vse ishodnye poloßeniØ zadaqi putem vvedeniØ estestvennoæ sistemy koordinat

{x_k}, v kotoroæ graniceæ razdela ØvlØetsØ, naprimer, ploskost~

x_2 = 0 (25.17)

(s ortom normali ⃗m = ⃗i_2), a ploskost~ x_3 = 0 – okazyvaetsØ ploskost~¸ padeniØ v zadaqe na otraßenie-prelomlenie voln. Zdes~ ostaetsØ lix~ otmetit~, vo-pervyh, qto v silu toßdestv (25.14) i vse mnoßiteli vida (25.13) ime¸t toßdestvennye znaqeniØ, qto pozvolØet ih sokrawat~ v sootnoxeniØh (25.6), uqityva¸wih graniqnye usloviØ (sm. p. 5). Vo-vtoryh ße umestno podqerknut~, qto vyvod o ploskosti padeniØ (25.15) i o sootnoxeniØh (25.16) Snelliusa ne zavisØt ot tipa rassmatrivaemyh graniqnyh usloviæ, a ØvlØ¸tsØ lix~ sledstviem ih lineænosti. 4. Pust~ zadaqa na otraßenie-prelomlenie perviqnoæ (pada¸- weæ) volny iz (25.14) stavitsØ v vybrannoæ estestvennoæ sisteme koordinat {x_k}, i pust~ vektor refrakcii pada¸weæ volny opredelØetsØ vyraßeniem

⃗κ^0 = ⃗n^0 v^{(2)}_{r0} (⃗n^0) ≡ sin θ^0

v^{(2)}_{r0} (θ^0) + cos θ^0

v^{(2)}_{r0} (θ^0)

⃗i_2, (25.18)

zadannym v ploskosti x_3 = 0, prinØtoæ za ploskost~ padeniØ (vseh voln). Pri fftom postroenie vektora refrakcii ⃗κ^0 i vektora polØrizacii ⃗A^0 pada¸weæ volny (udovletvor¸weæ uravneniØm dvißeniØ i usloviØm izluqeniØ) proizvoditsØ na osnove uravneniæ (23.2) i (23.3) tak, kak ukazano v p. 2.

Podleßawie ße opredeleni¸ otraßennye i prelomlennye volny, sootvetstvenno v sredah x_2 < 0, (ν = 2) i x_2 > 0, (ν = 1), predstavlØ¸tsØ v vide (25.5) pri uslovii, qto ih vektory refrakcii

⃗κ^{(r)} =

⃗n_2^{(r)}

v^{(2)}_r (⃗n_2^{(r)}) ≡ sin θ_r

v^{(2)}_r (θ_r )

⃗i_1 + cos θ^r v^{(2)}_r (θ_r ) ⃗i_2,

⃗~κ^{(r)} = ⃗~n_2(r) v^{(1)}_r (⃗~n_1^{(r)}) ≡ sin ~θ_r v^{(1)}_r (~θ_r )

⃗i_1 + cos ~θ_r v^{(1)}_r (θ_r ) ⃗i_2, (25.19)

72 G. I. PETRAXEN^

(ime¸wie lix~ dve sostavlØ¸wie) i vektory polØrizacii ⃗A^{(r)} i ⃗~A^{(r)} (ime¸wie v estestvennoæ sisteme koordinat vse tri sostavlØ¸wie) nahodØtsØ (podobno tomu, kak ukazano v p. 2) iz zadaqi dlØ uravneniæ (23.2) i (23.3), otveqa¸wih ortam norma- leæ ⃗n^{(r)} ≡ sin θ_r ⃗i_1 + cos θ_r ⃗i_2,

⃗~n^{(r)} ≡ sin ~θ_r ⃗i_1 + cos ~θ_r ⃗i_2, (25.20)

ukazannyh voln. Pri fftom ugly padeniØ θ_r i ~θ_r takih voln dolßny opredelØt~sØ (pri uqete usloviæ izluqeniØ) iz sootnoxeniæ Snelliusa (25.16), prinima¸wih v estestvennoæ sisteme uoordinat iz p. 3 bolee naglØdnu¸ formu

κ_1 = κ^0_1 = sin ~θ_r v^{(2)}r (~θ_r ) = sin ~θ_r v^{(1)}r (~θ_r ) = sin ~θ^0

v^{(2)}r_0 (θ^0)

. (25.21)

(Otliqie ot sluqaev izotropii sred sostoit zdes~ lix~ v zavisimosti fazovyh skorosteæ rasprostraneniØ voln razliqnyh tipov (r = 1, 2, 3) ot ortov normaleæ k volnovym frontam sootvetstvennyh voln.)

Qto ße kasaetsØ uqeta usloviæ izluqeniØ dlØ otraßennyh i prelomlennyh voln iz (25.5), to on proizvoditsØ razliqnym obrazom v zavisimosti ot togo, realizu¸tsØ li otraßeniØ i prelomleniØ v vide odnorodnyh ploskih voln (25.5), ili ße ta ili inaØ volna okazyvaetsØ (pri rassmatrivaemom znaqenii parametra κ_1 > 0) uße neodnorodnoæ.

V pervom sluqae dlØ otraßennyh i prelomlennyh odnorodnyh ploskih voln

⃗u_2^{(r)} = a_r ⃗A^{(r)} exp iω [ t − ⃗κ^{(r)} · ⃗x ] , ⃗~u_1^{(r)} = b_r ⃗~A^{(r)} exp iω[t − ⃗~κ^{(r)} · ⃗x ] (25.22)

s indeksami r = 1, 2, 3 sleduet (kak ukazano v p. 2) vyqislit~ vektory luqevyh skorosteæ ⃗ξ_2^{(r)}(θ_r ) i ⃗~ξ_1^{(r)}(~θ_r ), i vybor znaqeniæ uglov padeniØ θ_r i ~θ_r iz sootnoxeniæ (25.21) proizvodit~ pri odnovremennom udovletvorenii sootvetstvu¸wego neravenstva iz sledu¸wih usloviæ izluqeniØ ( ⃗ξ_2^{(r)}(θ_r ) ·⃗i_2 ) < 0; ( ⃗ ~ξ_1^{(r)}(~θ_r ) ·⃗i_2 ) > 0. (25.23)

RASPROSTRANENIE SE`SMIQESKIH VOLNOVYH POLE` 73

(Zametim, qto na osnovanii svoæstva central~noæ antisimmetrii krivyh vektorov refrakcii iz (25.4) Øsno, qto takoæ vybor vsegda privodit k odnoznaqnomu rezul~tatu.)

V protivnom sluqae – neodnorodnosti kakoæ-libo volny iz (25.22), pri vewestvennom znaqenii κ_1 = κ^0_1 > 0 iz (25.21) 1-oæ komponenty vektora refrakcii

⃗κ = κ^0_1⃗i_1 + κ_2⃗i_2, (25.24)

vtoraØ ego komponenta v (rezul~tate rexeniØ uravneniØ (23.23)) okazyvaetsØ kompleksnoæ

κ_2 = κ^0_2 ± iα, (α > 0). (25.25)

Togda, v sootvetstvii s ravenstvom exp iω [ t − ⃗κ · ⃗x ] = exp(±ωαx_2) · exp iω [ t − ⃗^κ · ⃗x ] gde oboznaqeno

⃗^κ = κ^0_1⃗i_1 + +κ^0_2⃗i_2,

v sluqae otraßennoæ v oblast~ x_2 < 0, (ν = 2) volny sleduet vybirat~ koren~ ⃗κ^{(r)} = ⃗κ iz (25.24) i (25.25) pri znaqenii +iα v (25.25). V sluqae ße prelomlennoæ v oblast~ x_2 > 0, (ν = 1) volny sleduet vybirat~ koren~ ⃗~κ^{(r)} = ⃗κ pri znaqenii −iα.

5. Posle vybora analitiqeskih predstavleniæ (25.4), (25.5) i (25.22), udovletvorØ¸wih uravneniØm dvißeniØ, uqityva¸wim sootnoxeniØ Snelliusa i usloviØ izluqeniØ, sleduet vozvratit~sØ k okonqatel~nomu uqetu graniqnyh usloviæ (25.6) rassmatrivaemoæ zadaqi. V p. 3 bylo uqteno lix~ svoæstvo lineænosti takih usloviæ, iz kotorogo sledovali sootnoxeniØ Snelliusa, a takße – fakt suwestvovaniØ v zadaqe ploskosti padeniØ. OstaetsØ vospol~zovat~sØ graniqnymi usloviØmi (25.6) dlØ opredeleniØ neizvestnyh ewe amplitudnyh mnoßiteleæ a_r i b_r iz (25.5) otraßennyh i prelomlennyh voln. Obrawat~sØ k fftomu sleduet v estestvennoæ sisteme koordinat iz p. 4, kogda moßno vospol~zovat~sØ formuloæ iz (2.6) dlØ vektora naprØßeniæ ⃗t_m[⃗u] na plowadke s normal~¸ ⃗m = ⃗i_2 qerez pole smeweniæ ⃗u. V takoæ sisteme (dlØ ploskogo polØ ⃗u, rassmatrivaemogo v ploskosti padeniØ x_3 = 0) vyraßeniØ (2.6) svodØtsØ, oqevidno,

74 G. I. PETRAXEN^

k sledu¸wim sootnoxeniØm

⃗t_m^{(ν)}[⃗u ] ≡ ⃗t_2^{(ν)}[⃗u ] = 3∑ k=1 t^{(ν)}_{2k} [⃗u ]⃗i_k,

⃗t_{2k}^{(ν)}[⃗u ] = 3∑ p,q=1 c^{(ν)}_{2k,pq} ∂u_q ∂x_p , ( c^{(ν)}_{ik,pq} = ρ_ν λ^{(ν)}_{ik,pq} ) . (25.26)

Tak, v rezul~tate podstanovki vyraßeniæ ⃗u^0, ⃗u_2 i ⃗~u_1 iz (25.4) i (25.5) v pervoe vektornoe uslovie (25.6), posle sokraweniØ vseh slagaemyh na obwiæ mnoßitel~ exp iω [ t − ⃗κ · ⃗x ] (25.27)

iz (25.13) i (25.14) (sm. konec p. 3) poluqaetsØ pervoe vektornoe uravnenie_3 ∑ r=1 [ b_r ⃗~A^{(r)} − a_r ⃗A^{(r)} ] = a_0 ⃗A^0

dlØ (xesti) amplitudnyh mnoßiteleæ a_r i b_r iz (25.5). Pri perehode k proekciØm na osi estestvennoæ sistemy koordinat (iz p. 4) ono privoditsØ k sisteme treh uravneniæ pervoæ gruppy 3∑ r=1 [ b_r ~A^{(r)}_k − a_r A^{(r)}_k ] = a_0 A^0_k, (k = 1, 2, 3) (25.28)

dlØ upomØnutyh mnoßiteleæ

OstaetsØ uqest~ sootnoxeniØ vida t_{2k} [ ⃗B exp iω(t − ⃗κ · ⃗x) ] = −iω exp iω [ t − ⃗κ · ⃗x ]^3∑ p,q=1 c_{2k,pq} κ_p B_q , v kotoryh ⃗B – oboznaqaet tot ili inoæ postoØnnyæ vektor, poluqa¸wiesØ pri podstanovke vyraßeniæ ⃗u^0, ⃗u^{(r)} i ⃗~u^{(r)} vo vtoroe graniqnoe uslovie iz (25.6). Posle sokraweniØ v nih vseh slagaemyh na obwiæ mnoßitel~ vida iω exp iω [ t − ⃗κ · ⃗x ] ,

RASPROSTRANENIE SE`SMIQESKIH VOLNOVYH POLE` 75

analogiqnyæ mnoßitel¸ iz (25.27), v komponentah na osi estestvennoæ sistemy koordinat iz p. 4 budem imet~ dopolnitel~- nu¸ sistemu iz treh uravneniæ 3∑ r=1 { b_r 3∑ p,q=1 c^{(1)}_{2k,pq}~κ^{(r)}_p ~A^{(r)}_q − a_r 3∑ p,q=1 c^{(2)}_{2k,pq} κ^{(r)}_p A^{(r)}_q } =

= a_0 3∑ p,q=1 c^{(2)}_{2k,pq} κ^0_p A^0_q , (k = 1, 2, 3) (25.29)

vtoroæ gruppy dlØ xesti amplitudnyh mnoßiteleæ a_r i b_r, (r = 1, 2, 3). Pri fftom iz ffnergetiqeskih soobraßeniæ (podobnyh soobraßeniØmi iz p. 3 §26) sleduet, qto opredelitel~ sistemy (25.28), (25.29) (pri podstanovke v nego istinnyh znaqeniæ veliqin ⃗κ^{(r)}, ~⃗κ^{(r)}, ⃗A^{(r)} i ⃗~A^{(r)}) vsegda otliqen ot nulØ. Vsledstvie fftogo qislennye znaqeniØ amplitudnyh mnoßiteleæ a_r i

b_r ih (25.5) opredelØ¸tsØ odnoznaqno iz poluqennoæ sistemy

algebraiqeskih uravneniæ (25.28) i (25.29).

6. Izloßennym uße isqerpyvaetsØ formalizm qislennogo rexeniØ zadaqi na otraßenie-prelomlenie zadannoæ ploskoæ volny na ploskoæ granice razdela dvuh anizotropnyh odnorodnyh uprugih poluprostranstv. Odnako zdes~ estestvenno voznikaet i vtoraØ zadaqa na kaqestvennoe rassmotrenie Øvleniæ otraßeniØ-prelomleniØ takih voln pri nepreryvno-izmenØ¸- wihsØ uglah padeniØ ishodnoæ volny v dopustimyh ih predelah

−π < θ < π. Soderaßnie takoæ zadaqi imeet oqevidnyæ fiziqeskiæ smysl, a rexenie – dopuskaet predel~no-naglØdnye poØsneniØ, ispol~zu¸wie svoæstva krivyh vektorov refrakcii iz §24.

Dopustim dlØ opredelennosti, naprimer, qto sredam x_2 < 0 (ν = 2) i x_2 > 0 (ν = 1) otveqa¸t sootvetstvenno ris. 6 i 7.

Pada¸waØ volna (25.4) vsegda zadaetsØ v vide odnorodnoæ ploskoæ volny nekotorogo tipa r, harakterizu¸weæsØ odnoæ iz krivyh refrakcii na ris. 6. Po uglu padeniØ θ fftoæ volny opredelim znaqenie κ^0_1(θ) = sin θ/v_0(θ) i na ris. 6 i 7 provedem prØmye κ_1 = κ^0_1(θ). Esli r = 1 (ili ße r = 2, r = 3, no ugol padeniØ θ dostatoqno mal), to ukazannaØ prØmaØ peresekaet na ris. 6 uqastki krivyh refrakcii, provedennye tonkimi liniØmi, v treh toqkah, sootvetstvu¸wih uglam padeniØ θ_1, θ_2 i θ_3

76 G. I. PETRAXEN^

otraßennyh voln vseh treh tipov. Podobnye ße toqki pereseqeniØ prØmoæ na ris. 7 s uqastkami krivyh refrakcii, provedennye ßirnymi liniØmi, opredelØ¸t ugly padeniØ ~θ_1, ~θ_2 i ~θ_3 prelomlennyh voln. Pri fftom poka predpolagalos~, qto

max ~κ^{(1)}_1 > κ^{(0)}_1 (θ), (25.30)

t.e. qto maksimum abscissy ~κ^{(1)}_1 (θ) krivoæ refrakcii s nomerom

r = 1 na ris. 7 prevoshodit znaqenie κ^0_1(θ) pada¸weæ volny. Po

znaqeniØm naædennyh uglov θ_ν i ~θ_μ opredelØ¸tsØ vse kinematiqeskie parametry otraßennyh i prelomlennyh (25.22) odnorodnyh ploskih voln i, sledovatel~no, opredelØ¸tsØ vse (vewestvennye) kofffficienty sistemy uravneniæ (25.28) i (25.29) dlØ amplitudnyh mnoßiteleæ a_ν i b_ν (kotorye takße okazyva- ¸tsØ vewestvennymi).

Pri izmenenii ugla padeniØ θ veliqina pervoæ komponenty

κ^0_1(θ) vektora refrakcii pada¸weæ volny moßet uveliqivat~sØ,

vsledstvie qego moßet izmenØt~sØ i harakter pereseqniØ prØmymi κ_1 = k^0_1(θ) krivyh refrakcii pri r = 1, 2, 3, izobraßennyh na ris. 6 i 7. V prØmoæ zavisimosti ot fftogo izmenØetsØ qislo vewestvennyh i kompleksnyh korneæ uravneniØ (23.23) iz §23 p. 3 i, sledovatel~no, harakter protekaniØ processa otraßeniØprelomleniØ. Ne obrawaØ snaqala vnimaniØ na ØvleniØ, svØzannye s otraßennymi volnami, budem sqitat~, qto imeetsØ vozmoßnost~ uveliqivat~ (kak ffto delaetsØ dalee) znaqenie κ^0_1(θ) za sqet uveliqeniØ ugla padeniØ θ, i v ramkah takogo dopuweniØ obsudim voprosy, kasa¸wiesØ vozbußdeniØ prelomlennyh voln.

7. Esli κ^0_1(θ) vozrastaet tak, qto naqinaet vypolnØt~sØ nervenstvo max ~κ^{(1)}_1 < κ^{(0)}_1 (θ), (25.30^′)

obratnoe (25.30), to v srede naqina¸t voznikat~ ØvleniØ polnogo vnutrennego otraßeniØ, zakl¸qa¸wiesØ v sledu¸wem. Suwestvuet pervyæ predel~nyæ ugol padeniØ

max ~κ^{(1)}_1 = κ^0_1 ( θ^{(1)}pr ) (25.31)

i takoæ, qto pri uglah padeniØ θ iz promeßutka 0 < θ < θ^{(1)}pr process protekaet v toqnosti tak ße, kak i sluqae neravenstva

RASPROSTRANENIE SE`SMIQESKIH VOLNOVYH POLE` 77

(25.30). Pri uglah ße θ > θ^{(1)}pr prØmaØ κ_1 = κ^0_1(θ) uße ne peresekaet na ris. 7 krivoæ refrakcii s nomerom r = 1.

Esli pri θ > θ^{(1)}pr ewe vypolnØetsØ neravenstvo

κ^0_1(θ) < min ~κ^{(2)}_1 (25.32)

(gde min ~κ^{(2)}_1 oboznaqaet abscissu krivoæ refrakcii s nomerami

r = 2 na ris. 7 v toqke ~c_2 ee minimuma), to upomØnutaØ prØ-

maØ peresekaet na ris. 7 uqastki, izobraßennye ßirnymi liniØmi, kaßdoæ iz krivyh refrakcii s nomerami r = 2 i r = 3 tol~ko v odnoæ toqke, otveqa¸weæ sootvetstvenno uglam padeniØ ~θ_2 i ~θ_3. (Kak sleduet iz §23 p. 5, uravnenie (23.23) pri

κ_3 = 0, κ_1 = κ^0_1(θ) imeet v takom sluqae qetyre vewestvennyh

i dva kompleksno-soprØßennyh kornØ). Po znaqeniØm uglov ~θ_2 i

~θ_3 odnoznaqno opredelØ¸tsØ parametry (~κ(μ) i ⃗~A^{(μ)}) dvuh kvazi-

popereqnyh voln iz (25.5) s nomerami r = 2 i r = 3.

Qto ße kasaetsØ kvaziprodol~noæ volny, t.e. volny iz (25.5) s nomerom r = 1, to ona realizuetsØ v vide neodnorodnoæ ploskoæ volny, rasprostranØ¸weæsØ vdol~ granicy razdela x_2 = 0 i ime¸weæ amplitudu, ffksponencial~no ubyva¸wu¸ do nulØ pri vozrastanii x_2 > 0. SostavlØ¸wie vektora polØrizacii takoæ volny opredelØ¸tsØ iz sistemy uravneniæ (23.22) (vypisannoæ dlØ sredy ν = 1), v kotoru¸ vmesto κ^{(1)}p sleduet podstavlØt~ znaqeniØ κ^{(1)}_3 = 0, κ^{(1)}_1 = κ^0_1(θ) i κ^{(1)}_2 = κ_2, gde κ_2 – sootvetstvu¸wiæ kompleksno-soprØßennyæ koren~ uravneniØ (25.23).

V rezul~tate opredelØ¸tsØ vse parametry voln iz (25.5), priqem ih kofffficienty okazyva¸tsØ uße kompleksnymi. Vsledstvie fftogo kompleksnymi okazyva¸tsØ i znaqeniØ a_μ, b_μ amplitudnyh mnoßiteleæ iz (25.5).

V teh ße sluqaØh, kogda imeetsØ vozmoßnost~ uveliqivat~ znaqenie κ^0_1(θ) tak, qto neravenstvo (25.32) uße ne vypolnØetsØ, prihoditsØ govorit~ o vtorom predel~nom ugle θ^{(2)}pr , opredelØemom ravenstvom

κ^0_1 ( θ^{(2)}pr ) = min ~κ^{(2)}_1 . (25.33)

(Zametim, qto tak kak my uslovilis~ funkci¸ κ^0_1(θ) sqitat~ vozrasta¸weæ lix~ za sqet uveliqeniØ ugla θ, to okazyvaetsØ

θ^{(1)}pr < θ^{(2)}pr . Pri uglah padeniØ θ < θ^{(2)}pr process protekaet tak

78 G. I. PETRAXEN^

ße, kak i v sluqae neravenstva (25.32). Pri znaqeniØh ße ugla padeniØ θ > θ^{(2)}pr , no takih, qto ewe

κ^0_1(θ) < inf [ max ~κ^{(2)}_1 ] (25.34)

(gde inf [ max ~κ^{(2)}_1 ] oboznaqaet naimen~xee iz dvuh maksimal~nyh znaqeniæ ~κ^{(2)}_1 v toqkah ~b_2 i ~d_2 iz ris. 7), razygryvaetsØ novoe Øvlenie, ne ime¸wee analoga v sluqae izotropnyh sred. Ono zakl¸qaetsØ v tom, qto upominavxaØsØ neodnorodnaØ (poverhnostnaØ) kvaziprodol~naØ volna isqezaet, a vmesto nee poØvlØetsØ vtoraØ odnorodnaØ kvazipopereqnaØ volna (25.5) s nomerom

r = 2, otveqa¸waØ toqke pereseqeniØ prØmoæ κ_1 = κ^0_1(θ) s uqast-

kom c̃_2b̃_2, izobraßennym ßirnoæ linieæ na ris. 7. Takim obrazom, pri uglah padeniØ θ, pri kotoryh vypolnØ¸tsØ neravenstva

min ~κ^{(2)}_1 < κ^0_1(θ) < inf [ max ~κ^{(2)}_1 ] , vse tri prelomlennye volny okazyva¸tsØ odnorodnymi i kvazipopereqnymi. Pri dal~neæxem vozrastanii κ^0_1(θ) poØvlØ¸tsØ tretiæ, qetvertyæ i pØtyæ predel~nye ugly polnogo vnutrennego otraßeniØ na prelomlennyh volnah. Tretiæ predel~nyæ ugol, opredelØemyæ ravenstvom

κ^0_1 ( θ^{(3)}pr ) = inf [ max ~κ^{(2)}_1 ] , harakterizuetsØ tem, qto pri uglah padeniØ θ, udovletvorØ¸wih neravenstvu θ^{(3)}pr < θ < θ^{(4)}pr , gde θ^{(4)}pr opredelØetsØ usloviem

κ^0_1 ( θ^{(4)}pr ) = sup [ max ~κ^{(2)}_1 ] , odna iz upominavxihsØ dvuh kvazipopereqnyh voln s nomerom

r = 2 stanovitsØ neodnorodnoæ poverhnostnoæ volnoæ. Pri fftom

ostal~nye prelomlennye volny po-preßnemu realizu¸tsØ v vide odnorodnyh kvazipopereqnyh voln s nomerami r = 3 i r = 2. (Im otveqa¸t, oqevidno, toqki pereseqeniØ prØmoæ x_1 = k^0_1(θ) s uqastkami krivyh refrakcii, provedennyh na ris. 7 ßirnymi liniØmi, otmeqennymi toqkami ~b_3 ~a_3 b_3 na krivoæ R_3 i toqkami uqastka d̃_2b̃_2 krivoæ R_2, gde toqka d̃_2 ØvlØetsØ toqkoæ pereseqeniØ (ßirnoæ) krivoæ ~c_2~b_2 s prØmoæ k_1 = k_1( ~d_2), prohodØweæ qerez toqku ~d_2 (konec ßirnogo uqastka b_2~a_2 ~d_2 krivoæ R_2 na ris. 7).

Esli ugol θ vozrastaet tak, qto vypolnØ¸tsØ neravenstva

RASPROSTRANENIE SE`SMIQESKIH VOLNOVYH POLE` 79 sup [ max ~κ^{(2)}_1 ] < κ^0_1(θ) < max ~κ^{(3)}_1 ,

to prØmaØ κ_1 = κ^0_1(θ) peresekaet na ris. 7 (v dvuh toqkah) lix~ krivu¸ refrakcii s nomerom r = 3. Po toqke pereseqeniØ, raspoloßennoæ na uqastke ~b_3~a_3b_3 krivoæ, provedennoæ ßirnoæ linieæ, opredelØetsØ prelomlennaØ kvazipopereqnaØ odnorodnaØ ploskaØ volna s nomerom r = 3. Ostal~nye ße dve prelomlennye volny (otveqa¸wie kompleksno-soprØßennym kornØm κ_2 uravneniØ (23.23), u kotoryh Im κ_2 > 0) realizu¸tsØ v vide neodnorodnyh poverhnostnyh voln. Vektory polØrizacii A^{(r)}_i ≡ ~A^{(r)}_i takih voln opredelØ¸tsØ iz sistemy uravneniæ (23.22), vypisannoæ dlØ sredy ν = 1, v kotoru¸ vmesto κ^{(r)}p podstavlØ¸tsØ znaqeniØ κ^{(r)}_3 = 0, κ^{(r)}_1 = κ^0_1(θ) i κ^{(r)}_2 = κ^{(1,2)}_2 , gde κ^{(1,2)}_2 – dva (iz qetyreh) kompleksno soprØßennyh kornØ uravneniØ (23.23), vybrannyh tak (Im κ^{(1,2)}_2 > 0), qtoby v srede ν = 1 (x_2 > 0) udovletvorØlis~ usloviØ izduqeniØ.

Nakonec, esli vypolnØ¸tsØ neravenstva

κ^0_1(θ) > κ^0_1 ( θ^{(5)}pr ) ≡ max ~κ^{(3)}_1 ,

to vse prelomlennye volny realizu¸tsØ v vide neodnorodnyh poverhnostnyh voln, i t.d.

8. Izloßennoe v p. 7, po-vidimomu, uße dostatoqno polno osvewaet suwestvo obsußdaemogo voprosa, tak qto net neobhodimosti obrawat~sØ k rassmotreni¸ Øvleniæ polnogo vnutrennego otraßeniØ na otraßennyh volnah. Naliqie ili otsutstvie teh ili inyh Øvleniæ takogo roda tesneæxim obrazom uvØzyvaetsØ s osobennostØmi formy i raspoloßeniØ na ploskosti padeniØ

x_1Ox_2 (v estestvennoæ dlØ processa otraßeniØ-prelomleniØ ko-

ordinatnoæ sisteme iz p. 4) krivyh vektorov refrakcii, postroennyh dlØ ploskih voln vseh tipov (r = 1, 2, 3), rasprostranØ¸- wihsØ v sredah s parametrami uprugih poluprostranstv x_2 > 0 (ν = 1) i x_2 < 0 (ν = 2). VyØvlenie takih osobennosteæ v obsußdaemoæ zadaqe, kak my videli v p. 7 na primere prelomlennyh voln, proizvoditsØ na osnove seqeniØ krivyh vektorov refrakcii prØmymi κ_1 = κ^0_1(θ), qto srazu ße privodit k kaqestvennym zakl¸qeniØm otnositel~no vewestvennyh i kompleksnyh korneæ uravneniØ (23.23) i, sledovatel~no, otnositel~no

80 G. I. PETRAXEN^

odnorodnosti ili neodnorodnosti kaßdoæ iz otraßennyh i prelomlennyh voln. A ffto polnost~¸ opredelØet v kaqestvennom otnoxenii fiziqesku¸ kartinu, v ramkah kotoroæ realizuetsØ process otraßeniØ-prelomleniØ.

V algoritmiqeskom ße otnoxenii vo vseh bez iskl¸qeniØ sluqaØh delo svoditsØ k sledu¸wemu: 1) k nahoßdeni¸ xesti korneæ κ_2 uravneniØ (23.23), vypisyvaemogo dlØ kaßdoæ iz sred

ν = 1 i ν = 2, v kotorom polagaetsØ κ^{(r)}_3 = 0, κ^{(r)}_1 = κ^0_1(θ), κ^{(r)}_2 = κ_2;

2) k otboru iz fftih korneæ treh korneæ ~κ^{(r)}_2 v sluqae ν = 1 (treh korneæ κ^{(r)}_2 v sluqae ν = 2), gde r = 1, 2, 3, tak, qtoby v srede

ν = 1 (v srede ν = 2) udovletvorØlis~ usloviØ izluqeniØ; 3) k

nahoßdeni¸ normirovannyh po (23.29) rexeniæ ~A^{(r)}_i pri ν = 1 (rexeniæ A^{(r)}_i pri ν = 2), (r = 1, 2, 3), sistemy uravneniæ (23.22), vypisannoæ dlØ sredy ν = 1 (dlØ sredy ν = 2), v kotoru¸ podstavlØ¸tsØ znaqeniØ κ^{(r)}_3 = 0, κ^{(r)}_1 = κ^0_1(θ) i znaqenie ~κ^{(r)}_2 pri ν = 1 (znaqenie κ^{(r)}_2 pri ν = 2), otobrannye v sootvetstvii s uslovi- Ømi izluqeniØ, nakonec, 4) k podstanovke v sistemy uravneniæ (25.28) i (25.29) naædennyh znaqeniæ parametrov A^{(r)}_i , κ^{(r)}_i i ~A^{(r)}_i ,

~κ^{(r)}_i , (r = 1, 2, 3) otraßennyh i prelomlennyh voln (ravno kak i

analogiqnyh parametrov dlØ pada¸weæ volny) i k rexeni¸ poluqa¸weæsØ sistemy uravneniæ.

Sleduet podqerknut~, vo-pervyh, qto vsledstvie normirovannosti na edinicu vektorov polØrizacii pada¸weæ, otraßennyh i prelomlennyh voln amplitudnye mnoßiteli a_μ i b_μ iz (25.5), opredelØemye v rezul~tate rexeniØ sistemy uravneniæ (25.28) i (25.29) ime¸t smysl kofffficientov otradeniØ-prelomleniØ voln. Pri fftom, tak kak pada¸waØ volna (25.4) moßet otnosit~- sØ k trem razliqnym tipam ploskih voln, v sluqae anizotropnyh sred prihoditsØ upotreblØt~ 18 kofffficientov otraßeniØprelomleniØ vmesto vos~mi kofffficientov tipa SV i dvuh tipa SH v sluqae izotropnyh sred. I, vo-vtoryh, qto pri rassmotrenii Øvleniæ polnogo vnutrennego otraßeniØ v sluqae konkretno vybrannogo tipa r = r^0 pada¸weæ volny (25.4) sleduet uqityvat~ ograniqennost~ veliqiny κ^0_1(θ). PoslednØØ moßet izmenØt~- sØ lix~ v predelah, otveqa¸wih uqastku krivoæ refrakcii so znaqkom r = r_0 (postroennoæ dlØ sredy ν = 2), soglasu¸wemusØ s faktom padeniØ volny (25.4) na granicu x_2 = 0 iz poluprostranstva x_2 < 0. Na ris. 6 i 7 takie uqastki krivyh vosproizvedeny

RASPROSTRANENIE SE`SMIQESKIH VOLNOVYH POLE` 81

v vide ßirnyh liniæ.

§26. O poverhnostnyh volnah na granicah razdela odnorodnyh anizotropnyh uprugih poluprostranstv

Kak i v sluqae izotropnyh sred k teorii ploskih voln v odnorodnyh anizotropnyh sredah primyka¸t zadaqi na rasprostranenie poverhnostnyh voln vdol~ granicy poluprostranstva, ili – granic razdela dvuh kontaktiru¸wih poluprostranstv. V ideænom otnoxenii takie zadaqi ne otliqa¸tsØ ot analogiqnyh ße zadaq v sluqae izotropnyh uprugih sred. Odnako v obwem sluqae anizotropii ih rexenie okazyvaetsØ neizmerimo bolee gromozdkim, priqem ono dopuskaet lix~ qislennu¸ realizaci¸.

Vsledstvie gromozdkosti – s podhodom k rexeni¸ takih zadaq celesoobrazno znakomit~sØ na prosteæxem primere zadaqi dlØ poluprostranstva, v kotoroæ sut~ podhoda ne podvergaetsØ kakim-libo ograniqeniØm.

1. Ishodnym v zadaqe na rasprostranenie poverhnostnyh monohromatiqeskih voln vdol~ granicy x_2 = 0 odnorodnogo anizotropnogo poluprostrnstva x_2 > 0, harakterizuemogo tenzorom

λ_{ik,pq} = const otnositel~nyh uprugih postoØnnyh i plotnost~¸ ρ = const (analogiqnoæ zadaqe ReleØ v izotropnom sluqae), tak-

ße ØvlØetsØ zadaqa na otraßenie ot svobodnoæ granicy x_2 = 0 poluprostranstva zadannoæ pada¸weæ ploskoæ volny

⃗u_0 = Re α_0 ⃗A^{(0)} exp iω ( t − ⃗r · ⃗κ^{(0)} ) . (26.1)

Zdes~

⃗κ^{(0)} = ⃗n_0 v_0(θ_0)

, ⃗n_0 = sin θ_0⃗i_1 + cos θ_0⃗i_2, (26.2)

vektor refrakcii pada¸weæ volny, zadannoæ v ploskosti padeniØ x_3 = 0, v_0(θ_0) – ee fazovaØ skorost~, a ⃗A^{(0)} – ee vektor polØrizacii. Pri fftom vektor refrakcii vybran tak, qto vektor luqevoæ skorosti ⃗ξ^{(0)}(θ_0) volny udovletvorØet uslovi¸ (⃗ ξ^{(0)}⃗i_2 ) ≡ ξ^{(0)}_2 = 3∑ i,p,q=1 λ_{i2,pq}κ^0_p A^{(0)}_q A^{(0)}_i < 0, (26.3)

vyraßa¸wemu fakt padeniØ volny ⃗u_0 iz (26.1) na granicu x_2 = 0 poluprostranstva x_2 > 0.

82 G. I. PETRAXEN^

Otraßennye graniceæ x_2 = 0 volny predstavlØ¸tsØ vyraßeniØmi

⃗u^{(μ)} = Re a_μ ⃗A^{(μ)} exp iω [ t − ⃗r · ⃗κ^{(μ)} ] , (μ = 1, 2, 3), (26.4)

v kotoryh vektory refrakcii

⃗κ^{(μ)} = ⃗n^{(μ)} v_μ(θ_μ)

, ⃗n^{(μ)} = sin θ_μ ⃗i_1 + cos θ_μ ⃗i_2 (26.5)

vybira¸tsØ takim obrazom, qtoby (v sluqae vewestvennyh znaqeniæ n^{(μ)}_2 = cos θ_μ) dlØ luqevyh skorosteæ voln ⃗u^{(μ)} vypolnØlis~ sootnoxeniØ

ξ^{(μ)}_2 = 3∑ i,p,q=1 λ_{i2,pq}κ^{(μ)}_p A^{(μ)}_q A^{(μ)}_i > 0. (26.6)

V sluqae ße mnimyh znaqeniæ sostavlØ¸wih κ^{(μ)}_2 vektora refrakcii znak vyraßeniØ

cos θ_μ = ±i | cos θ_μ |

vybiraetsØ tak, qto vektor ⃗u^{(μ)} iz (26.4) ubyvaet ffksponencial~no pri vozrastanii rasstoØniØ x_2 > 0 ot granicy x_2 = 0 poluprostranstva do rassmatrivaemoæ toqki polØ.

Pri fftom, v sootvetstvii s §23, zdes~ podrazumevaetsØ, qto znaqeniØ ⃗κ^{(μ)} i ⃗A^{(μ)} opredelØ¸tsØ iz sistemy uravneniæ 3∑ k,p,q=1 λ_{ik,pq} κ^{(μ)}_k κ^{(μ)}_p A^{(μ)}_q − A^{(μ)}_i = 0, (i = 1, 2, 3) (26.7)

s usloviem razreximosti | | | 3∑ i,q=1 λ_{ik,pq} κ^{(μ)}_k κ^{(μ)}_p − δ_{iq} | | | = 0 (26.8)

vida (23.22) i (23.23), v kotoryh za nezavisimyæ parametr beretsØ znaqenie κ_1 = κ^{(μ)}_1 .

2. V sluqae svobodnoæ ot naprØßeniæ granicy x2 = 0 summarnoe pole smeweniæ

⃗u = ⃗u_0 + 3∑ μ=1 ⃗u^{(μ)}

RASPROSTRANENIE SE`SMIQESKIH VOLNOVYH POLE` 83

v poluprostranstve x_2 ¿ 0 dolßno udovletvorØt~ usloviØm [ t_i(⃗u_0) + 3∑ μ=1 t_i(⃗u^{(μ)}) ] x2=0

= 0, (i = 1, 2, 3) (26.9)

pri x_2 = 0 – otsutstviØ naprØßeniØ na granice poluprostranstva. Pri fftom i-Ø sostavlØ¸waØ vektora naprØßeniæ ⃗t_2(⃗u) na granice x_2 = 0 opredelØetsØ vyraßeniem t_i(⃗u) = 3∑ p,q=1 ρλ_{i2,pq} ∂u_q ∂x_p , (i = 1, 2, 3)

vida (25.26).

Podstanovka poleæ smeweniæ ⃗u_0 i ⃗u^{(μ)} iz (26.1) i (26.4) v graniqnye usloviØ (26.9) pri x_2 = 0 privodit k lineænym sootnoxeniØm, slagaemye kotoryh soderßat mnoßiteli vida exp iω ( t − x_1κ^0_1 ) i exp iω ( t − x_1κ^{(μ)}_1 ) , (26.10)

priqem sootnoxeniØ dolßny vypolnØt~sØ toßdestvenno otnositel~no peremennyh x_1 i t. Ots¸da, kak i obyqno, sledu¸t kinematiqeskie sootnoxeniØ

κ^{(μ)}_1 = κ^0_1, (μ = 1, 2, 3), ili sin θ_μ v_μ(θ_μ) = sin θ_μ v_0(θ_0) (26.11)

(Snelliusa) dlØ processa otraßeniØ.

Pri uqete ih, posle sokraweniØ sootnoxeniæ (26.9) na mnoßiteli iz (26.10) (a takße – na iω), poluqaetsØ sistema lineænyh uravneniæ_3 ∑ μ=1 a_μ 3∑ p,q=1 λ_{i2,pq}κ^{(μ)}_p A^{(μ)}_q =

= −a_0 3∑ p,q=1 λ_{i2,pq}κ^0_pA^0_q , (i = 1, 2, 3),

(26.12)

iz kotoroæ opredelØ¸tsØ amplitudnye mnoßiteli a_μ iz (26.4) zadaqi na otraßenie ploskoæ volny iz (26.4) ot granicy x_2 = 0 poluprostranstva x_2 > 0.

84 G. I. PETRAXEN^

3. DlØ suwestvovaniØ rexeniØ sistemy uravneniæ (26.12) neobhodimo, qtoby determinant sistem

| Δ_{iμ} |≠ 0 (26.13)

s fflementami

Δ_{iμ} = 3∑ p,q=1 λ_{iμ,pq}κ^{(μ)}_p A^{(μ)}_q , (i, μ = 1, 2, 3) (26.13^′)

byl otliqen ot nulØ.

V protivnom ße sluqae ravenstva nul¸ takogo determinanta

| Δ_{iμ} |= 0 (26.14)

neodnorodnaØ sistema uravneniæ (26.12) nerazrexima, a odnorodnaØ sistema (26.12) (v kotoroæ a_0 = 0) dolßna imet~ netrivial~nye relxeniØ. Pri fftom oqevidno, qto takie rexeniØ dolßny predstavlØt~sØ v forme, obespeqiva¸weæ otsutstvie potoka ffnergii polØ vglub~ sredy x_2 > 0. Poslednee ße realizuetsØ (kak ffto sleduet iz analiza sistemy uravneniæ (26.7) s toqki zreniØ svoæstv krivyh vektorov refrakcii, postroennyh dlØ rassmatrivaemoæ uprugoæ sredy (sm. §24)), tol~ko v sluqaØh, kogda vse sostavnye fflementy ⃗u^{(μ)} polØ iz (26.4) okazyva¸tsØ neodnorodnymi ploskimi volnami.

V sluqae pravoæ qasti sistemy uravneniæ (26.12), zadannoæ v forme l¸boæ odnorodnoæ ploskoæ volny (26.1), pada¸weæ na granicu x_2 = 0 poluprostranstva i, sledovatel~no, udovletvorØ¸weæ neravenstvu (26.3), sredi otraßennyh ploskih voln ⃗u^{(μ)} iz (26.4) obØzatel~no dolßna prisutstvovat~, hotØ by lix~ odna, odnorodnaØ ploskaØ volna, udovletvorØ¸waØ neravenstvu (26.6), t.e. – oblada¸waØ potokom ffnergii, otteka¸wim ot granicy x_2 = 0 vglub~ sredy x_2 > 0. Pofftomu v takom sluqae dolßen suwestvovat~ i kakoæ-to pritok ffnergii k granice x_2 = 0, vozmoßnyæ lix~ za sqet pada¸weæ odnorodnoæ ploskoæ volny. Takim obrazom, razreximaØ sistema uravneniæ (26.12) dolßna byt~ neodnorodnoæ (a_0 ≠ 0) i dolßno vypolnØt~sØ uslovie (26.13).

Raverstvo ße (26.14), obespeqiva¸wee suwestvovanie rexeniØ odnorodnoæ sistemy uravneniæ (26.12), moßet imet~ mesto lix~ pri znaqeniØh κ^0_1 iz (26.11), pri kotoryh uravnenie (26.8)

RASPROSTRANENIE SE`SMIQESKIH VOLNOVYH POLE` 85

(otnositel~no znaqeniæ vtoryh sostavlØ¸wih κ^{(μ)}_2 vektorov refrakcii ⃗κ^{(μ)}) ne imeet uße vewestvennyh korneæ. DlØ fftogo neobhodimo, qtoby okazalos~

κ^{(μ)}_1 ¿ κ^0_{1 max}, (26.15)

gde κ^0_{1 max} oboznaqaet maksimal~noe znaqenie sostavlØ¸weæ κ_1 iz vseh treh krivyh vektorov refrakcii iz ris. 6 i 7.

Takim obrazom, poverhnostnye volny v poluprostranstve x_2 ¿ 0 mogut vozbußdat~sØ lix~ v sluqaØh vektorov refrakcii ⃗κ^{(μ)}, pervaØ sostavlØ¸waØ κ_1 kotoryh udovletvorØet neravenstvu (26.15) i okazyvaetsØ takoæ, qto udovletvorØetsØ ravenstvo (26.14). Poisk podobnyh sostavlØ¸wih sredi toqek vewestvennoæ osi plotnosti (κ), udovletvorØ¸wih neravenstvu (26.15), udobno proizvodit~ po N~¸tonu. Pri fftom v sluqae uspeha on privodit k uslovi¸ razreximosti odnorodnoæ sistemy uravneniæ (26.12), iz rexeniØ kotoroæ kak raz i opredelØ¸tsØ amplitudnye mnoßiteli a_μ, (μ = 1, 2, 3) poverhnostnoæ volny v anizotropnom uprugom poluprostranstve. GLAVA 9 Luqi i fronty ob¨emnyh voln.

Opisanie volnovyh poleæ v prifrontovyh zonah luqevym metodom Snaqala privoditsØ svodka rezul~tatov §8 i §13, kasa¸wihsØ zadaq na postroenie luqeæ i frontov voln l¸bogo tipa, rasprostranØ¸wihsØ v proizvol~nyh anizotropnyh uprugih sredah. Zatem obsußdaetsØ principial~naØ shema estestvennogo algoritma postroeniØ luqeæ i frontov voln. V osnovnyh ße razdelah glavy privodØtsØ rezul~taty, otnosØwiesØ k koliqestvennomu izuqeni¸ volnovyh uprugih poleæ v prifrontovyh ih zonah v ramkah nulevogo priblißeniØ luqevogo metoda. Luqevoæ metod v sluqae anizotropnyh uprugih sred vpervye byl rassmotren v rabote V. M. Babiqa^1 Odnako on ne byl doveden do sostoØniØ, dopuska¸wego praktiqeskie primeneniØ. SovremennaØ vyqislitel~naØ tehnika legko pozvolØet ustranit~ fftot probel.

1Babiq V. M. “Luqevoæ metod vyqisleniØ intensivnosti volnovyh frontov v sluqae uprugoæ neodnorodnoæ anizotropnoæ sredy,” V kn.: Voprosy dinamiqeskoæ teorii rasprostraneniØ seæsmiqeskih voln. Vyp. 5. Izd-vo LGU, 1961, str. 36–46.

86 G. I. PETRAXEN^

§27. Luqi i fronty ob¨emnyh voln v anizotropnyh uprugih sredah 1. Kak sleduet iz p. 5 §8 i p. 11 §13, esli poverhnost~ volnovogo fronta opredelØt~ uravneniem

τ (x_1, x_2, x_3) − t = 0 (27.1)

otnositel~no (pravovintovoæ) dekartovoæ sistemy koordinat

x_1, x_2, x_3, to funkciØ τ dolßna udovletvorØt~ differencial~-

nomu uravneni¸ v qastnyh proizvodnyh pervogo porØdka H ≡ 3∑ i,k,p,q=1 λ_{ik,pq}p_kp_pA^{(r)}_q A^{(r)}_i = 1, (27.2)

obobwa¸wemu uravnenie ffækonala (13.35) na sluqaæ anizotropii. Zdes~ p_k = ∂τ /∂x_k, λ_{ik,pq} ≡ λ_{ik,pq}(x_1, x_2, x_3) – sostavlØ¸wie tenzora otnositel~nyh uprugih postoØnnyh iz (7.5), zavisØwie ot rassmatrivaemoæ toqki (x_k) sredy, a funkcii A^{(r)}_i ≡ A^{(r)}_i (p, x_k) opredelØ¸tsØ sootvetstvenno tipu r izuqaemoæ volny po pereqislØemym zdes~ algoritmam, sovpada¸wim s algoritmami teorii lokal~no-ploskih voln.

Pust~ v toqke (x_k) anizotropnoæ uprugoæ sredy zadaetsØ po proizvolu ort ⃗n s sostavlØ¸wimi n_k i rassmatrivaetsØ odnorodnaØ sistema uravneniæ 3∑ k,p,q=1 λ_{ik,pq}n_kn_pA^{(r)}_q = v^2_r A^{(r)}_i , (i = 1, 2, 3) (27.3)

dlØ veliqin A^{(r)}_i (⃗n, x_k) s usloviem razreximosti | | | | | 3∑ k,p=1 λ_{ik,pq}n_kn_p − v^2_r δ_{iq} | | | | | = 0. (27.4)

Pust~, krome togo, v_r(⃗n, x_k) oboznaqaet rexenie uravneniØ (27.4), otveqa¸wee kvaziprodol~noæ ili kvazipopereqnoæ volne tipa r, vybrannoe s sobl¸deniem vseh trebovaniæ iz p. 7

§8. Togda pod A^{(r)}_i (⃗p, x_k) iz (27.2) sleduet ponimat~ podqinennoe uslovi¸ normirovki_3 ∑ i=1 |A^{(r)}_i |^2 = 1 (27.5)

RASPROSTRANENIE SE`SMIQESKIH VOLNOVYH POLE` 87

i otveqa¸wee upominavxemusØ znaqeni¸ v_r(⃗n, x_k) rexenie

A^{(r)}_i (⃗n, x_k) sistemy uravneniæ (27.3), v kotorom argument ⃗n za-

menen na ⃗p. Pol~zuØs~ terminologieæ teorii lokal~no-ploskih voln, my budem nazyvat~ veliqiny v_r (⃗n, x_k) ≡ v_r (⃗n) i A^{(r)}_i (⃗n, x_k) ≡

A^{(r)}_i (⃗n) (zavisØwie v sluqae neodnorodnyh sred takße i ot koor-

dinat (x_k) rassmatrivaemoæ toqki sredy) sootvetstvenno fazovoæ skorost~¸ i sostavlØ¸wimi vektora polØrizacii.

Sleduet otmetit~, qto rexeniØ v_r (⃗n) i A^{(r)}_i (⃗n) uravneniæ (27.4) i (27.3) okazyva¸tsØ odnorodnymi funkciØmi ot ⃗n sootvetstvenno pervoæ i nulevoæ stepeni. Pofftomu pri l¸bom znaqenii λ spravedlivy ravenstva

v_r(λ⃗n) = λv_r (⃗n), A^{(r)}_i (λ⃗n) = A^{(r)}_i (⃗n). (27.5^′)

Imenno ffto obstoØtel~stvo i pozvolØet v (27.2) pod A^{(r)}_i podrazumevat~ funkcii A^{(r)}_i (⃗n), v kotoryh vmesto argumenta ⃗n ispol~- zuetsØ differencial~nyæ vektor ⃗p s sootvetstvu¸wimi p_k =

∂τ /∂x_k. Po toæ ße priqine uravneniØ (27.3) i (27.4) moßno pe-

repisat~ v vide 3∑ k,p,q=1 λ_{ik,pq}p_kp_pA^{(r)}_q = A^{(r)}_i , (i = 1, 2, 3) (27.3^′) i | | | | | | 3∑ k,p=1 λ_{ik,pq}p_kp_p − δ_{iq} | | | | | | = 0, (27.4^′)

esli polagat~ n_k = v_r (⃗n)p_k ili p_k ≡ ∂τ ∂x_k = n_k v_r(⃗n) , (k = 1, 2, 3) (27.6)

i podrazumevat~ pod n_k sostavlØ¸wie orta normaleæ k poverhnosti (27.1) volnovogo fronta. Vektor ⃗p s sostavlØ¸wimi iz (27.6) budem nazyvat~ vektorom refrakcii, hotØ i ne budem oboznaqat~ ego posredstvom ⃗κ. V sootvetstvii s (27.6) fftot vektor (ravno kak i funkciØ τ (x_1, x_2, x_3) iz (27.1), opredelØ¸waØ front volny) zavisit ot indeksa r = (1, 2, 3), oboznaqa¸wego tip rassmatrivaemoæ volny. �to vsegda sleduet imet~ v vidu, hotØ takoæ indeks qasto opuskaetsØ, qtoby ne zagromoßdat~ formuly indeksami.

88 G. I. PETRAXEN^

2. DlØ nahoßdeniØ volnovyh frontov (27.1) (kak poverhnosteæ, na kotoryh pole moßet imet~ razryvy nepreryvnosti ili v smeweniØh, ili ße v ih qastnyh proizvodnyh) sleduet postroit~ rexeniØ uravneniØ (27.2), udovletvorØ¸wie sootvetstvu¸wim naqal~nym dannym. Kak sleduet iz §12, taku¸ zadaqu moßno rexat~ metodom harakteristik, v kotorom vmesto (27.2) rassmatrivaetsØ harakteristiqeskaØ sistema obyknovennyh differencial~nyh uravneniæ, dopolnennaØ podhodØwe-vybrannymi naqal~nymi usloviØmi.

UpomØnutaØ harakteristiqeskaØ sistema byla poluqena v p. 11 §13 i zapisyvalas~ v vide (13.43), t.e. dx_m dτ = ξ_m, dp_m dτ = η_m, (m = 1, 2, 3), (27.7) gde ξ_m ≡ ξ^{(r)}_m (⃗n, x_k) = 3∑ i,p,q=1 λ_{im,pq} p_pA^{(r)}_q A^{(r)}_i , (27.8)

η_m ≡ η^{(r)}_m (⃗n, x_k) = − 1 2 3∑ i,k,p,q=1 ∂λ_{ik,pq} ∂x_m p_kp_pA^{(r)}_q A^{(r)}_i , (27.9)

priqem ξ_m ØvlØ¸tsØ sostavlØ¸wimi luqevoæ skorosti (lokal~- no-ploskoæ) volny, vyqislennoæ dlØ toqki (x_k) i orta normaleæ ⃗n s sostavlØ¸wimi iz (27.6). Preßde qem vypisyvat~ naqal~nye usloviØ dlØ sistemy uravneniæ (27.7) (o qem takße xla req~ v

§13), polezno sopostavit~ fftu sistemu s sistemoæ (13.44), t.e. s sistemoæ uravneniæ dx_m dτ = v^2p_m, dp_m dτ = − v_{xm} v , (m = 1, 2, 3) (27.10)

dlØ luqeæ voln v izotropnoæ uprugoæ srede so skorost~¸ rasprostraneniØ v = v(x_k) (ne zavisØweæ ot napravleniØ). 3. Esli sqitat~ izvestnoæ funkciæ τ (x1, x2, x3) iz uravneniØ vida (27.1) dlØ fronta volny v izotropnoæ srede, to moßno vospol~zovat~sØ formulami (13.41), gde n_k = vp_k = v∂τ /∂x_k – sostavlØ¸wie orta normaleæ k frontu. Pri fftom pervaØ gruppa uravneniæ (27.10) perepisyvaetsØ v vide dx_m/dτ = vn_m, qto vyraßaet, vo-pervyh, fakt rasprostraneniØ volny vdol~ luqa so skorost~¸ ⃗v = v⃗n i, vo-vtoryh, fakt ortogonal~nosti luqa k frontu v kaßdoæ toqke ih pereseqeniØ.

RASPROSTRANENIE SE`SMIQESKIH VOLNOVYH POLE` 89

Sootvetstvenno fftomu pervaØ gruppa uravneniæ (27.7) takße vyraßaet fakt rasprostraneniØ volny vdol~ luqa s nekotoroæ skorost~¸, a imenno s luqevoæ skorost~¸ ⃗ξ = ⃗ξ^{(r)}(⃗n, x_k), otveqa¸weæ toqke x_k i ortu normaleæ ⃗n, sovpada¸wemu s normal~¸ k volnovomu frontu v toqke ego pereseqeniØ s luqom. Pri fftom kasatel~naØ k luqu, sovpada¸waØ po napravleni¸ s vektorom ⃗ξ, uße ne ortogonal~na frontu, tak kak napravleniØ fazovoæ skorosti v_r(⃗n, x_k)⃗n i luqevoæ skorosti ⃗ξ^{(r)}(⃗n, x_k) v anizotropnyh sredah (poqti vsegda) ne sovpada¸t drug s drugom.

Iz uravneniØ (27.10) luqeæ v izotropnoæ srede vytekaet suwestvovanie pervogo integrala v^2 ∑ p^2_k = const, sootvetstvu¸we-

go uravneni¸ ffækonala (13.36), kotoroe i ØvlØetsØ uravneniem v qastnyh proizvodnyh dlØ volnovyh frontov. Soverxenno tak ße iz uravneniæ (27.7) vytekaet suwestvovanie pervogo integrala

H = const, gde H imeet znaqenie iz (27.2).

Esli po-preßnemu sqitat~ izvestnoæ funkci¸ τ (x_1, x_2, x_3), vhodØwu¸ v uravnenie (27.1) volnovogo fronta, i prodifferencirovat~ po x_m uravnenie (13.36) i uravnenie (27.2), to poluqa¸tsØ sootvetstvenno ravenstva − v_{xm} v = 3∑ k=1 v^2p_k ∂p_k ∂x_m ≡ 3∑ k=1 vn_k ∂p_k ∂x_m , (27.11)

η_m = − 1 2 3∑ i,k,p,q=1 ∂λ_{ik,pq} ∂x_m p_kp_pA^{(r)}_q A^{(r)}_i =

= 3∑ i,k,p,q=1 λ_{ik,pq}A^{(r)}_q A^{(r)}_i ∂p_k ∂x_m = 3∑ k=1 ξ^{(r)}_k ∂p_k ∂x_m , (27.11^′)

levye qasti kotoryh sovpada¸t s pravymi qastØmi vtoryh grupp uravneniæ iz (27.10) i (27.7). Qto ße kasaetsØ pravyh qasteæ fftih ravenstv, to oni takße obnarußiva¸t toßdestvennost~ struktury, tak kak v nih mnoßitelØmi pri ∂p_k/∂x_m v summy po k vhodØt sostavlØ¸wie vn_k i ξ^{(r)}_k skorosti rasprostraneniØ vdol~ luqa sootvetstvenno iz (27.10) i (27.7). Takim obrazom, struktura sistem uravneniæ (27.7) i (27.10) vpolne analogiqna. Razliqie ße sostoit lix~ v tom, qto skorosti rasprostraneniØ volny vdol~ luqa i rasprostraneniØ volnovogo fronta v izotropnyh sredah sovpada¸t, a v sluqae anizotropii

90 G. I. PETRAXEN^

otliqa¸tsØ drug ot druga. Pri fftom volnovoæ front S v anizotropnoæ srede rasprostranØetsØ v napravlenii svoih normaleæ

⃗n(N ), gde N ∈ S, s fazovymi skorostØmi v_r (⃗n, N ), a vdol~ luqa

volna rasprostranØetsØ s luqevoæ skorost~¸ iz (27.8). Zametim v zakl¸qenie, qto pri vyvode ravenstva (27.11^′) bylo uqteno toßdestvo 3∑ i,k,p,q=1 λ_{ik,pq}p_kp_pA^{(r)}_q ∂A^{(r)}_i ∂x_m = 3∑ i=1 A^{(r)}_i ∂A^{(r)}_i ∂x_m = 0,

vyteka¸wee iz (27.3^′) i (27.5).

4. DlØ togo, qtoby sistema obyknovennyh differencial~nyh uravneniæ (27.7) dlØ luqeæ poluqila opredelennost~ v obsußdaemoæ zadaqe o volnovyh frontah, neobhodimo dopolnit~ ee naqal~nymi usloviØmi. Naqal~nye usloviØ dlØ sluqaØ toqeqnogo istoqnika uße privodilis~ v p. 12 §13. Oni mogut byt~ zapisany v vide x_m | |_{τ=0} = x^0_m, p_m | |_{τ=0} = p^0_m ≡ n^{0m} v^0_r

, (m = 1, 2, 3), (27.12)

gde n^0_m – sostavlØ¸wie proizvol~no vybiraemogo v toqke (x^0_m) orta ⃗n^0, t.e.

n^0_1 = α, n^0_2 = β, n^0_3 = √ 1 − α^2 − β^2, (α^2 + β^2 6 1)

pri proizvol~nyh α i β, a v^0_r ≡ v_r(⃗n^0, x^0_k) – znaqenie fazovoæ skorosti volny tipa r v toqke (x^0_m), otveqa¸wee ortu ⃗n^0.

V sluqae ße zadaq “na prodolßenie volnovogo fronta”, kogda poloßenie volnovogo fronta v momenty vremeni t > 0 opredelØetsØ po izvestnomu ego poloßeni¸ S_0

ψ(x_1, x_2, x_3) = 0 (27.13)

v moment t = 0, naqal~nye dannye, oqevidno (sm. p. 8 i 9 §12) sleduet zadavat~ v vide x_m | |_{τ=0}x_m(α, β), p_m | |_{τ=0} = n^m(α, β) v_r(α, β) , (m = 1, 2, 3). (27.14)

Zdes~ α i β – proizvol~nye parametry, koordinaty toqek N na poverhnosti S_0 iz (27.13). PervaØ gruppa uravneniæ iz (27.14)

RASPROSTRANENIE SE`SMIQESKIH VOLNOVYH POLE` 91

faktiqeski ØvlØetsØ parametriqeskim zadaniem toqek poverhnosti (27.13), otnositel~no kotoroæ predpolagaetsØ, qto ona imeet nepreryvnu¸ (luqxe differenciruemu¸) normal~ ⃗n(α, β) v kaßdoæ svoeæ toqke. Qto ße kasaetsØ funkcii v_r(α, β) iz (27.14), to ona sovpadaet s fazovoæ skorost~¸ v_r volny tipa r, vyqislennoæ po (27.4) dlØ toqki x^0_m(α, β) ∈ S_0 sootvetstvenno ortu normaleæ

⃗n(α, β). Oqevidno, qto naqal~nye dannye iz (27.14) udovletvo-

rØ¸t vsem usloviØm vnutrennego soglasovaniØ iz p. 8 §12. 5. Esli sostavlØ¸wie λik,pq(x1, x2, x3) tenzora otnositel~nyh uprugih postoØnnyh sredy okazyva¸tsØ dostatoqno gladkimi funkciØmi ot koordinat (x_k) (naprimer, takimi, qto λ_{ik,pq} nepreryvny vmeste so vsemi ih qastnymi proizvodnymi pervogo i vtorogo porØdka), to sistema differencial~nyh uravneniæ (27.7)–(27.9) imeet edinstvennoe rexenie

x_m = x_m(τ, α, β), p_m = p_m(τ, α, β), (m = 1, 2, 3) (27.15)

pri naqal~nyh usloviØh (27.12) ili (27.14). Pri fftom takoe rexenie okazyvaetsØ nepreryvnym vmeste so vsemi ego qastnymi proizvodnymi pervogo porØdka po peremennym τ, α i β.

Qto ße kasaetsØ funkcii τ (x_1, x_2, x_3), vhodØweæ v uravnenie (27.1) fronta rassmatrivaemoæ volny, to dlØ ee nahoßdeniØ, kak sleduet iz p. 9 §12, nußno vyrazit~ znaqenie τ (x_1, x_2, x_3) iz pervoæ gruppy funkcional~nyh sootnoxeniæ (27.15) ili ße proizvesti inu¸ funkcional~no ffkvivalentnu¸ fftomu operaci¸ (naprimer, naæti na osnove uravneniæ x_m = x_m(τ, α, β) geometriqeskie mesta toqek (x_m), otveqa¸wih znaqeniØm τ = const pri proizvol~nyh izmeneniØh parametrov α i β). No vsledstvie sloßnosti vyraßeniæ (27.8) i (27.9) dlØ pravyh qasteæ sistemy (27.7), ravno kak i zameqaniæ iz p. 3 i 5 §8 o praktiqeskoæ nevozmoßnosti (i bespoleznosti) poluqeniØ analitiqeskih vyraßeniæ dlØ A^{(r)}_i (⃗p), Øsno, qto rexeniØ sistemy uravneniæ (27.7) vozmoßno poluqat~ lix~ qislennymi sposobami. Pofftomu i pri nahoßdenii uravneniæ frontov (27.1) trebu¸wegosØ tipa (r = 1, 2, 3) prihoditsØ primenØt~ qislennye podhody, podobnye postroeni¸ geometriqeskih mest toqek.

Pri qislennyh rexeniØh, kak izvestno, sistema obyknovennyh differencial~nyh uravneniæ pervogo porØdka zamenØetsØ nekotoroæ raznostnoæ sistemoæ algebraiqeskih sootnoxeniæ (poluqaemyh na osnove zameny proizvodnoæ f^′(τ ) koneqnym otnoxeni-

92 G. I. PETRAXEN^

em [f(τ + h) − f(τ )] : h s nekotorym xagom Δτ = h), pozvolØ¸wih stroit~ priblißennye znaqeniØ iskomyh funkciæ v toqkah setki znaqeniæ τ

τ_ν = νh, (ν = 0, 1, 2, . . .) (27.16)

s xagom h > 0. Suwestvuet neskol~ko raznostnyh shem rexeniØ sistemy uravneniæ vida (27.7), otliqa¸wihsØ drug ot druga skorost~¸ stremleniØ priblißennogo rexeniØ k toqnomu pri

h → 0, za kotoru¸ prihoditsØ platit~ cenoæ vyqisleniØ na ka-

ßdom xage pravyh qasteæ uravneniæ (27.7) v bol~xom qisle toqek.

Radi prostoty izloßeniØ algoritma takih vyqisleniæ my vyberem zdes~ prosteæxu¸ raznostnu¸ shemu �ælera, trebu¸- wu¸ vyqisleniØ pravyh qasteæ uravneniæ lix~ v uzlah setki (27.16). Ime¸tsØ osnovaniØ (v tom qisle i fiziqeskogo haraktera) polagat~, qto toqnost~ takoæ shemy okaßetsØ bolee qem dostatoqnoæ dlØ priloßeniæ v seæsmike uß po kraæneæ mere v obozrimom buduwem.

6. OboznaqaØ posredstvom x^{(ν)}m = xm(νh) i p^{(ν)}m = pm(νh) znaqeniØ iskomyh funkciæ v uzlah setki (27.16), perepisyvaem sistemu differencial~nyh uravneniæ (27.7), otveqa¸wih volne rassmatrivaemogo tipa r v raznostnoæ forme

x^{(ν+1)} m = x^{(ν)}_m + hξ_m(ν), p^{(ν+1)}_m = p^{(ν)}_m + hη_m(ν), (27.17)

gde m = 1, 2, 3; ν = 0, 1, 2, . . ., a pod ξ_m(ν) i η_m(ν) podrazumeva¸tsØ posledovatel~no vyqislØemye znaqeniØ pravyh qasteæ uravneniæ (27.7) v uzlovyh toqkah setki (27.16).

VyqisleniØ po takoæ sheme dolßny proizvodit~sØ posledovatel~nymi xagami v izlagaemom niße porØdke s ispol~zovaniem operaciæ O_r(n, x^{(ν)}). Pri fftom pod operacieæ O_r(n, x^{(ν)}) podrazumevaetsØ: 1) vypisyvanie uravneniæ (27.3) i (27.4) dlØ uzlovoæ toqki x^{(ν)} i dlØ tekuwego orta normali ⃗n = ⃗n(ν); 2) nahoßdenie ih rexeniæ v_r(n, x^{(ν)}) i ⃗A^{(r)}(n, x^{(ν)}), otveqa¸wih volne rassmatrivaemogo tipa r; 3) vyqislenie sostavlØ¸wih

p^{(r)}m (n, x^{(ν)}) = n_m/v_r(n, x^{(ν)}) vektora refrakcii vida (27.6) i, na-

konec, 4) vyqislenie funkciæ ξ_m(ν) i η_m(ν) iz (27.8) i (27.9) po naædennym znaqeniØm veliqin A^{(r)}_i (n, x^{(ν)}) i p^{(r)}m (n, x^{(ν)}). Qto ße kasaetsØ posledovatel~nyh xagov, to ih celesoobrazno numerovat~ znaqeniØmi ν = 1, 2, 3, . . . i podrazdelØt~ na dve gruppy, a

RASPROSTRANENIE SE`SMIQESKIH VOLNOVYH POLE` 93

imenno: na predvaritel~nyæ xag s nomerom ν (Pν) i na xag s nomerom ν (Xν).

Itak, postroenie luqeæ volny tipa r proizvoditsØ po raznostnoæ sheme (27.17) uravneniæ (27.7) v sledu¸weæ posledovatel~nosti xagov (Pν) i (Xν):

(X0). Na osnovanii naqal~nyh dannyh (x^0_m, n^0_m) iz (27.12) ili (27.14) vypolnØetsØ operaciØ O_r(n^0, x^0). V rezul~tate,dlØ naqal~noæ uzlovoæ toqki ν = 0 poluqa¸t znaqeniØ: v_r(n^0, x^0),

⃗A (r)(n0, x0), p0_m, ξ0_m(0) i η_m(0).

(P1). Na osnovanii (27.17) dlØ uzlovoæ toqki ν = 1 nahodØt: 1) znaqenie koordinaty toqki x^{(1)}m = x^0_m + hξ_m(0) i 2) predvaritel~nye znaqeniØ ~p^{(1)}m = p^0_m + hη_m(0), po kotorym vyqislØ¸tsØ znaqeniØ sostavlØ¸wih orta normali

n^{(1)}_m =

~p^{(1)}_m √∑ (~p^{(1)}m )^2 .

(X1). Pri naædennyh znaqeniØh x^{(1)}m i n^{(1)}m v uzlovoæ toqke ν = 1 primenØetsØ operaciØ O_r(n^{(1)}, x^{(1)}), privodØwaØ k znaqeniØm v_r (n^{(1)}), ⃗A^{(r)}, (n^{(1)}, x^{(1)}, p^{(1)}_m , ξ^{(1)}_m i η^{(1)}_m ).

(P2). Na osnovanii (27.17) dlØ toqki ν = 2 nahodØt znaqeniØ

x^{(2)}_m = x^{(1)}_m + hξ_m(1), ~p^{(2)}_m = p^{(1)}_m + hη_m(1),

priqem po predvaritel~nym znaqeniØm ~p^{(2)}m sostavlØ¸wih vektora refrakcii vyqislØ¸tsØ sostavlØ¸wie orta normali

n^{(2)}_m =

~p^{(2)}m √∑ (~p^{(2)}m )^2 .

(X2). Pri naædennyh znaqeniØh x^{(2)}m i n^{(2)}m v uzlovoæ toqke ν = 2 primenØetsØ operaciØ O_r(n^{(2)}, x^{(2)}), privodØwaØ k znaqeniØm v_r (n^{(2)}, x^{(2)}), ⃗A^{(r)}(n^{(2)}, x^{(2)}), p^{(2)}_m , ξ^{(2)}_m (2) i η_m(2).

(P3). Na osnovanii (27.17) dlØ toqki ν = 3 nahodØt znaqeniØ

x^{(3)}_m = x^{(2)}_m + hξ_m(2), ~p^{(3)}_m = p^{(2)}_m + hη_m(2)

i t.d.

Ves~ process prodolßaetsØ rekurrentno do koneqnoæ toqki N = (x^{(ν0)}n ), otveqa¸weæ setke (27.16) so znaqeniØmi ν =

94 G. I. PETRAXEN^

0, 1, 2, . . . , ν_0. Pri fftom dlØ togo, qtoby “popast~” v koneqnu¸ toqku N , raspoloßennu¸, naprimer, na nekotoroæ poverhnosti S, moßet okazat~sØ neobhodimym umen~xit~ xag h na poslednem fftape rasqetov.

V svØzi s izloßennym umestno otmetit~, vo-pervyh, qto dlØ postroeniØ fronta volny (esli takaØ zadaqa voznikaet) prihoditsØ stroit~ mnoßestvo luqeæ, vyhodØwih iz toqki (x^0_m) po razliqnym napravleniØm ⃗n^0, i prodolßat~ luqi do toqek

x^{(ν0)}_m (⃗n), otveqa¸wih odinakovym znaqeniØm τ_{ν0} iz (27.16). Upo-

mØnutye toqki dolßny (priblißenno) raspolagat~sØ na iskomom volnovom fronte, a napravleniØ orta normaleæ ⃗n^{(ν0)} v nih dolßny sovpadat~ s normal~¸ k frontu v fftih toqkah.

Vo-vtoryh ße, qto v opisannom processe priblißennogo integrirovaniØ sistemy differencial~nyh uravneniæ (27.7) vdol~ l¸bogo (opredelØemogo e¸) luqa vo vseh uzlovyh toqkah vybrannoæ setki (27.16) opredelØ¸tsØ znaqeniØ: 1) koordinat x^{(ν)}m toqki luqa (otveqa¸weæ uzlu setki); 2) orta normaleæ ⃗n^{(ν)}, opredelØ¸wego normal~ k poverhnosti volnovogo fronta v toqke (x^{(ν)}m ) v moment ego prohoßdeniØ qerez fftu toqku; 3) fazovoæ skorosti v_r (⃗n^{(ν)}, x^{(ν)}m ) rasprostraneniØ fronta volny (v moment prohoßdeniØ ego qerez toqku (x^{(ν)}m )); 4) vektora refrakcii

⃗p^{(r)} = n^{(ν)}/v_r(⃗n^{(ν)}, x^{(ν)}); 5) sostavlØ¸wih A^{(r)}_i (⃗n^{(ν)}, x^{(ν)}_m ) vektora

polØrizacii (kak normirovannogo rexeniØ sistemy uravneniæ (27.3) v toqke (x^{(ν)}m ) pri znaqeniØh ⃗n = ⃗n^{(ν)}, v_r = v_r(⃗n^{(ν)}, x^{(ν)}m ); 6) sostavlØ¸wih ξ^{(r)}m (⃗n^{(ν)}, x^{(ν)}m ) vektora luqevoæ skorosti (napravlennoæ vdol~ luqa), opredelØ¸weæ skorost~ peremeweniØ vdol~ luqa toqki pereseqeniØ fftogo luqa s rasprostranØ¸wimsØ volnovym frontom.

Pofftomu esli, v qastnosti, luq dohodit, naprimer, do toqki N = (x^{(ν)}m ) granicy razdela dvuh sred s normal~¸ ⃗m(N ), to po ortam ⃗m(N ) i ⃗n^{(ν0)} opredelØetsØ ploskost~ padeniØ lokal~noploskoæ volny, svØzannoæ s luqom i harakterizuemoæ ortom normaleæ ⃗n^{(ν0)}, a takße skorostØmi rasprostraneniØ v_r(⃗n^{(ν0)}, x^{(ν0)}m ) i

⃗ξ (r) (⃗n (ν0), x^{(ν0)}_m ). V takoæ ploskosti kak raz i proishodit process

otraßeniØ-prelomleniØ pada¸weæ volny (proteka¸weæ faktiqeski tak ße, kak i v sluqae lokal~no-ploskoæ volny iz §25), a vmeste s nim i process otraßeniØ-prelomleniØ pada¸wego lu-

RASPROSTRANENIE SE`SMIQESKIH VOLNOVYH POLE` 95

qa, v rezul~tate kotorogo opredelØ¸tsØ naqal~nye dannye tipa (27.14) dlØ sistem uravneniæ (27.7) v kaßdoæ iz zadaq po prodolßeni¸ luqa pada¸weæ volny luqom otraßennoæ ili prelomlennoæ volny odnogo iz treh vozmoßnyh tipov r = 1, 2, 3. 7. V zakl¸qenie razdela celesoobrazno privesti rØd vspomogatel~nyh predstavleniæ i ponØtiæ (nußnyh dlØ posledu¸wego), svØzannyh s semeæstvom luqeæ, predstavlennyh v vide funkciæ (27.15) ot luqevyh koordinat τ, α i β, postroennyh v rezul~tate integrirovaniØ sistemy uravneniØ (27.7)–(27.9) pri naqal~nyh usloviØh (27.12) ili (27.14).

Kaßdyæ luq l_{αβ}, vhodØwiæ v semeæstvo (27.15), harakterizuetsØ znaqeniØmi svoih parametrov α i β, priqem v sluqae dostatoqnoæ gladkosti funkciæ iz pravyh qasteæ uravneniæ (27.7)– (27.9) semeæstvo obrazuet (v nekotoroæ okrestnosti oblasti zadaniØ naqal~nyh dannyh) pole luqeæ. Poslednee oznaqaet, qto qerez kaßdu¸ toqku ⃗x polØ prohodit nekotoryæ luq l_{αβ} semeæstva i pritom tol~ko odin.

V oblasti polØ luqeæ sootvetstvie (27.15) meßdu dekartovymi (x_1, x_2, x_3) i luqevymi (τ, α, β) koordinatami polØ

τ ≡ ζ_1, α ≡ ζ_2, β ≡ ζ_3 (27.18)

(oboznaqaemyh zdes~ i dalee, radi udobstva summirovaniæ, qerez posredstvo peremennyh ζ_k) okazyvaetsØ vzaimno odnoznaqnym. Vsledstvie fftogo suwestvu¸t vzaimno-obratnye sistemy funkciæ

x_k = x_k(ζ_1, ζ_2, ζ_3), (k = 1, 2, 3),

ζ_k = ζ_k(x_1, x_2, x_3),

(27.19)

pervaØ gruppa iz kotoryh sovpadaet s pervoæ gruppoæ funkciæ iz (27.15).

V matematiqeskom otnoxenii uslovie vzaimnoæ obratimosti funkciæ iz (27.19) zapisyvaetsØ, kak iz vestno, v vide J ( x ζ ) ≡ ∂(x_1, x_2, x_3) ∂(ζ_1, ζ_2, ζ_3) ≠ { 0, ∞ , (27.20)

gde funkcional~nye opredeliteli (determinanty) J ( x ζ ) i J ( ζ x ) = [ J ( x ζ )]_{−1} (27.20^′)

96 G. I. PETRAXEN^

opredelØ¸tsØ obyqno sootnoxeniØmi vida J ( ζ x ) = ∑ (αβγ (−)^{[αβγ]} ∂ζ_α ∂x_1 ∂ζ_β ∂x_2 ∂ζ_γ ∂x_3 , (27.21)

v kotoryh summirovanie proizvoditsØ po vsem perestanovkam (α, βγ) qisel 1, 2, 3, a [αβγ] oboznaqaet qislo besporØdkov v takoæ perestanovke^2

Odnako bolee udobnym okazyvaetsØ tenzornoe opredelenie ponØtiØ “opredelitel~” qerez posredstvo antisimmetriqnogo psevdotenzora ε_{αβγ} Levi–Qivita. �lementy takogo tenzora opredelØ¸tsØ perestanovkami treh indeksov α, β i γ tak, qto

ε_{123} = 1, a veliqiny ε_{αβγ} – antisimmetriqny otnositel~no pe-

restanovki l¸byh dvuh ih indeksov (naprimer, ε_{αβγ} = −ε_{βαγ} i t.d.).

IshodØ iz klassiqeskogo opredeleniØ (27.21) netrudno ubedit~sØ, qto ffkvivalentnoe emu opredelenie funkcional~nogo opredelitelØ moßet byt~ zapisano v vide e_{abc}J ( ζ z ) = 3∑ α,β,γ=1 ε_{αβγ} ∂ζ_a ∂x_α ∂ζ_b ∂x_β ∂ζ_c ∂x_γ (27.22)

pri l¸byh znaqeniØh a, b i c iz 1, 2, 3. (B&ol~xee udobstva takoæ zapisi proistekaet iz togo, qto summirovanie zdes~ soverxaetsØ po znaqeniØm α, β i γ nezavisimym obrazom).

Esli obe qasti ravenstva (27.22) umnoßit~ na proizvodnu¸

∂x_k/∂ζ_c iz (27.15) (pri uqete oboznaqeniæ (27.18)), a rezul~tat

prosummirovat~ po indeksu “c”, to poluqitsØ sootnoxenie 3∑ c=1 ε_{abc} ∂x_k ∂ξ_c J ( ζ z ) = 3∑ α,β=1 ε_{αβk} ∂ζ_a ∂x_α ∂ζ_b ∂x_β v silu ravenstva 2∑ c=1 ∂ζ_c ∂x_γ ∂x_k ∂ζ_c = δ_{kγ} = { 1, k = γ 0, k ≠ γ }

dlØ proizvodnoæ ot sloßnoæ funkcii x_k(ζ_c(x_γ )) iz (27.19).

2sm. V. I. Smirnov. Kurs vysxeæ matematiki. t. 3, q. 1.

RASPROSTRANENIE SE`SMIQESKIH VOLNOVYH POLE` 97

Differencirovanie takogo ravenstva po x_k s posledu¸wim summirovaniem po znaqku “k” daet znaqenie nul~ 3∑ c=1 ε_{abc} 3∑ k=1 d dx_k [ J ( ζ z ) ∂x_k ∂ζ_c ] = 3∑ α,β,k=1 ε_{αβk} ∂ ∂x_k [ ∂ζ_a ∂x_α ∂ζ_b ∂x_β ] =

= 3∑ α,β,k=1 ε_{αβk} [ ∂^2ζ_a ∂x_k∂x_α ∂ζ_b ∂x_β + ∂ζ_a ∂x_α ∂^2ζ_b ∂x_k∂x_β ] = 0 (27.23)

v silu ravenstv 3∑ α,k=1 ε_{αβk} ∂^2ζ_a ∂x_k∂x_α = 0 i 3∑ β,k=1 ε_{αβk} ∂^2ζ_b ∂x_k∂x_β = 0,

spravedlivyh vsledstvie antisimmetrii po znaqkam α i k (po znaqkam β i k) tenzora ε_{αβk} i simmetrii po takim ße znaqkam vyraßeniæ vtoroæ proizvodnoæ.

OstaetsØ umnoßit~ (27.23) na ε_{abp} i prosummirovat~ rezul~- tat po a i b. �to privodit k ravenstvu 3∑ k=1 ∂ ∂x_k [ J ( ζ x ) ∂x_k ∂ζ_c ] = 0, (c = 1, 2, 3), (27.24)

kotorym pridetsØ vospol~zovat~sØ v §28. Pri fftom na osnovanii izloßennogo moßno utverßdat~, qto podobnoe ße sootnoxenie 3∑ p=1 ∂ ∂ζ_p [ J ( x ζ ) ∂ζ_p ∂x_c ] = 0, (c = 1, 2, 3), (27.24^′)

spravedlivo i dlØ funkcional~nogo opredelitelØ iz (27.20^′), obratnogo opredelitel¸ J (_ζ z ) . 8. ZameqaØ, qto skalØrno-vektornoe proizvedenie dopuskaet zapis~ |(⃗a[⃗b × c)]| = | | | | | | 3∑ k,p,q=1 e_{kpq} a_kb_pc_q | | | | | | (27.25)

qerez posredstvo tenzora Levi–Qevita, obsudim voprosy, svØzannye s luqevymi trubkami polØ luqeæ i s ih geometriqeskimi rashoßdeniØmi.

98 G. I. PETRAXEN^

OstavaØs~ v ramkah oboznaqeniæ ζ_k iz (27.18) dlØ luqevyh koordinat τ = ζ_1, α = ζ_2 i β = ζ_3, postroim koordinatnye vektory

⃗ρ_1 = 3∑ k=1 ∂x_k ∂ζ_1 ⃗i_k, ⃗ρ_2 = 3∑ k=1 ∂x_k ∂ζ_2 ⃗i_k, ⃗ρ_3 = 3∑ k=1 ∂x_k ∂ζ_3 ⃗i_k (27.26)

luqevoæ sistemy i nazovem beskoneqno-tonkoæ luqevoæ trubkoæ mnoßestvo luqeæ l_{αβ} , (uglovye parametry) luqevye koordinaty

α ≡ ζ_2 i β ≡ ζ_3 kotoryh leßat v beskoneqno-malyh promeßutkah

α_0 < α < α_0 + dα, β_0 < β < β_0 + dβ. (27.27)

Pri vyqislenii vektorov ⃗ρ_2 i ⃗ρ_3 iz (27.26) luqevaØ koordinata τ ≡ ζ_1 sohranØet postoØnnoe znaqenie, ravnoe znaqeni¸

τ = τ (x_1, x_2, x_3) iz uravneniØ (27.1) fronta volny. Pofftomu vek-

tory ⃗ρ_2 i ⃗ρ_3 iz (27.26) okazyva¸tsØ kasatel~nymi k fflementu ds volnovogo fronta, vyrezaemogo rassmatrivaemoæ luqevoæ trubkoæ. Pri fftom plowad~ takogo fflementa, oqevidno, opredelØetsØ (s toqnost~¸ do malyh vysxego porØdka) vyraßeniem ds = |[⃗ρ_2 × ⃗ρ_3]|dζ_2dζ_3 ≡ |[⃗ρ_2 × ⃗ρ_3]|dαdβ. (27.28) Odnako fflement ds fronta, ortogonal~nyæ ortu normali ⃗n (k frontu), ne ortogonalen “central~nomu” luqu luqevoæ trubki kasatel~noæ, parallel~noæ luqevoæ skorosti ⃗ξ (v toqkah central~nogo luqa). Pofftomu dlØ plowadi dΣ normal~nogo seqeniØ luqevoæ trubki poluqaetsØ predstavlenie dΣ = ds cos ^nξ = |(⃗ξ[⃗ρ_2 × ⃗ρ_3])| dαdβ |⃗ξ| ,

= |(⃗ρ_1[⃗ρ_2 × ⃗ρ_3])| dαdβ |⃗ξ| , (27.29)

v kotorom dlØ komponent vektora ⃗ρ_1 iz (27.26) ispol~zovany vyraßeniØ ∂x_k ∂ζ_1 ≡ ∂x_k ∂τ = ξ_k, (k = 1, 2, 3),

vyteka¸wie iz pervoæ gruppy uravneniæ sistemy differencial~nyh uravneniæ (27.7) luqa. DlØ poluqeniØ ße okonqatel~nogo vyraßeniØ plowadi dΣ normal~nogo seqeniØ luqevoæ trubki

RASPROSTRANENIE SE`SMIQESKIH VOLNOVYH POLE` 99

ostaetsØ vospol~zovat~sØ sootnoxeniem

(⃗ρ_1[⃗ρ_2 × ⃗ρ_3]) = ∑ k,p,q ε_{kpq} ∂x_k ∂τ ∂x_p ∂α ∂x_q ∂β =

= ∂(x_1, x_2, x_3) ∂(τ, α, β) ≡ J(τ, α, β), (27.30) vyteka¸wim iz (27.25). V rezul~tate poluqaetsØ ravenstvo

dΣ = |J(τ, α, β)| |⃗ξ(τ, α, β)| dαdβ, (27.31) polagaemoe v osnovu matematiqeskogo predstavleniØ o geometriqeskom rashoßdenii puqka luqeæ.

Qto ße kasaetsØ formal~nogo opredeleniØ, to naibolee fiziqno bylo by svØzat~ kvadrat geometriqeskogo rashoßdeniØ puqka luqeæ, vydelØemogo neravenstvami (27.27), s otnoxeniem dΣ(τ ) dΣ(τ_0) (27.32)

plowadeæ normal~nyh seqeniæ luqevoæ trubki v tekuweæ toqke

τ > τ_0 ee central~nogo luqa k – podobnoæ ße plowadi – v ne-

kotoroæ fiksirovannoæ (ili naqal~noæ) toqke τ_0 togo ße luqa. Pri fftom vybor naqal~noæ toqki luqa – logiqeski bezrazliqen; on obuslavlivaetsØ lix~ qastnymi usloviØmi rassmatrivaemoæ zadaqi.

Pofftomu geometriqeskoe rashoßdenie L puqka luqeæ moßno opredelØt~ prostym vyraßeniem L(τ, α, β) = c_0(α, β) √ dΣ(τ ) dαdβ = c_0(α, β) √ |J(τ, α, β)| |⃗ξ(τ, α, β)| , (27.33)

soderßawim nesuwestvennu¸ postoØnnu¸ c_0(α, β).

§28. O luqevom metode koliqestvennoæ ocenki volnovyh poleæ

V glave 2 bylo pokazano, qto esli v uprugoæ srede vozbußda- ¸tsØ volnovye polØ signal~nogo tipa, ime¸wie razryvy v sostavlØ¸wih vektora smeweniæ, ili v sostavlØ¸wih ego proizvodnyh, to takie polØ rasprostranØ¸tsØ v srede v ramkah predstavleniæ o volnovyh frontah kak o poverhnosti razryva polØ

100 G. I. PETRAXEN^

smeweniæ. Opredelenie takih poverhnosteæ na osnove rexeniØ sootvetstvu¸wih zadaq dlØ sistem differencial~nyh uravneniæ obsußdalos~ v §27, gde zatragivalis~ i voprosy, utoqnØ¸- wie predstavleniØ o haraktere razryvov polØ smeweniæ na volnovyh frontah. Odnako obwiæ vopros o koliqestvennyh ocenkah poleæ v prifrontovyh zonah vse ewe ostavalsØ bez vnimaniØ.

Teper~ nazrela neobhodimost~ obratit~sØ k ego obsußdeni¸, v osnovu kotorogo polagaetsØ takße apriornoe predstavlenie o suwestvenno bolee vysokih skorostØh izmeneniØ polØ vdol~ normal~nyh k frontu napravleniæ, qem ego izmeneniØ vdol~ kasatel~nyh napravleniæ (k frontu). Pri fftom uqet takogo predstavleniØ formalizuetsØ matematiqeski dopuweniem, qto v prifrontovoæ zone iskomoe pole smeweniæ dopuskaet razloßenie v rØd po (nekotoroæ) sisteme funkciæ f_n[t − τ (x_k)], ime¸wih (odinakovye) razryvy nepreryvnosti v proizvodnyh porØdka n + 2, vozrasta¸wego s rostom indeksa n qlenov rØda.

1. V luqevom metode rexeniØ uravneniæ dvißeniØ (2.9) v obwem sluqae neodnorodnoæ anizotropnoæ uprugoæ sredy predstavlØ- ¸t v okrestnosti volnovogo fronta vybrannogo tipa r(= 1, 2, 3)

t − τ (x_1, x_2, x_3) = 0, (t ¿ 0)

iz (27.1) v forme razloßeniæ

u_q = ∞∑ n=0 V^{(n)}_q (x_1, x_2, x_3)f_n[t − τ (x_1, x_2, x_3)], (q = 1, 2, 3) (28.1)

po special~noæ sisteme “razryvnyh” funkciæ f_n(t), svØzannyh drug s drugom sootnoxeniØmi

f^′_n(t) = f_{n−1}(t), (n ¿ 1). (28.2)

Pri fftom zadanie sistemy funkciæ f_n(t) osuwestvlØetsØ, naprimer, putem vybora funkcii f_0(t), nepreryvnoæ s pervoæ proizvodnoæ f^′_0(t) pri t ¿ 0 i s razryvnoæ vtoroæ proizvodnoæ f^{′′}_0 (t). Radi naglØdnosti moßno sqitat~, qto ffti funkcii predstavlØ- ¸tsØ v vide integralov Fur~e

f_n(t) = ∞∫ ω0 ψ(ω) (−iω)^{n+2} e^{−iωt}dω, (ω_0 ≫ 1), (28.3)

RASPROSTRANENIE SE`SMIQESKIH VOLNOVYH POLE` 101

ili ße – vewestvennyh ih qasteæ.

PredpolagaØ, qto rØd (28.1) dopuskaet poqlennoe differencirovanie i pol~zuØs~ sootnoxeniØmi (28.2), moßno podstavit~ ego v uravnenie (3.4) i vyqislit~ vse vhodØwie v nego proizvodnye. V rezul~tate, uravnenie svedetsØ k ravenstvu ∞∑ n=−2 L^{(n)}_i f_n(t − τ ) ≡ 0, (i = 1, 2, 3), (28.4)

v kotorom oboznaqeno

L^{(n)}_i = ρΛ_i ⃗V^{(n+2)} − M_i ⃗V^{(n+1)} + N_i ⃗V^{(n)}, (28.5) gde Λ_i ⃗V ≡ 3∑ k,p,q=1 λ_{ik,pq}p_kp_pV_q − V_i,

M_i ⃗V ≡ 3∑ k,p,q=1 { c_{ik,pq}p_k ∂V_q ∂x_p + ∂ ∂x_k [c_{ik,pq}p_pV_q] } , (28.6)

N_i ⃗V ≡ 3∑ k,p,q=1 ∂ ∂x_k [ c_{ik,pq} ∂V_q ∂x_p ] ,

⃗V = 3∑ q=1 V_q⃗i_q, p_k = ∂τ ∂x_k , λ_{ik,pq} = 1 ρ c_{ik,pq}, (28.7) priqem predpolagaetsØ, qto V^{(−2)}q = V^{(−1)}q = 0.

Esli rØd (28.4) dopuskaet poqlennoe differencirovanie po t l¸boe qislo raz, to dlØ kompensacii razryvov v toßdestve (28.4) (otnositel~no peremennoæ t) i v ego proizvodnyh po t neobhodimo i dostatoqno trebovat~ vypolneniØ posledovatel~nosti ravenstv

L^{(n)}_i = 0 (i = 1, 2, 3), (n = −2, −1, 0, 1, . . .). (28.8)

V luqevom metode kak raz i predpolagaetsØ, qto takie ravenstva ime¸t mesto. Pri fftom ih nazyva¸t amplitudnymi sootnoxeniØmi (luqevogo metoda), tak kak rassmotrenie ih pri posledovatel~no vozrasta¸wih nomerah n ¿ 2 privodit k uravneniØm,

102 G. I. PETRAXEN^

iz kotoryh (pri dopolnitel~nyh usloviØh tipa naqal~nyh dannyh) posledovatel~no opredelØ¸tsØ znaqeniØ vseh amplitudnyh vektorov ⃗V^{(n)} iz razloßeniØ (28.1).

PolagaØ n = −2, −1, 0 i t.d. iz (28.8), (28.5) i (28.6), posledovatel~no poluqaem: odnorodnu¸ sistemu uravneniæ

Λ_i ⃗V^{(0)} ≡ 3∑ k,p,q=1 λ_{ik,pq}p_kp_pV^{(0)}_q − V^{(0)}_i = 0, (i = 1, 2, 3) (28.9)

dlØ sostavlØ¸wih nulevogo amplitudnogo vektora ⃗V^{(0)} iz (28.1); neodnorodnu¸ sistemu 3∑ k,p,q=1 λ_{ik,pq}p_kp_pV^{(1)}_q − V^{(1)}_i =

= 1 ρ 3∑ k,p,q=1 { c_{ik,pq}p_k ∂V^{(0)}_q ∂x_p + ∂ ∂x_k [c_{ik,pq}p_pV^{(0)}_q ] } , (28.10)

zapisyva¸wu¸sØ simvoliqeski v vide

Λ_i ⃗V^{(1)} = 1 ρ M_i ⃗V^{(0)}, (i = 1, 2, 3) (28.10^′)

dlØ amplitudnogo vektora ⃗V^{(1)}, i neodnorodnye sistemy uravneniæ

Λ_i ⃗V^{(2+n)} = 1 ρ M_i ⃗V^{(1+n)} − 1 ρ N_i ⃗V^{(n)}, (i = 1, 2, 3), (n ¿ 0) (28.11)

dlØ vseh proqih vektorov ⃗V^{(n+2)}, (n ¿ 0) iz (28.1).

Takie sistemy, kak vyØsnØetsØ, pozvolØ¸t posledovatel~no opredelØt~ (v okrestnosti rassmatrivaemyh fflementov poverhnosti (27.1) volnovogo fronta) vse amplitudnye vektory ⃗V^{(n)} iz (28.1). Pri fftom na n-om xage postroeniæ fftot vektor predstavlØetsØ v vide vyraßeniØ

⃗V^{(n)} = c_n(α, β)φ_n(τ, . . . ) + ⃗V^{(n)}(τ, . . . ), (28.12)

soderßawego proizvol~nu¸ funkci¸ c_n(α, β) ot luqevyh koordinat, kotoru¸ prihoditsØ opredelØt~ na fftom ße xage dlØ togo, qtoby moßno bylo soverxit~ sledu¸wiæ xag v postroenii razloßeniØ (28.1). K obsußdeni¸ fftogo voprosa my obratimsØ v

RASPROSTRANENIE SE`SMIQESKIH VOLNOVYH POLE` 103

p. 6, posle rassmotreniØ formalizma opredeleniØ amplitudnyh vektorov ⃗V^{(n)} luqevogo metoda. Pri fftom snaqala prodelaem ffto v nulevom priblißenii metoda, kotoryæ igraet glavenstvu¸- wu¸ rol~ v teorii.

2. Sistema uravneniæ (28.8) v toqnosti sovpadet s sistemoæ uravneniæ (27.3^′), uslovie razreximosti (27.4^′) kotoroæ privodit, kak pokazano v §3, k trem razliqnym differencial~nym uravneniØm v qastnyh proizvodnyh vida (27.2) (pri r = 1, 2, 3) dlØ funkciæ τ (x_1, x_2, x_3) ≡ τ^{(r)}(x_1, x_2, x_3), vhodØwih v uravneniØ (27.1) dlØ frontov voln togo ili inogo (rassmatrivaemogo) tipa r. Budem dalee sqitat~: 1) qto pole smeweniæ (28.1) izuqaetsØ v okrestnosti nekotorogo uqastka S_{t0} fronta volny tipa r, gde r fiksirovano; 2) qto kaßdoæ toqke N ∈ S_{t0} sootvetstvuet luq, rassmatrivaemyæ kak krivaØ L^{(r)}_N , otveqa¸waØ integralu vida (27.15) sistemy uravneniæ (27.7)–(27.9); 3) qto na nekotorom svoem protØßenii luqi l^{(r)}_N , otveqa¸wie vsem toqkam N ∈ S_{t0} , obrazu¸t v oblasti D (prinadleßaweæ nekotoroæ okrestnosti

S_{t0} ) pole luqeæ^3, t.e. qto oni ne pereseka¸tsØ drug s drugom i

qerez kaßdu¸ toqku oblasti D prohodit odin (i tol~ko odin) luq (tipa r = 1, 2, 3) x_m = x_m(τ, α, β), (m = 1, 2, 3) iz semeæstva l^{(r)}_N ; 4) qto qerez toqku l¸bogo luqa iz oblasti D prhodit poverhnost~ fronta (27.1) volny tipa r, sootvetstvu- ¸waØ nekotoromu momentu vremeni t > t_0. Pri takih usloviØh, v qastnosti, kaßdaØ toqka oblasti D odnoznaqno opredelØetsØ znaqeniØmi τ, α i β luqevyh koordinat toqek polØ (volny tipa r). Kak uße upominalos~, uslovie razreximosti sistemy differencial~nyh uravneniæ (28.9), ime¸wee vid (27.4^′), svoditsØ k differencial~nomu uravneni¸ (27.2), iz kotorogo (naprimer, v sootvetstvii s p. 2–6 §27) opredelØetsØ funkciØ τ (x_1, x_2, x_3), vhodØwaØ v uravnenie (27.1) fronta S_t volny rassmatrivaemogo tipa r. Pri fftom znaqeniØm qastnyh proizvodnyh p_k iz (28.9) (ot funkcii τ (x_1, x_2, x_3) iz (27.1)), vhodØwim v uravnenie (27.2),

3podobno pol¸ ffkstremaleæ iz p. 11 x11

104 G. I. PETRAXEN^

otveqa¸t sostavlØ¸wie orta ⃗n normaleæ (k frontu (27.1)) i fazovaØ skorost~ v_r(⃗n) rasprostraneniØ fronta, svØzannye sootnoxeniØmi (27.6), kotorye, ravno kak i l¸bye drugie veliqiny (naprimer, sostavlØ¸wie A^{(r)}_i vektora polØrizacii, luqevu¸ skorost~ ⃗ξ^{(r)} i t.d.) moßno rassmatrivat~ v oblasti D kak izvestnye funkcii ili dekartovyh x_1, x_2, x_3, ili ße luqevyh τ, α, β koordinat.

Sopostavlenie sistemy uravneniæ (28.9) s sistemoæ (27.3^′) privodit k sootnoxeni¸

V^{(0)}_i = φ(x_1, x_2, x_3)A^{(r)}_i (⃗n, x_k), (i = 1, 2, 3), (28.13)

gde A^{(r)}_i – normirovannoe rexenie sistemy uravneniæ (27.3^′), a φ – neizvestnaØ poka ewe funkciØ ot koordinat toqek oblasti D. �tim vsØ informaciØ, soderßawaØsØ v sisteme (28.9) okazyvaetsØ isqerpannoæ.

Tak kak funkciØ τ (x_1, x_2, x_3) iz (27.1) uße opredelena (iz usloviØ razreximosti sistemy uravneniæ (28.9)), to sistema (28.10) okazyvaetsØ neodnorodnoæ algebraiqeskoæ sistemoæ uravneniæ otnositel~no V^{(1)}_i s opredelitelem, ravnym nul¸. Uslovie razreximosti takoæ sistemy svoditsØ, kak izvestno, k ortogonal~- nosti vektora iz pravoæ qasti (28.10) sobstvennomu vektoru odnorodnoæ sistemy, t.e. v rassmatrivaemom sluqae vektoru polØrizacii ⃗A^{(r)} s sostavlØ¸wimi iz (28.13).

Esli v pravu¸ qast~ (28.10) ili (28.10^′) vmesto V^{(0)}_i podstavit~ ih znaqeniØ iz (28.13), to upomØnutoe uslovie zapixetsØ v vide

I(φ) ≡ ( ⃗A^{(r)} · ⃗M (φ ⃗A^{(r)})) = ∑ ik,pq A^{(r)}_i { c_{ik,pq}p_k ∂(φA^{(r)}_q ) ∂x_p +

+ ∂ ∂x_k [c_{ik,pq}p_pφA^{(r)}_q ] } = 0. (28.14)

No slagaemye levoæ qasti dopuska¸t predstavleniØ ∑ ik,pq A^{(r)}_i c_{ik,pq}p_k ∂(φA^{(r)}q ) ∂x_p = ∑ ik,pq ∂φ ∂x_p c_{ik,pq}p_kA^{(r)}_q A^{(r)}_i +

+ ∑ ik,pq φc_{ik,pq}p_kA^{(r)}_i ∂A^{(r)}_q ∂x_p ,

RASPROSTRANENIE SE`SMIQESKIH VOLNOVYH POLE` 105 i ∑ ik,pq A^{(r)}_i ∂ ∂x_k [c_{ik,pq}p_pφA^{(r)}_q ] = ∑ ik,pq ∂ ∂x_k [c_{ik,pq}p_pφA^{(r)}_q A^{(r)}_i ]−

− ∑ ik,pq φc_{ik,pq}p_pA^{(r)}_q ∂A^{(r)}_i ∂x_k , v kotoryh poslednie slagaemye (v silu svoæstv simmetrii (4.1) sostavlØ¸wih c_{ik,pq} tenzora uprugih parametrov sredy) ravny drug drugu i otliqa¸tsØ lix~ znakom. Qto ße kasaetsØ pervyh slagaemyh, to v nih vydelØ¸tsØ predstavleniØ dlØ sostavlØ¸- wih ρξ^{(r)}p i ρξ^{(r)}_k luqevoæ skorosti (umnoßennyæ na ρ), vsledstvie qego summa iz (28.14) (ravnaØ nul¸) svoditsØ k sootnoxeni¸ 3∑ p=1 ∂φ ∂x_p ρξ^{(r)}_p + 3∑ k=1 ∂ ∂x_k (φfξ^{(r)}_k ) = 0. (28.15)

DlØ dal~neæxego ego preobrazovaniØ ostaetsØ lix~ vospol~zovat~sØ pervym uravneniem dx_m/dτ = ξ^{(r)}m iz sistemy differencial~nyh uravneniæ (27.7) dlØ luqa volny tipa r, a takße – ravenstvom 3∑ k=1 ∂ ∂x_k ( 1 J ∂x_k ∂τ ) = 1 J [ − 1 J dJ dτ + 3∑ k=1 ∂ ∂x_k ( ∂x_k ∂τ )] = 0, (28.16)

vyteka¸wim iz sootnoxeniæ (27.24), gde

J = J_r =

∂(x_1, x_2, x_3) ∂(τ, α, β) (28.17) oboznaqaet funkcional~nyæ opredelitel~ iz (27.20) sistemy sootnoxeniæ x_k = x_k(τ, α, β), (k = 1, 2, 3) iz (27.19) dlØ luqeæ volny rassmatrivaemogo tipa r (svØzyva- ¸wih luqevye koordinaty τ = ζ_1, α ≡ ζ_2 i β ≡ ζ_3 s dekartovymi koordinatami toqek polØ). Pri fftom sootnoxenie (28.15) posledovatel~no prinimaet vid I(φ) = 3∑ p=1 ρ ∂φ ∂x_p ∂x_p ∂τ + 3∑ k=1 ∂ ∂x_k ( ρφ dx_k dτ ) = ρ dφ dτ + ∂(ρφ) ∂τ +

106 G. I. PETRAXEN^ +ρφ 3∑ k=1 ∂ ∂x_k ( ∂x_k dτ ) = 1 φJ d dτ (ρJφ^2) = 0. (28.18)

Takim obrazom, v rezul~tate prØmyh preobrazovaniæ sootnoxeniæ (28.14) privoditsØ k vyraßeni¸

( ⃗A^{(r)} · ⃗M (φ ⃗A^{(r)})) ≡ 1 φJ_r d dτ (ρJ_r φ^2) = 0, (28.19)

iz kotorogo dlØ iskomoæ funkcii φ iz (28.13) poluqaetsØ predstavlenie φ = c_0(α, β) √ ρJ_r (τ, α, β) (28.19^′)

gde c_0(α, β) – ne izvestnaØ poka funkciØ, zavisØwaØ ot razryvnyh (vo vremeni) svoæstv polØ, predstavlØemogo luqevym razloßeniem.

Nakonec, na osnovanii formul (28.1), (28.13) i (28.19^′) dlØ sostavlØ¸wih polØ smeweniæ v prifrontovoæ zone poluqaetsØ v nulevom priblißenii luqevogo metoda okonqatel~nye vyraßeniØ

u_q = c_0(α, β)A^{(r)}_q (τ, α, β) √ ρ|J(τ, α, β)| f_0[t − τ (x_1, x_2, x_3)] =

= c_0(α, p)A^{(r)}_q (τ, α, β) √ ρ|⃗ξ^{(r)}|L(τ, α, β) f_0[t − τ (x_1, x_2, x_3)], (q = 1, 2, 3), (28.19)

v kotoryh L = √ J(τ, α, β) |⃗ξ^{(r)}(τ, α, β) (28.20)

oboznaqaet geometriqeskoe rashoßdenie puqka luqeæ tipa r, a

c_0(α, β) – proizvol~nyæ (poka) mnoßitel~, opredelØemyæ iz so-

otvetstvu¸wih dopolnitel~nyh usloviæ. Zdes~ ostaetsØ lix~ podqerknut~, qto v p. 2 vezde podrazumevalos~, qto rassmatriva¸tsØ luqi voln nekotorogo fiksirovannogo tipa r.

Vozmoßno, bylo by pravil~nee vse vstreqa¸wiesØ zdes~ veliqiny x_m, p_m, ⃗p, ⃗ξ, ⃗η i t.d. snabßat~ znaqkami r i pisat~ x^{(r)}m ,

ρ^{(r)}_m , ⃗ρ^r i t.p. Odnako ffto usloßnØlo by formuly, qego hotelos~

izbeßat~.

RASPROSTRANENIE SE`SMIQESKIH VOLNOVYH POLE` 107

3. V svØzi s izloßennym umestno ewe raz obratit~ vnimanie na odno iz osnovnyh trebovaniæ, kotorye prihoditsØ pred¨ØvlØt~ k slagaemym luqevogo razloßeniØ (28.1), qtoby poluqit~ amplitudnye sootnoxeniØ (28.8). Ono svoditsØ k (podavlØ¸weæ) medlennosti izmeneniØ funkciæ V^{(n)}q (x_1, . . . ) i τ (x_1, . . . ), ravno kak i ih proizvodnyh pervogo i vtorogo porØdkov, po sravneni¸ s funkciØmi f_n[t − τ (x_1, . . . )]. �to obstoØtel~stvo uqityvalos~ kaqestvenno dopuweniem o suwestvovanii u funkciæ f_n(y) razryvov (pri odnovremennom predpoloßenii o gladkosti vseh proqih funkciæ) i trebovaniem kompensacii razryvnyh slagaemyh v levoæ qasti toßdestva (28.8), ravno kak i v toßdestvah, poluqa¸wihsØ iz (27.8) differencirovaniem po t. Odnako, esli pol~zovat~sØ predstavleniØmi funkciæ f_n(y) v vide integralov Fur~e (27.2) i uqityvat~ oqevidnyæ fakt, qto razryvam funkciæ f_n(y) otveqaet integrirovanie iz (27.2) v oblasti vysokih qastot, to kaqestvennye rezul~taty udaetsØ dopolnit~ i nekotorymi koliqestvennymi sootnoxeniØmi, dopuska¸wimi poleznoe fiziqeskoe tolkovanie.

PolagaØ

f_0(y) = Re ω1∫ ω0 ψ(ω)e^{−iωy} dω, (28.21) gde 0 < ω_0 < ω_1, priqem ω_1 dostatoqno veliko, vyberem toqku (x^0_k, t) volnovogo fronta i budem rassmatrivat~ pole (28.18) v takoæ okrestnosti

|x_k − x^0_k| < δ (28.22) toqki (x^0_k), qto ostatoqnyæ i lineænyæ qleny v razloßenii

τ (x_1, x_2, x_3) = τ_0 + 3∑ k=1 p^0_k(x_k − x^0_k) + O(Δx^2_k), (28.23)

gde τ_0(x^0_1, . . . ), p^0_k = τ^′_{xk} (x^0_1, . . .), udovletvorØ¸t ocenkam

ω_1|O(Δx^2_k)| = q < π/2, ω_0

[_3 ∑ k=1 (p^0_k)^2 ]_{1/2} δ = 2πN ≫ 1. (28.24)

Esli, naprimer, prinØt~ (kak ffto obyqno byvaet), qto ostatoqnyæ qlen v (28.23) ocenivaetsØ sootnoxeniem

|O(Δx^2_k)| < cδ^2, c ∼ sup | | | | ∂^2τ ∂x_k∂x_r | | | | ,

108 G. I. PETRAXEN^

to iz (28.24) poluqilis~ by porØdkovye ravenstva δ = √ q cω_1 , ω_0 √ q cω_1 [_3 ∑ k=1 (p^0_k)^2 ]_{1/2} = 2πN, (28.24^′)

pokazyva¸wie, qto v oblasti dostatoqno vysokih qastot vsegda moßet byt~ vybran takoæ (daße ne uzkiæ) promeßutok integrirovaniØ v (28.21), qto okaßutsØ vypolnennymi oba neravenstva (28.24). No pri fftom v okrestnosti (28.22) toqki (x^0_k) dopustimo prenebregat~ ostatoqnym qlenom v (27.23) i primenØt~ dlØ funkcii f_0 iz (28.19) priblißennoe predstavlenie

f_0[t − τ (x_1, x_2, x_3)] ≈ f_0[t − τ_0 − (⃗p^0 · ⃗r)] =

= Re ω1∫ ω0 ψ(ω)e^{−iω[t−τ0−(⃗p 0·⃗r)]}dω (28.25) tipa ploskoæ volny, gde oboznaqeno ⃗r = (x−x^0_1)⃗i_1 +. . .+(x_3 −x^0_3)⃗i_3. Nakonec, esli oboznaqit~ posredstvom Φ_q (x_1, . . . ) mnoßiteli pri funkcii f_0[t−τ (x_1, . . . )] iz pravoæ qasti (28.19) i vybrat~ znaqeniØ ω_0 i δ v (28.21) i (28.22) tak, qtoby vypolnØlis~ neravenstva vida | | | | ∂Φ_q ∂x_k | | | | ≪ ω^0 | | | | ∂τ ∂x_k | | | | , | | | | ∂Φ_q ∂x_k | | | | δ ≪ |Φ^q|, to pri rassmotrenii polØ (28.19) v okrestnosti (28.22) toqki

x_k = x^0_k, t_0 = τ_0 volnovogo fronta ffto pole moßno zamenØt~ polem

ploskoæ volny

u_q = BA^{(r)}_q f_0[t − t_0 − (⃗p^0 · ⃗r)],

gde B = const i A^{(r)}q = const.

Itak, iz luqevogo metoda vytekaet vozmoßnost~ l¸bu¸ dostatoqno vysokoqastotnu¸ qast~ polØ smeweniæ predstavlØt~ (v ocenivaemoæ po razmeram) okrestnosti volnovogo fronta v forme lokal~no-ploskoæ volny. Pri fftom iz izloßennogo sleduet, vo-pervyh, qto v oblasti (28.24) pri δ = const pogrexnost~ ot zameny v pole (28.19) funkcii f_0[t − τ (x_1, x_2, x_3)] na funkci¸ iz pravoæ qasti sootnoxeniØ (28.25) dlØ ploskoæ volny stremitsØ k nul¸ pri ω_0 → ∞ i ω/ω_0 = const. I, vo-vtoryh, qto esli ⃗r izmenØetsØ v oblasti (28.22), to mnoßitel~ exp iω[t−t_0 −(⃗p^0·⃗r)] podintegral~noæ funkcii v (28.25) uspevaet soverxit~ (skol~ ugodno)

RASPROSTRANENIE SE`SMIQESKIH VOLNOVYH POLE` 109

bol~xoe qislo N → ∞ polnyh kolebaniæ. Takim obrazom, pri ukazannyh usloviØh razmery oblasti (28.22) vo mnogo raz prevoshodØt sredn¸¸ dlinu volny rassmatrivaemogo polØ, qto i opravdyvaet primenenie zdes~ ponØtiØ o lokal~no-ploskoæ volne. Privedennye soobraßeniØ, v qastnosti, ukazyva¸t na to, qto v nulevom priblißenii luqevogo metoda processy otraßeniØprelomleniØ voln na granice razdela dvuh anizotropnyh sred dolßny protekat~ tak ße, kak i v teorii lokal~no-ploskih voln. Odnako preßde, qem obrawat~sØ k detal~nomu obsußdeni¸ podobnyh voprosov, celesoobrazno poznakomit~sØ s formalizmom postroeniØ posledovatel~nyh priblißeniæ luqevyh razloßeniæ iz (28.1), a takße – zatronut~ vopros ob estestvennyh usloviØh (tipa naqal~nyh dannyh), pozvolØ¸wih opredelØt~ neizvestnye kofffficienty tipa c_0(α, β) iz (28.19^′), poØvlØ¸wiesØ v luqevyh razloßeniØh pri ih postroenii.

4. OstavaØs~ v ramkah preßnih dopuweniæ iz §27 ob uprugoæ anizotropnoæ srede, a takße o svoæstvah sistem luqeæ, kotorye stroØtsØ predvaritel~no pri predstavlenii volnovyh poleæ v forme luqevogo metoda, budem (radi uproweniØ zapiseæ) oboznaqat~ cifroæ r = 1 tip volny, luqevoe razloßenie kotoroæ dalee rassmatrivaetsØ. Volny ße dvuh drugih (dopolnitel~nyh) tipov budem oboznaqat~ simvolami r = 2 i r = 3 nezavisimo ot togo o kvaziprodol~noæ ili o kvazipopereqnyh volnah idet req~. V sootvetstvii s fftim vezde dalee sqitaetsØ, qto veliqiny ⃗n^{(1)},

v_1, ⃗p^{(1)} i dr. otveqa¸t vybrannoæ volne tipa “1” nezavisimo

ot togo kvaziprodol~na ili kvazipopereqna ffta volna. Pomimo fftogo delaetsØ dopuwenie, qto v blizkoæ okrestnosti toqki 0 fronta

τ^{(1)}(x_1, x_2, x_3) − t = 0 (28.26)

rassmatrivaemoæ volny (r = 1) net frontov dopolnitel~nyh voln tipov r = 2 i r = 3.

Naqal~nye dannye dlØ luqeæ (ili dlØ volnovyh frontov) budem zadavat~ v forme (27.14), t.e.

x_m = x^{(1)}_m | |_{τ=0} = x^0_m(α, β), p^{(1)}_m | |_{τ=0} = n^{(1)m} (α, β) v_1(α, β) , (m = 1, 2, 3),

(28.27) gde “vnexnim obrazom” zada¸tsØ lix~ funkcii x^0_m(α, β) i

n^{(1)}_m (α, β), opredelØ¸wie sootvetstvenno poloßenie naqal~nyh

110 G. I. PETRAXEN^

toqek luqeæ i sostavlØ¸wih ortov normaleæ ⃗n^{(1)}(α, β) k frontu (28.26) pri t = 0, qto ße kasaetsØ fazovoæ skorosti v_1(α, β), to ona vyqislØetsØ izvestnym obrazom (kak v §27) na osnove uravneniæ KristoffelØ 3∑ k,p,q=1 λ_{ik,pq}n^{(1)}_k n^{(1)}_p A^{(1)}_q − v^2_1A^{(1)}_i = 0, (i = 1, 2, 3), (28.28)

opredelØ¸wih po znaqeniØm n^{(1)}m iz (28.27) krome fazovoæ skorosti v_1(α, β) ewe i znaqeniØ sostavlØ¸wih vektora polØrizacii

A^{(1)}(⃗n) volny (tipa “1”), kotoru¸ my uslovilis~ rassmatri-

vat~. Odnako po sostavlØ¸wim n^{(1)}m orta normaleæ ⃗n^{(1)} iz (28.27) pri pomowi sistemy uravneniæ 3∑ k,p,q=1 λ_{ik,pq}n^{(1)}_k n^{(1)}_p A^{(r)}_q − v_rA^{(r)}_i = 0, (r = 1, 3) (28.29)

moßno vyqislØt~ i znaqeniØ

v_r = v_r (τ, α, β), ⃗A^{(r)} = ⃗A^{(r)}(τ, αβ) (28.30)

fazovyh skorosteæ i vektorov polØrizacii voln dvuh drugih tipov r (dopolnitel~nyh volne “1”). Takie znaqeniØ takße otnosØtsØ k okrestnosti toqki 0 (a otn¸d~ ne k frontam voln tipov

r = 2 i r = 3). Pri fftom v okrestnosti toqki 0 naædennye zna-

qeniØ vseh vektorov polØrizacii ⃗A^{(r)}(n) okazyva¸tsØ vzaimno ortogonal~nymi i normirovannymi tak, qto vypolnØ¸tsØ sootnoxeniØ ( ⃗A^{(r)} · ⃗A^{(ρ)} = δ_{rρ}, (r, ρ = 1, 2, 3). (28.31)

A dopolnitel~nye vektory polØrizacii A^{(r)} s indeksami r = 2 i r = 3 udovletvorØ¸t krome togo poleznym sootnoxeniØm

Λ_i ⃗A^{(r)} ≡ 3∑ k,p,q λ_{ik,pq}p^{(1)}_k p^{(1)}_p A^{(r)}_q − A^{(r)}_i =

= { 0, (r = 1) v2_r −v21 v21 · A^{(r)}_i , (r = 2, 3),

(28.32)

v kotoryh zdes~ predpolagaetsØ, qto v^2_r ≠ v^2_1.

RASPROSTRANENIE SE`SMIQESKIH VOLNOVYH POLE` 111

5. OsnovyvaØs~ na rezul~tatah §27, a takße na soobraßeniØh, izloßennyh v p. 4, rassmotrim posledovatel~no amplitudnye uravneniØ (28.9)–(28.11) luqevogo metoda vo vseh ego priblißeniØh. NesmotrØ na to obstoØtel~stvo, qto v p. 2 uße priveden vyvod sootnoxeniæ nulevogo priblißeniØ luqevogo metoda my poædem na nekotoroe povtorenie, qtoby podqerknut~ rØd momentov, ostavxihsØ neskol~ko v teni.

PostroeniØ proizvodØtsØ vdol~ sistemy luqeæ

x_m = x^{(1)}_m (τ, α, β), p_m = p^{(1)}_m (τ, α, β), (m = 1, 2, 3), (28.33)

opredelØemyh kak rexenie sistemy differencial~nyh uravneniæ (27.7)–(27.9) pri naqal~nyh usloviØh (27.14) (ili uslovi- Øh (28.27)) dlØ volny tipa “1”, kak bylo uslovleno v naqale p. 4. Pri fftom luqevye razloßeniØ (28.1) (s qlenami “vysxih porØdkov” stroØtsØ pofftapno (v porØdke vozrasta¸wih indeksov n > 0) v ramkah posledovatel~nyh priblißeniæ v sistemah uravneniæ (28.9)–(28.11), rassmatrivaemyh kak algebraiqeskie sistemy neodnorodnyh uravneniæ KristoffelØ, v pravye qasti kotoryh vhodØt differencial~nye vyraßeniØ iz (28.5)–(28.7).

V nulevom priblißenii rassmatrivaetsØ sistema uravneniæ

Λ_i ⃗V^0 ≡ 3∑ k,p,q=1 λ_{ik,pq}p^{(1)}_k p^{(1)}_p V^0_q − V^0_i = 0, (i = 1, 2, 3)

s obwim rexeniem

⃗V^0 = φ_0(τ, α, β) ⃗A^{(1)}(τ, α, β), (28.34)

gde ⃗A^{(1)} – vektor polØrizacii volny tipa “1”, a φ_0 – funkciØ, opredelØemaØ iz usloviØ razreximosti

( ⃗A^{(1)} · ⃗M (φ_0 ⃗A^{(1)}) = 0 (28.35)

sistemy (neodnorodnyh) uravneniæ

Λ_i ⃗V^{(1)} = 1 ρ M_i(φ_0 ⃗A^{(1)}), (i = 1, 2, 3) (28.36)

pervogo priblißeniØ.

Vsledstvie ustanovlennogo v p. 2 toßdestva (28.14), (28.19), t.e.

( ⃗A^{(1)} · ⃗M (φ · ⃗A^{(1)})) ≡ 1 φJ d dτ (ρJφ^2), (28.37)

112 G. I. PETRAXEN^

gde J – oboznaqaet funkcional~nyæ opredelitel~ J = ∂(x_1, x_2, x_3) ∂(τ, α, β) (28.37^′)

sistemy uravneniæ x_m = x^{(1)}m (τ, α, β) luqa iz (28.33) (svØzyva- ¸weæ dekartovy koordinaty toqki sredy s luqevymi –), a ρ – plotnost~ sredy, iz usloviØ (28.35) dlØ funkcii φ_0 iz (28.34) poluqaetsØ vyraßenie

φ_0 = c_0(α, β) √ ρJ(τ, α, β) , (28.19^′)

gde c_0(α, β) – “postoØnnaØ”. Krome ße fftogo dlØ pravoæ qasti uravneniØ (28.36) pervogo priblißeniØ poluqaetsØ razloßenie 1 ρ ⃗M (φ_0 ⃗A^{(1)}) = a^0_2 ⃗A^{(2)} + a^0_3 ⃗A^{(3)} (28.38)

s kofffficientami

a^0_q = 1 ρ ( ⃗A^{(q)} · ⃗M (φ_0 ⃗A^{(1)})), (q = 2, 3) (28.38^′)

v forme skalØrnogo proizvedeniØ s dopolnitel~nymi vektorami polØrizacii iz polnogo ortonormirovannogo (algebraiqeskogo) bazisa { ⃗A^{(r)}}.

Pri uqete razloßeniØ (28.38) uravnenie (28.36) pervogo priblißeniØ perepisyvaetsØ v vide

Λ_i ⃗V^{(1)} = a^0_2A^{(2)}_i + a^0_3A^{(3)}_i , (i = 1, 2, 3), (28.36^′)

gde uqteno, qto sostavlØ¸waØ vektora ⃗M (φ_0 ⃗A^{(1)}) na ort ⃗A^{(1)} ravna nul¸ vsledstvie ravenstva (28.35).

6. Obwee rexenie sistemy uravneniæ (28.36^′) imeet oqevidnu¸ strukturu

⃗V^{(1)} = φ_1(τ, α, β) ⃗A^{(1)}(τ, α, β) + ⃗∘ V^{(1)}(τ, α, β), (28.39) gde ⃗∘ V^{(1)} = 3∑ q=2 a^0_q v^2_1

v^2_q − v^2_1

⃗A^{(q)}(τ, α, β) (28.39′)

RASPROSTRANENIE SE`SMIQESKIH VOLNOVYH POLE` 113

– qastnoe rexenie neodnorodnoæ sistemy uravneniæ (28.36^′), pri poluqenii kotorogo bylo ispol~zovano (28.32).

Qto ße kasaetsØ funkcii φ_1, to ona dolßna opredelØt~sØ iz usloviØ ( ⃗A^{(1)} · ⃗M (⃗V^{(1)})) − ( ⃗A^{(1)} · ⃗N (⃗V^{(0)})) = 0 (28.40)

razreximosti sistemy uravneniæ vtorogo priblißeniØ

⃗Λ⃗V^{(2)} = 1 ρ ⃗M (⃗V^{(1)}) − 1 ρ ⃗N(⃗V^{(0)}), (28.41)

zapisannogo v vektornoæ forme.

V sootvetstvii s vyraßeniØmi (28.40), (28.39) i (28.34), a takße – s toßdestvom (28.37), uslovie (28.40) privoditsØ k differencial~nomu uravneni¸ 1-go porØdka 1 Jφ_1 d dτ (ρJφ^2_1) = f_1 ≡ ( ⃗A^{(1)} · ⃗N (φ_0 ⃗A^{(1)}) − ( ⃗A^{(1)} · ⃗M ( ⃗∘ V^{(1)})) (28.42)

dlØ funkcii φ_1 iz (28.39), iz kotorogo sleduet

φ_1 = c_1(α, β) √ ρJ + 1 2 √ ρJ τ∫ 0

√ J ρ f_1(τ, α, β)dτ, (28.43) gde c_1(α, β) – (poka) proizvol~naØ postoØnnaØ (vdol~ luqa).

Pomimo ße fftogo, vsledstvie ravenstva (28.40), a takße – polnoty bazisa { ⃗A^{(r)}}, dlØ pravoæ qasti uravneniØ (28.41) vtorogo priblißeniØ spravedlivo razloßenie 1 ρ ⃗M (⃗V^{(1)} − 1 ρ ⃗N (⃗V^{(0)}) = a^{(1)}_2 ⃗A^{(2)} + a^{(1)}_3 ⃗A^{(3)}, (28.44)

gde oboznaqeno

a^{(1)}_q = 1 ρ {( ⃗A^{(q)} · ⃗M (⃗V^{(1)})) − ( ⃗A^{(q)} · ⃗N (⃗V^{(0)}))}. (28.44^′)

Pri uqete takogo razloßeniØ uravnenie (28.41) perepisyvaetsØ v vektornom vide

⃗Λ⃗V^{(2)} = a^{(1)}_2 ⃗A^{(2)} + a^{(1)}_3 ⃗A^{(3)}, (28.41′)

dopuska¸wem (pri uqete (28.32)) sledu¸wee obwee rexenie

⃗V^{(2)} = φ_2 ⃗A^{(1)} + ⃗∘ V^{(2)}; ⃗∘ V^{(2)} = 3∑ q=2 a^{(1)}_q v^2_1 v^2_q − v^2_1

⃗V^{(q)}. (28.45)

114 G. I. PETRAXEN^

VhodØwaØ s¸da ne izvestnaØ ewe funkciØ φ_2(τ, α, β), kak i obyqno opredelØetsØ iz usloviØ razreximosti uravneniØ (oqerednogo) tret~ego priblißeniØ

⃗Λ⃗V^{(3)} = 1 ρ ⃗M (⃗V^{(2)} − 1 ρ ⃗N (⃗V^{(1)}), (28.46)

v kotorom znaqeniØ ⃗V^{(1)} i ⃗V^{(2)} berutsØ iz (28.39) i (28.45).

Pri uqete fftogo, a takße toßdestva (28.37), uslovie razreximosti primet vid

( ⃗A^{(1)} · ⃗M (φ_2 ⃗A^{(1)})) + ( ⃗A^{(1)} · ⃗M ( ⃗∘ V^{(2)})) − ( ⃗A^{(1)} · ⃗N (φ_1 ⃗A^{(1)}))− −( ⃗A^{(1)} · ⃗N ⃗∘ V^{(1)}) = 1 Jφ_2 d dτ (ρJφ^2) − f_2(τ, α, β) = 0, (28.47)

gde oboznaqeno

f_2 = −( ⃗A^{(1)} · ⃗M ( ⃗∘ V^{(2)})) + ( ⃗A^{(1)} · ⃗N (φ_1A^{(1)})) + ⃗A^{(1)} · ⃗N ⃗∘ V^{(1)}). (28.47^′)

Ots¸da sleduet vyraßenie

φ_2 = c_2(α, β) √ ρJ + 1 2 √ ρJ τ∫ 0

√ J ρ f_2(τ, α, β)dτ, (28.48) toßdestvennoe po forme vyraßeni¸ φ_1 iz (28.43), ravno kak toßdestvennoe i vsem vyraßeniØm takogo ße roda dlØ posledu¸- wih priblißeniæ metoda.

Pri fftom v n-om priblißenii metoda poluqaetsØ predstavle- nie ⃗V^{(n)} = φ_n ⃗A^{(1)} + ⃗∘ V^{(n)},

φ_n = c_n(α, β) √ ρJ + 1 2 √ ρJ τ∫ 0

√ J ρ f_n(τ, α, β)dτ, f_n = ( ⃗A^{(1)} · ⃗N (φ_{n−1}A^{(1)})) + ( ⃗A · ⃗N · ⃗∘ V^{n−1}) − ( ⃗A^{(1)} · ⃗M ( ⃗∘ V^{(n)}),

(28.49)

veliqiny ⃗∘ V^{(n)} v kotorom opredelØ¸tsØ rekurrentnym obrazom

– putem prodolßeniØ privedennyh zdes~ treh xagov processa postroeniØ posledovatel~nyh priblißeniæ.

RASPROSTRANENIE SE`SMIQESKIH VOLNOVYH POLE` 115

7. Qtoby zaverxit~ izloßenie formal~noæ shemy realizacii luqevogo metoda, osnovannogo na razloßenii poleæ v rØdy vida (28.1) s “razryvnymi” bazisnymi funkciØmi f_n(t) (podqinennymi sootnoxeniØm (28.2), dopuska¸wimi poqlennoe differencirovanie l¸boe qislo raz, ostaetsØ preßde vsego otmetit~, qto veliqiny c_n(α, β) iz (28.49) igra¸t pri postroenii luqevyh rØdov vdol~ central~nyh luqeæ l^{(r)} rol~ proizvol~nyh postoØnnyh, kotorye dolßny opredelØt~sØ iz kakih-libo dopolnitel~- nyh usloviæ zadaqi. Oni vhodØt v (kaßdyæ) amplitudnyæ vektor ⃗V^{(n)}(τ, α, β) ne tol~ko v forme slagaemogo c_n(α, β)/ √ ρJ s tem ße indeksom n, no i qerez posredstvo slagaemyh sovsem drugoæ porody, soderßawih mnoßitelØmi veliqiny c_{n0} (α, β) s razliqnymi indeksami n_0 6 n−1. Takoe utverßdenie dopuskaet prostoe predmetnoe utoqnenie na osnove materiala, privedennogo v p. 4– 6. Sleduet obratit~ ser~eznoe vnimanie takße na prostotu algoritmiqeskoæ realizacii nulevogo priblißeniØ luqevogo metoda i na rezkoe usloßenenie ee pri perehode k posledu¸wim priblißeniØm metoda daße – lix~ tol~ko k pervomu. Takoe usloßnenie – sledstvie ne tol~ko zametnogo uveliqeniØ qisla operaciæ pri perehode k realizacii priblißeniæ vyxe nulevogo. Qislo operaciæ, koneqno, zametno uveliqivaetsØ, no qto osobenno suwestvenno, poØvlØ¸tsØ (v znaqitel~nom koliqestve) “plohie” dlØ rasqetov qislennymi metodami operaciæ differencirovaniØ v forme gromozdkih operatorov ⃗M i ⃗N iz (28.6). ZatrudneniØ v rasqetah nastol~ko vozrasta¸t, qto daße lix~ odno tol~ko luqevoe prodolßenie polØ vdol~ central~nogo luqa kakoæ-libo volny stanovitsØ problemoæ. Esli ße uqest~, qto dlØ poluqeniØ koliqestvennyh zakonomernosteæ v povedenii poleæ v zadannoæ oblasti neobhodimy luqevye prodolßeniØ poleæ po dostatoqno predstavitel~nym mnoßestvam central~nyh luqeæ, to srazu vozniknet ostryæ vopros o poznavatel~noæ opravdannosti takoæ (vyqislitel~noæ) raboty. On ewe usugublØetsØ, esli prinØt~ vo vnimanie fiziqeski ploho-opravdyvaemye ishodnye poloßeniØ luqevogo metoda, privodØwie k stol~ prostoæ iznaqal~noæ sheme vyvoda struktury luqevyh rØdov.

V rezul~tate fftih (ravno kak i drugih, upomina¸wihsØ dalee) soobraßeniæ predstavlØetsØ nesomnennym, qto tol~ko rasqetam poleæ v nulevom priblißenii luqevogo metoda moßno pri-

116 G. I. PETRAXEN^

davat~ izvestnyæ fiziqeskiæ smysl. Pri fftom takoe zakl¸qenie rasprostranØetsØ ne tol~ko na anizotropnye, no i na real~noneodnorodnye izotropnye seæsmiqeskie sredy.

§29. O vozmoßnostØh luqevogo metoda v zadaqe na otraßenie-prelomlenie voln na krivolineænoæ granice razdela dvuh odnorodnyh anizotropnyh uprugih sred

Pust~ v dekartovoæ sisteme koordinat L(x_1, x_2, x_3) zadana bezgraniqnaØ nezamknutaØ poverhnost~ Σ_0, opredelØemaØ uravneni- em ψ(x_1, x_2, x_3) = 0 (29.1)

s nepreryvno differenciruemym ortom normali ⃗m(N ), (N ∈ Σ_0), razdelØ¸waØ vse prostranstvo na qasti ε_1, (ψ > 0) i ε_2, (ψ < 0), zapolnennye odnorodnymi anizotropnymi sredami s parametrami ρ(ε) i c^{(ε)}_{ik,pq}. PredpolagaØ naliqie meßdu sredami ßestkogo kontakta, dopustim, qto iz sredy ε = 2 vdol~ nekotorogo central~nogo luqa l^{(0)}, prohodØwego qerez toqku O ∈ Σ_0, padaet volna tipa r_0 (1, 2, 3), zadannaØ (v proekciØh na osi koordinat) svoim luqevym razloßeniem

u^0_q = ∞∑ n=0 V^{(n)}_q f^0_n [ t − τ^0(x_1, . . . ) ] , (q = 1, 2, 3). (29.2)

Pri fftom sqitaetsØ, qto vse qleny luqevogo razloßeniØ uße opredeleny v toqkah luqa l^{(0)} (a po nepreryvnosti – i v nekotoroæ ego okrestnosti). Pod deæstviem pada¸weæ volny (29.2) v srede vozbußda¸tsØ otraßennye i prelomlennye volny. TrebuetsØ postavit~ zadaqu na otraßenie-prelomlenie (ob¨emnyh) voln i ocenit~ vozmoßnosti v ee rexenii kak v obwem sluqae, tak i v sluqae nulevogo priblißeniØ luqevogo metoda.

Otraßennye i prelomlennye volny dolßny zaroßdat~sØ v oblasti ΔΣ_0 granicy, prilega¸weæ neposredstvenno k toqke 0 vstreqi granicy s luqem l^{(0)} pada¸weæ volny, harakterizu- ¸weæsØ ee volnovym frontom t − τ^0(x_1, x_2, x_3) = 0. Pri fftom rassmotreniØ otraßenno-prelomlennyh voln v ramkah luqevogo metoda dolßny naqinat~sØ s postroeniØ ih volnovyh frontov

t−τ_ν (x_1, x_2, x_3) = 0 i t−τ_μ (x_1, x_2, x_3) = 0 s odnovremennym postro-

eniem sistem sootvetstvu¸wih luqeæ, prodolßa¸wih luqevu¸ trubku pada¸weæ volny.

RASPROSTRANENIE SE`SMIQESKIH VOLNOVYH POLE` 117

Zdes~ estestvenno polagat~, qto vse podobnye predvaritel~- nye postroeniØ uße vypolneny. Togda sostavlØ¸wie poleæ smeweniæ otraßennyh i prelomlennyh voln v okrestnosti toqki 0 granicy razdela Σ_0 dolßny predstavlØt~sØ v vide summ

u_{q2} = 3∑ ν=1 u^{(ν)}_q (x_1, . . . ), ~u_{q1} = 3∑ μ=1 ~u^{(μ)}_q (x_1, . . . ), (29.3)

slagaemye kotoryh, otveqa¸wie volnam treh vozmoßnyh tipov r v sredah ε = 2 i ε = 1, razyskiva¸tsØ v forme luqevyh razloßeniæ

u^{(ν)}_q = ∞∑ n=0 V^{(n,ν)} q (x_1, . . . )f_n [ t − τ^{(ν)}(x_1, . . . ) ] , (q, ν = 1, 2, 3),

ũ^{(μ)}_q = ∞∑ n=0 Ṽ^{(n,μ)} q (x_1, . . . )f̃_n [ t − τ^{(μ)}(x_1, . . . ) ] , (29.4)

analogiqnyh razloßeni¸ (29.2). Pri fftom, v sootvetstvii s suwnost~¸ luqevogo metoda, opredelenie vseh fflementov luqevyh razloßeniæ proizvoditsØ na osnove rexeniØ dvuh vspomogatel~nyh zadaq, a imenno, zadaqi na opredelenie po pada¸- weæ volne (29.2) lokal~nyh znaqeniæ poleæ otraßennyh i prelomlennyh voln (v okrestnosti ΔΣ_0 upominavxegosØ central~- nogo luqa) takih, kotorye mogli by byt~ ispol~zovany v kaqestve ishodnyh dannyh dlØ posledu¸wego postroeniØ razloßeniæ vida (29.4), i zadaqi na neposredstvennoe postroenie upomØnutyh razloßeniæ dlØ otraßennyh i prelomlennyh voln. Zdes~ my rassmotrim lix~ pervu¸ gruppu takih zadaq, priqem interesovat~sØ budem, preßde vsego, vozmoßnost~¸ (t.e. prostotoæ ili sloßnost~¸) ih rexeniØ, a ne samimi takimi rexeniØmi.

1. Napomnim predvaritel~no, vo-pervyh, qto funkcii τ^0(x1, . . . ),

τ^{(ν)}(x_1, . . . ) i ~τ^{(μ)}(x_1, . . . ) iz (29.2), i (29.4), igra¸wie rol~ funk-

ciæ τ (x_1, . . . ) v uravneniØh vida (27.1) dlØ frontov pada¸weæ, otraßennyh i prelomlennyh voln, svØzany s sostavlØ¸wimi sootvetstvu¸wih vektorov refrakcii ⃗p i orta ⃗n normali k volnovomu frontu formulami vida (27.6), t.e.

p_m = ∂τ ∂x_m = n_m v_r (⃗n) , (m = 1, 2, 3).

118 G. I. PETRAXEN^

Vo-vtoryh, qto luqevye rØdy vsegda stroØtsØ vdol~ luqeæ, rassmatrivaemyh kak rexenie (27.15) sistemy differencial~- nyh uravneniæ (27.7)–(27.9) dlØ luqeæ, podqinennyh naqal~- nym usloviØm vida (27.14). Pri fftom pervaØ gruppa rexeniæ

x_m = x_m(τ, α, β) opredelØet sobstvenno luqi l^{(r)} kak prostran-

stvennye krivye, pervaØ (luqevaØ) koordinata τ kotoryh opredelØet poloßenie fronta, pereseka¸wego luq v toqke (x_m) pri

t = τ . I, nakonec, v-tret~ih, qto, pri pomowi algoritmov po-

stroeniØ luqeæ v kaßdoæ toqke x_m = x_m(τ, α, β) luqa l^{(r)} odnovremenno opredelØ¸tsØ: znaqeniØ ortov normali ⃗n = ⃗n(τ, α, β) k frontu t = τ ; znaqeniØ fazovyh skorosteæ v_r = v_r (⃗n) rasprostraneniØ fronta; znaqeniØ sostavlØ¸wih vektorov polØrizacii ⃗A^{(r)}(⃗n) i znaqeniØ sostavlØ¸wih luqevoæ skorosti ⃗ξ(⃗n) rasprostraneniØ voln (sm. p. 6 §27).

ObrawaØs~ k zadaqe na otraßenie-prelomlenie voln, budem interesovat~sØ okrestnost~¸ ΔΣ_0 toqki 0 vstreqi central~nogo luqa l^{(0)} pada¸weæ volny (29.2) s graniceæ Σ_0. Kaßdoæ toqke

N ∈ Σ_0 otveqaet ort normali ⃗m(N ) k Σ_0 i ort ⃗n(N ) k frontu

pada¸weæ volny. Iskl¸qaØ iz rassmotreniØ sluqaæ [ ⃗m × ⃗n ] = 0 (kotoryæ faktiqeski soderßitsØ v naxih dal~neæxih issledovaniØh kak predel~nyæ), postroim ploskost~ Π(N ), soderßawu¸ v sebe orty normaleæ ⃗m(N ) i ⃗n(N ), nazyvaemu¸ ploskost~¸ padeniØ luqa v toqke N . Nakonec, polagaØ ⃗j_2(N ) = ⃗m(N ), postroim v toqke N orty ⃗j_1(N ) ∈ Π(N ) i ⃗j_3(N ) ⊥ ⃗j_1(N ) kasatel~nyh k Σ_0 i pritom tak, qtoby ⃗j_1(N ), ⃗j_2(N ) i ⃗j_3(N ) sostavlØli pravu¸ (ortogonal~nu¸) sistemu.

V rezul~tate ukazannyh postroeniæ poluqaem na poverhnosti Σ_0 dva vzaimno ortogonal~nyh polØ kasatel~nyh napravleniæ ⃗j_1(N ) i ⃗j_3(N ), opredelØ¸wih (v sluqae dostatoqnoæ gladkosti

poverhnosti Σ_0, ravno kak i fronta pada¸weæ volny) dva vzaimno ortogonal~nyh semeæstva krivyh, y_1(N ) = const i y_3(N ) = const. VybiraØ takie semeæstva za koordinatnye linii krivolineænoæ ortogonal~noæ sistemy koordinat (y_1, y_3) na poverhnosti Σ_0 i dobavlØØ k nim ewe koordinatu y_2, izmenØ¸wu¸sØ vdol~ normali ⃗m(N ) ≡ ⃗j_2(N ) k Σ_0, poluqaem prostranstvennu¸ ortogonal~nu¸ krivolineænu¸ (lokal~nu¸) sistemu koordinat (y_1, y_2, y_3) s ortami ⃗j_1(y_1, y_3), ⃗j_2(y_1, y_3) i ⃗j_3(y_1, y_3), estestvennu¸ dlØ issledovaniØ graniqnyh usloviæ v zadaqe na otraßenieprelomlenie voln. Pri izvestnom uravnenii (29.1) poverhnosti

RASPROSTRANENIE SE`SMIQESKIH VOLNOVYH POLE` 119

Σ_0 (iz kotorogo vyteka¸t i ee svoæstva krivizny) v principe netrudno vyvesti vzaimno obratnye (i differenciruemye) formuly preobrazovaniæ x_k ↔ y_α

y_α = y_α(x_1, x_2, x_3), x_k = x_k(y_1, y_2, y_3), (α, k = 1, 2, 3), (29.5)

svØzyva¸wie (v okrestnosti Σ_0) koordinaty x_k i y_α drug s drugom. Na osnovanii ße takih preobrazovaniæ standartnym obrazom opredelØ¸tsØ bazisnye koordinatnye vektory ⃗ρ_α = 3∑ k=1 ∂x_k ∂y_α ⃗i_k, (α = 1, 2, 3) (29.6)

lokal~noæ sistemy {y_1, y_2, y_3}, ee metriqeskie (fundamental~- nye) tenzory g_{αβ} = 3∑ k=1 ∂x_k ∂y_α ∂x_k ∂y_β = (⃗ρ_α · ⃗ρ_β ), g^{αβ} = 3∑ k=1 ∂y_α ∂x_k ∂y_β ∂x_k (29.7)

i t.p.; t.e. opredelØ¸tsØ vse fflementy, neobhodimye dlØ perezapisi v peremennyh y_1, y_2, y_3 lokal~noæ sistemy vseh sootnoxeniæ teorii uprugosti, zapisannyh v dekartovyh koordinatah x_1, x_2,

x_3 ishodnoæ sistemy L. My ne vypisyvaem zdes~ sootvetstvu-

¸wih formul v Øvnom vide, tak kak dlØ realizacii luqevogo metoda v ego nulevom priblißenii oni nam ne potrebu¸tsØ.

2. V predpoloßenii ßestkosti kontakta graniqnye usloviØ dlØ poleæ (29.3) i (29.4) pada¸weæ, otraßennyh i prelomlennyh voln zapisyva¸tsØ v vide dvuh vektornyh ravenstv ⃗u + 3∑ ν=1 ⃗u^{(ν)} = 3∑ μ=1 ⃗~u^{(μ)},

⃗t_m ( ⃗u ) + 3∑ ν=1 ⃗t_m ( ⃗u^{(ν)} ) = 3∑ μ=1 ⃗t_m (⃗ ~u^{(μ)} ) , (29.8)

vyraßa¸wih usloviØ nepreryvnosti pri perehode qerez granicu Σ_0 summarnyh vektorov smeweniæ i naprØßeniæ.

V komponentah otnositel~no ishodnoæ dekartovoæ sistemy koordinat (x_1, x_2, x_3) predyduxie sootnoxeniØ perepisyva¸tsØ v

120 G. I. PETRAXEN^

forme xesti ravenstv

u_q + 3∑ ν=1 u^{(ν)}_q = 3∑ μ=1 ~u_q^{(μ)}, (q = 1, 2, 3), (29.9)

t_{mr} ( ⃗u ) + 3∑ ν=1 t_{mr} ( ⃗u^{(ν)} ) = 3∑ μ=1 t_{mr} (⃗ ~u^{(μ)} ) , (r = 1, 2, 3), (29.10)

v kotoryh pod sostavlØ¸wimi vektorov naprØßeniæ, v sootvetstvii s (1.5), (1.4) i (1.11), sleduet ponimat~ vyraßeniØ vida t_{mr} (⃗u) = (⃗t_r · ⃗m) = 3∑ k,p,q=1 c^{(ε)}_{rk,pq}m_k ∂u_q ∂x_p , (29.11)

gde m_k – sostavlØ¸wie orta ⃗m normali k Σ_0, a c^{(ε)}_{rk,pq} – sostavlØ- ¸wie tenzora uprugih postoØnnyh sred ε = 1 i ε = 2 v toqkah

N^+ i N^−, neposredstvenno prilega¸wih s obeih storon k gra-

nice Σ_0.

Qto ße kasaetsØ perezapisi takih sootnoxeniæ v lokal~noæ krivolineænoæ sisteme koordinat (y_1, y_2, y_3), to ona moßet osuwestvlØt~sØ, naprimer, sledu¸wim obrazom: vo-pervyh, perehodom po formulam

u^′_α = 3∑ q=1 ∂y_α ∂x_q u_q, m^′_α = 3∑ q=1 ∂y_α ∂x_q m_q (29.12)

k novym sostavlØ¸wim (kontravariantnyh) vektorov ⃗u i ⃗m, a takße perehodom po formulam c^′_{ρχ,αβ} = ∑ ∂x_r ∂y_ρ ∂x_k ∂y_χ ∂x_p ∂y_α ∂x_q ∂y_β c_{rk,pq} (29.13) k novym sostavlØ¸wim (kovariantnogo predstavleniØ) tenzora uprugih postoØnnyh sred ε = 1 i ε = 2; vo-vtoryh, zamenoæ v sootnoxeniØh (29.9)–(29.11) koordinat x_k na koordinaty y_k, a veliqin u_q , m_k i c_{rk,pq} na veliqiny u^′_q, m^′_k i c^′_{rk,pq} iz levyh qasteæ ravenstv (29.12) i (29.13), vybiraemyh s takimi ße indeksami, qto i indeksy u zamenØemyh veliqin. Pri fftom v novom ravenstve (29.11) proizvodnaØ ∂u^′_q/∂y_p dolßna byt~ zamenena, kak

RASPROSTRANENIE SE`SMIQESKIH VOLNOVYH POLE` 121

izvestno, na kovariantnu¸ proizvodnu¸, opredelØemu¸ formulami

∇_pu^′_q = ∂u^′_q ∂y_p + 3∑ σ=1 Γ^q_{pσ}u^′_σ, Γ^q_{pσ} = 3∑ α=1 g^{qα}Γ_{pσ,α}, Γ_{pσ,α} = 1 2 ( ∂g_{pα} ∂y_σ + ∂p_{σα} ∂y_p − ∂g_{pσ} ∂y_α ) , (29.14)

v kotoryh ispol~zovany metriqeskie tenzory iz (29.7).

V rezul~tate vypolneniØ ukazannyh operaciæ prihodØt v lokal~noæ sisteme koordinat (y_1, y_2, y_3) k graniqnym usloviØm, predstavlØ¸wimsØ ravenstvami (29.9) i (29.10), v kotoryh vse bukvy u zameneny na u^′, a pod t_{mr} (⃗u^′) ( pri ⃗u^′ = ⃗u^′, ⃗u^′ = ⃗u^{′(ν)} i ⃗u^′ = ⃗~u^{′(μ)} ) podrazumeva¸tsØ vyraßeniØ vida

t_{mr}(⃗u^′) = 3∑ k,p,q=1 c^{′(ε)}_{rk,pq}m^′_k∇_pu^′_q (29.15) pri znaqeniØh ∇_pu^′_q iz (29.14).

3. Analiz graniqnyh usloviæ sleduet naqinat~ s sootnoxeniæ (29.9), kotorye pri uqete (29.2), (29.4) i pri otbrasyvanii radi uproweniØ zapiseæ xtrihov sverhu (dolßenstvu¸wih oboznaqat~, qto rassmotreniØ proizvodØtsØ v lokal~noæ sisteme koordinat) perepisyva¸tsØ simvoliqeski v vide ∞∑ n=0 { V^{(n,0)} q f^0_n [ t −^∘τ(y_1, y_3) ] + ∞∑ ν=1 V^{(n,ν)} q f_n [ t − τ^{(ν)}(y_1, y_3) ] −

− ∞∑ μ=1 ~V^{(n,μ)} q ~f_n[t − ~τ^{(μ)}(y_1, y_3)] } = 0, (q = 1, 2, 3), (29.16)

gde oboznaqeno ∘ τ (y_1, y_3) =^∘τ [ x_1(y_1, y_2, y_3), . . . ]| |_{y2=0}, . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ~τ^{(μ)}(y_1, y_3) = ~τ^{(μ)} [ x_1(y_1, y_2, y_3), . . . ]| |_{y2=0}.

(29.17)

SootnoxeniØ (29.16) dolßny vypolnØt~sØ toßdestvenno otnositel~no t, y_1 i y_3, priqem kaßdaØ iz sistem funkciæ {f^0_n}, {f_n}

122 G. I. PETRAXEN^

i { ~f_n} dolßna udovlevorØt~ sootnoxeniØm vida (28.2), a funkcii f̂^0_n iz razloßeniØ pada¸weæ volny dolßny imet~ razryvy nepreryvnosti v proizvodnyh porØdka n + 2. Netrudno videt~, qto pri takih usloviØh iz (29.16) s neobhodimost~¸ sledu¸t, vo-pervyh, ravenstva

f^0_n(t) = f_n(t) = f̂_n(t), (29.18)

τ^{(ν)}(y_1, y_3) = ~τ^{(μ)}(y_1, y_3) =^∘τ (y_1, y_3), (ν, μ = 1, 2, 3) (29.19)

i, vo-vtoryh, beskoneqnoe mnoßestvo (pri n = 0, 1, 2, . . .) grupp po tri uravneniØ 3∑ μ=1 [ Ṽ^{(n,μ)} q − V^{(n,μ)}_q ] = V̂^{(n)}_q , (q = 1, 2, 3) (29.20)

dlØ vseh medlenno izmenØ¸wihsØ funkciæ, vhodØwih amplitudnymi mnoßitelØmi pri funkciØh f_n i ~f_n v luqevye razloßeniØ (29.4). Pri n = 0 ih (29.4) vyteka¸t pervye tri uravneniØ 3∑ μ=1 [ Ṽ^{(0,μ)} q − V^{(0,μ)}_q ] = V̂^{(0)}_q , (q = 1, 2, 3) (29.21)

iz polnoæ sistemy uravneniæ (29.26) i (29.27), opisyva¸weæ process otraßeniØ-prelomleniØ voln v nulevom priblißenii luqevogo metoda.

Poluqennye sootnoxeniØ (29.18) i (29.19) po svoemu smyslu vpolne analogiqny sootnoxeniØm (25.14) ili (25.16) teorii lokal~no-ploskih voln, priqem iz (29.19) kak i iz (25.16), vyteka¸t vse kinematiqeskie zakonomernosti v processah otraßeniØ-prelomleniØ voln.

Deæstvitel~no, na osnovanii postroeniØ v p. 1 lokal~noæ sistemy koordinat (y_1, y_2, y_3), a takße opredeleniØ ponØtiØ o ploskosti padeniØ Π(y_1, y_3) luqa l(y_1, y_3) pada¸weæ volny, vstreqa- ¸wego granicu Σ_0 v toqke (y_1, y_3), moßno utverßdat~, qto ploskost~ padeniØ Π(y_1, y_3), ortogonal~naØ ortu ⃗j_3(y_1, y_3), prohodit qerez toqku (y_1, y_3) i polnost~¸ soderßit v sebe ort normaleæ

⃗n(y_1, y_3) k frontu pada¸weæ volny. Pofftomu v toqke (y_1, y_3) oka-

zyvaetsØ n_3 = (⃗n ·⃗j_3) = 0, a takße ∂τ /∂y_3 = n_3/v_0 = 0, qto sleduet

RASPROSTRANENIE SE`SMIQESKIH VOLNOVYH POLE` 123

iz sootnoxeniæ vida (27.6). No v silu (29.19) spravedlivo ∂τ^{(ν)} ∂y_3 = ∂~τ^{(μ)} ∂y_3 = ∂τ ∂y_3 , (ν, μ = 1, 2, 3), vsledstvie qego v toqke (y_1, y_3) vypolnØ¸tsØ ravenstva

n^{(ν)}_3 = ñ^{(μ)}_3 = n_3 = 0, (29.22)

oznaqa¸wie, qto orty normalnæ ⃗n^{(ν)}(y_1, y_3) i ⃗~n^{(μ)}(y_1, y) k frontam vseh otraßennyh i prelomlennyh voln leßat v ploskosti padeniØ Π(y_1, y_3) pada¸weæ volny. Itak, my poluqili pervyæ zakon kinematiki processov otraßeniØ i prelomleniØ voln.

DlØ poluqeniØ vtorogo zakona kinematiki, igra¸wego rol~ sootnoxeniæ Snelliusa, dostatoqno prodifferencirovat~ toßdestva (29.19) po y_1 i uqest~ sootnoxeniØ vida (27.6). Esli pri fftom ewe predstavit~ summami vida

⃗n = n_1⃗j_1(y_1, y_3) + n_2⃗j_2(y_1, y_3)

znaqeniØ v toqke (y_1, y_3) kaßdogo orta ⃗n, ⃗n^{(ν)}, ⃗~n^{(μ)}, (ν, μ = 1, 2, 3) (pada¸weæ, otraßennyh i prelomlennyh voln), a sostavlØ¸wie

n_1 i n_2 kaßdogo iz takih ortov vyrazit~ po formulam n_1 = sin θ, n_2 = cos θ qerez sootvetstvu¸wie ugly padeniØ (vvodimye v toq-

nosti tak ße, kak i v p. 4 §24), to poluqatsØ sootnoxeniØ sin ~θ_μ ~v_μ(~θ_μ) = sin θ_ν v_ν (θ_ν ) = sin θ v_0(θ)

, (μ, ν = 1, 2, 3), (29.23)

bukval~no sovpada¸wie (kak po forme, tak i po fiziqeskomu smyslu) s sootnoxeniØmi (25.21).

Na osnovanii sootnoxeniæ (29.22) i (29.23) po ortu normali

⃗ṅ(y_1, y_3) pada¸weæ volny (oqevidnym obrazom) odnoznaqno opre-

delØ¸tsØ znaqeniØ ortov normaleæ ⃗n^{(ν)}(y_1, y_3) i ⃗~n^{(μ)}(y_1, y_3) vseh otraßennyh i prelomlennyh voln. Takie opredeleniØ proizvodØtsØ dlØ kaßdoæ toqki (y_1, y_3) granicy Σ_0 soverxenno tak ße, kak na osnovanii sootnoxeniæ (25.16) i (25.21) opredelØlis~ orty normaleæ ⃗n^{(ν)} i ⃗~n^{(μ)} otraßennyh i prelomlennyh ploskih voln po ortu ⃗n pada¸weæ ploskoæ volny. Pri fftom soverxenno tak ße ispol~zu¸tsØ i neravenstva tipa (25.11) i (25.23) dlØ sostavlØ¸weæ ξ_2 luqevyh skorosteæ otraßennyh i prelomlennyh voln vdol~ luqeæ, vyhodØwih iz toqki (y_1, 0, y_3) v oblasti

124 G. I. PETRAXEN^

y_2 < 0 i y_2 > 0 sootvetstvenno sred ξ = 2 i ε = 1. Ne zaderßiva-

Øs~ na podrobnostØh, lix~ otmetim, qto po izvestnym znaqeniØm upomØnutyh ortov v toqkah (y_1, 0, y_3) s sootvetstvu¸wih storon granicy Σ_0 luqi vseh otraßennyh i prelomlennyh voln opredelØ¸tsØ odnoznaqno.

4. PerehodØ, nakonec, k rassmotreni¸ vtoroæ gruppy graniqnyh usloviæ, svØzannyh s nepreryvnost~¸ sostavlØ¸wih vektora naprØßeniæ pri perehode qerez granicu razdela sred, sleduet uqest~ zameqanie iz konca p. 2, gde ukazyvalos~, qto v lokal~noæ sisteme koordinat (y_1, y_2, y_3) takie usloviØ svodØtsØ k ravenstvam (22.10), v kotoryh veliqiny t_{mr}(⃗u), t_{mr} (⃗u^{(ν)}) i

t_{mr} (~⃗u^{(μ)}) zameneny sootvetstvenno na veliqiny t_{mr} (⃗u^′), t_{mr} (⃗u^{′(ν)})

i t_{mr} (~⃗u^{′(μ)}) tipa (29.15). V rezul~tate ße podstanovki v podobnye vyraßeniØ luqevyh razloßeniæ (29.2) i (29.4) poluqatsØ luqevye razloßeniØ

t_{mr}(⃗u^′) = ∞∑ n=−1 [_3∑ k,p,q=1 c^{′(2)}_{rk,pq}m^′_kU^{(n)}_{pq} ] f_n [ t − ^τ ] , . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . t_{mr}(⃗~u^{′(μ)}) = ∞∑ n=−1 [_3∑ k,p,q=1 c^{′(1)}_{rk,pq}m^′_kŨ^{(n,μ)}_{pq} ] ~f_n[t − ^τ ] dlØ sostavlØ¸wih vektorov naprØßeniæ na granice Σ_0 razdela sred ε = 2 i ε = 1 sootvetstvenno pada¸weæ, otraßennyh i prelomlennyh voln, v kotoryh oboznaqeno:

Û^{(−1)}_{pq} = −V̂^{(0)}_q ∂^τ ∂y_p , . . . , Ũ^{(−1,μ)} pq = −Ṽ^{(0,μ)}_q ∂~τ^{(μ)} ∂y_p , (29.24)

U^{(n)}_{pq} = ∇_pV̂^{(n)}_q − V̂^{(n+1)}_q ∂~τ ∂y_p , . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Ũ^{(n,μ)}_{pq} = ∇_pṼ^{(n,μ)}_q − Ṽ^{(n+1,μ)}_q ∂~τ ∂y_p , (n ¿ 0),

(29.25)

priqem (radi uproweniØ zapisi) u veliqin V^{(n)}q , . . . , V^{(n,ν)}q i Ṽ^{(ν,μ)} q iz pravyh qasteæ ravenstv (29.24) i (29.25) opuweny xtrihi sverhu. Pofftomu, esli vospol~zovat~sØ takimi razloßeniØmi

RASPROSTRANENIE SE`SMIQESKIH VOLNOVYH POLE` 125

i uqest~ ravenstva (29.18), a takße – soobraßeniØ iz p. 1 o razryvnyh svoæstvah funkcii f_n(t) iz (28.2), to netrudno ubedit~sØ v tom, qto graniqnye usloviØ (29.10) svodØtsØ k beskoneqnomu mnoßestvu (pri n = −1, 0, 1, 2, . . .) grupp po tri uravneniØ vida 3∑ μ=1 3∑ k,p,q=1 [ c^{′(1)}_{rk,pq}m^′_kŨ^{(n,μ)}_{pq} − c^{′(2)}_{rk,pq}m^′_kU^{(n,μ)}_{pq} ] =

= 3∑ k,p,q=1 c^{(2)}_{rk,pq}m^′_kÛ^{(n)}_{pq} , (r = 1, 2, 3). (29.26)

Pri n = −1 ots¸da vyteka¸t (nedosta¸wie ewe) tri uravneniØ 3∑ μ=1 3∑ k,p,q=1 [ c^{(1)}_{rk,pq}m_k ∂~τ^{(μ)} ∂y_p Ṽ^{(0,μ)} q − c^{(2)}_{rk,pq}m_k ∂τ^{(μ)} ∂y_p V^{(0,μ)}_q ] =

= 3∑ k,p,q=1 c^{(2)}_{rk,pq}m_k ∂^τ ∂y_p V̂^{(0,μ)} q , (r = 1, 2, 3), (29.27)

obrazu¸wie sovmestno s uravneniØmi (29.21) polnu¸ sistemu uravneniæ dlØ opisaniØ processa otraßeniØ-prelomleniØ v nulevom priblißenii luqevogo metoda. OstaetsØ podqerknut~, vopervyh, qto nesmotrØ na opuwennye xtrihi sverhu u vseh veliqin c^{(ν)}_{rk,pq}, m_k, V̂^{(0,μ)}q i Ṽ^{(0,μ)}q , vhodØwih v uravneniØ (29.24) i (29.27), ukazannye uravneniØ otnosØtsØ k lokal~noæ krivolineænoæ sisteme koordinat (y_1, y_2, y_3) iz p. 1. I, vo-vtoryh, qto (vsledstvie otsutstviØ v slagaemyh uravneniæ (29.27) operaciæ kovariantnogo differencirovaniØ) uravneniØ (29.21) i (29.27) (primenØemye v l¸boæ toqke (y_1, y_3) oblasti ΔΣ_0 granicy razdela) v toqnosti sovpada¸t s sistemoæ uravneniæ, kotoraØ poluqilas~ by v nulevom priblißenii luqevogo metoda v rezul~tate proektirovaniØ sootnoxeniæ (29.9) i (29.10) na osi lokal~no-dekartovoæ sistemy koordinat (~y_1, ~y_2, ~y_3), postroennoæ v proizvol~no vybiraemoæ (fiksirovannoæ) toqke (y_1, y_3) ∈ ΔΣ_0 i ime¸weæ (postoØnnye) orty ⃗j_1(y_1, y_3), ⃗j_2(y_1, y_3) i ⃗j_3(y_1, y_3). TakaØ sistema koordinat, kstati govorØ, ffkvivalentna “estestvennoæ” sisteme koordinat iz p. 4 §25, v kotoroæ rassmatrivaetsØ process otraßeniØ-prelomleniØ ploskih voln. Pri uqete ße sdelannogo zameqaniØ stanovitsØ opravdannm utverßdenie o

126 G. I. PETRAXEN^

tom, qto opisanie processa otraßeniØ-prelomleniØ voln v nulevom priblißenii luqevogo metoda (v dostatoqno maloæ okrestnosti granicy razdela) svoditsØ faktiqeski k teorii lokal~noploskih voln.

Pomimo ukazannogo napraxivaetsØ zakl¸qenie o tom, qto privedennoe v razdelah p. 2–4 shematiqeskoe rassmotrenie zadaqi na polnoe luqevoe opisanie processov otraßeniØ-prelomleniØ voln na ploskoæ granice razdela anizotropnyh uprugih sred svidetel~stvuet ob oqevidnoæ neffffektivnosti v zadaqah takogo roda luqevogo metoda v posledu¸wih ego priblißeniØh. V sluqae granic razdela, radiusy krivizny kotoryh lix~ nemnogo prevoshodØt dominiru¸wu¸ dlinu volny pada¸wego vozmuweniØ, nulevoe priblißenie metoda ewe moßet (inogda) privodit~ k uspehu, t.e. “vydavat~” pravdopodobnye rezul~taty. PogonØ ße zdes~ za posledu¸wimi priblißeniØmi luqevogo metoda edva li poluqit kogda-libo nauqnoe opravdanie. Oqen~ uß daleki ot real~nosti ishodnye poloßeniØ metoda i oqen~ uß velik dissonans meßdu svoæstvami razryvnyh bazisnyh funkciæ f_n(t) iz (28.1), podqinennyh sootnoxeniØm (28.2), i temi real~nymi dostatoqno nizkoqastotnymi vremennymi zavisimostØmi, kotorye realizu¸tsØ v volnovyh polØh seæsmiqeskoæ praktiki.

§30. Zakl¸qitel~nye zameqaniØ k glave

V glave rassmotrena shema algoritmiqeskogo formalizma luqevogo metoda dlØ anizotropnyh uprugih sred v ego variante s beskoneqnoæ sistemoæ bazisnyh funkciæ f_n(t), podqinennyh sootnoxeniØm (28.2), i soderßawih razryvnu¸ funkci¸ s naimen~xim indeksom v rØdah po celoqislennoæ peremennoæ n. Leßawie v osnove shemy daleko-iduwie idealizacii o vozmoßnosti differencirovaniØ po t luqevyh rØdov l¸boe qislo raz i o razryvnosti bazisnyh funkciæ ili ih sootvetstvennoæ proizvodnoæ, suwestvenno uprowa¸t realizaci¸ formalizma metoda i bessporno sposobstvu¸t “naglØdnosti” poluqeniØ ego rezul~- tiru¸wih sootnoxeniæ v l¸byh ih priblißeniØh. Odnako logiqeskaØ prostota izloßeniØ shemy metoda otn¸d~ ne soprovoßdaetsØ ewe prostotoæ matematiko-algoritmiqeskih realizaciæ ego priblißeniæ. �to inogda privodit k mneni¸ o tom, qto v netrivial~nyh sluqaØh luqevoæ metod neracional~no primenØt~ inaqe, qem v nulevom ego priblißenii, tak kak ewe soverxenno

RASPROSTRANENIE SE`SMIQESKIH VOLNOVYH POLE` 127

ne Øsno, budut li opravdany zatraty na preodolenie vyqislitel~nyh zatrudneniæ pri poluqenii sledu¸wego priblißeniØ (t.e. privedut li oni deæstvitel~no k bolee vysokoæ toqnosti i dostovernosti rezul~tatov).

Delo zdes~ ewe usugublØetsØ tem obstoØtel~stvom, qto v praktiqeskih rasqetah vsegda primenØ¸t (po neobhodimosti) nepreryvnye predstavleniØ bazisnyh funkciæ f_n(t), v otliqie ot razryvnyh, kotorym, kak raz, i obØzana vsØ prostota i izØwestvo vyvodov formalizma luqevogo metoda v ego klassiqeskom variante. Pri ispol~zovanii ße nepreryvnyh bazisnyh funkciæ v luqevom metode utraqivaetsØ odnoznaqnost~ v postroenii amplitudnyh funkciæ i, tem samym, utraqiva¸tsØ ostatki smysla slov: “oqerednoe priblißenie luqevogo metoda.” Pofftomu predstavlØetsØ umestnym udelit~ fftomu voprosu zdes~ nekotoroe vnimanie, priqem ego rassmotrenie sovmestit~ s zadaqeæ ob istoqnikah voln v anizotropnyh uprugih sredah. 1. Pust~ v bezgraniqnoæ uprugoæ srede zadana polost~, ograniqennaØ nekotoroæ dostatoqno gladkoæ poverhnost~¸ (naprimer, sferoæ) Σ_0 s vnexneæ normal~¸ ⃗m(α, β), gde α i β – kakie-libo krivolineænye koordinaty toqek na Σ_0. K polosti (iznuti) priloßeno vnexnee vozdeæstvie, poroßda¸wee na ee granice Σ_0 ili pole smeweniæ ⃗u_0(α, β, t), ili pole naprØßeniæ F_0(α, β, t). TrebuetsØ opredelit~ pole smeweniæ ⃗u(M, t) v uprugoæ srede vne polosti tak, qtoby ono udovletvorØlo uravneniØm dvißeniØ (3.4), nulevym naqal~nym dannym i odnomu iz sledu¸wih graniqnyh usloviæ ⃗u | | |_{Σ0} = ⃗u0(α, β, t) (30.1) ili ⃗t_m[ ⃗u ] | | |_{Σ0} = − ⃗F0(α, β, t). (30.2)

Pri fftom v bol~xinstve prikladnyh zadaq okazyvaetsØ dostatoqnym polagat~ ⃗u_0 = ⃗B(α, β) ^f (t), ili ⃗F_0 = ⃗B(α, β) ^f (t). (30.3) PredpolagaØ, qto dlØ radiusov krivizny R poverhnosti polosti i dlØ dominiru¸wih dlin voln λ_r vozbußda¸wihsØ poleæ ewe vypolnØ¸tsØ neravenstva vida R ≫ λ_r . Obsudim shemu rexeniØ sformulirovannyh vspomogatel~nyh zadaq. Pri fftom nax

128 G. I. PETRAXEN^

pervyæ xag v rexenii zadaq, estestvenno, dolßen svodit~sØ k postroeni¸ treh nezavisimyh semeæstv {l^{(r)}} luqeæ (otveqa¸- wih volnam kaßdogo iz treh vozmoßnyh tipov r), beruwih naqalo v toqkah x_m = x^0_m(αβ) (m = 1, 2, 3), poverhnosti Σ_0, kotoru¸ celesoobrazno sqitat~ zadannoæ v parametriqeskoæ forme. DlØ postroeniØ kaßdogo iz semeæstv {l^{(r)}} sleduet fiksirovat~ znaqenie r i vypisat~ dlØ nego sistemu differencial~nyh uravneniæ vida (27.7)–(27.9); zatem nußno vypisat~ naqal~nye dannye x^{(r)}_m | | τ=0 = x^0_m(α, β), p^{(r)}_m | | τ=0 = n^0_m(α, β) v_r(α, β) , (m = 1, 2, 3), (30.4)

v kotoryh n^0_m(α, β) – sostavlØ¸wie orta normaleæ ⃗n^{(0)} ≡ ⃗m k Σ_0, a v_r(α, β) – fazovaØ skorost~ volny rassmatrivaemogo tipa r, otveqa¸waØ ortu ⃗m, vyqislennaØ dlØ toqki x_m = x^0_m(α, β) sredy obyqnym obrazom. Nakonec, neobhodimo prointegrirovat~ sistemu uravneniæ (27.7)–(27.9) pri naqal~nyh usloviØh (30.4), qto i privodit k funkciØm

x_m = x^{(r)}_m (τ, α, β), p_m = p^{(r)}_m (τ, α, β), (m = 1, 2, 3) (30.5)

tipa (27.15), opredelØ¸wim kaßdyæ luq iz semeæstva {l^{(r)}} v analitiqeskoæ (ili qislennoæ) forme. Pri fftom budem sqitat~, qto v rassmatrivaemoæ oblasti prostranstva, prilega¸weæ k polosti, luqi kaßdogo iz semeæstv {l^{(r)}} obrazu¸t ewe pole. Poslednee, kstati govorØ, neobhodimo dlØ bezogovoroqnogo primeneniØ luqevogo metoda k rexeni¸ rassmatrivaemyh vspomogatel~nyh zadaq. Pri vypolnenii takih dopuweniæ obrawenie pervoæ gruppy iz treh sootnoxeniæ (30.5) (pri kaßdom fiksirovannom znaqenii r = 1, 2, 3) privodit k vyraßeniØm

τ = τ^{(r)}(x_1, x_2, x_3), α = α^{(r)}(x_1, x_2, x_3), β = β^{(r)}(x_1, x_2, x_3) (30.6)

luqevyh koordinat (τ ≡ τ_r, α ≡ α_r, β ≡ β_r ) semeæstva {l^{(r)}} qerez ishodnye dekartovy koordinaty x_k. Uravnenie τ^{(r)}(x_1, x_2, x_3) = t opredelØet posledovatel~nye vo vremeni poloßeniØ fronta

S_r volny tipa r, svØzannoæ s semeæstvom luqeæ {l^{(r)}}, priqem

uravnenie τ^{(r)}(x_1, x_2, x_3) = 0 (otveqa¸wee znaqeni¸ τ = 0 iz (30.5) ili (30.6) opredelØet poverhnost~ Σ_0 polosti. V toqkah (τ_r , α_r, β_r) kaßdogo luqa semeæstva {l^{(r)}} s fiksirovannym nomerom r moßno sqitat~ izvestnymi znaqeniØ ⃗n^{(r)}(τ, α, β), ⃗A^{(ρ)}(τ, α, β) ≡ ⃗A^{(r,ρ)}, (r = 1, 2, 3)

RASPROSTRANENIE SE`SMIQESKIH VOLNOVYH POLE` 129

i t.d., orta normaleæ k frontu S_r , vektorov polØrizacii voln treh vozmoßnyh tipov ρ = 1, 2, 3, i t.d. Pri fftom, v sootvetstvii s (30.4) i (30.5), pri τ ≡ τ_r = 0 vypolnØ¸tsØ ravenstva ⃗n^{(r)} =

⃗n^{(0)}(α, β), gde ⃗n^{(0)} ≡ ⃗m – ort normaleæ k poverhnosti Σ_0 prØmym

sledstviem kotoryh okazyva¸tsØ sootnoxeniØ

⃗^A_{(1,ρ)} = ⃗^A_{(2,ρ)} = ⃗^A_{(3,ρ)} ≡ ⃗^A_{(ρ)}(α, β), (ρ = 1, 2, 3). (30.7)

Vektory iz (30.7) pri razliqnyh znaqkah ρ udovletvorØ¸t oqevidnym sootnoxeniØm ortogonal~nosti i normirovki (⃗ ^A^{(ρ)} · ⃗^A^{(^ρ)} ) = δ_{ρ,^ρ}, (ρ, ^ρ = 1, 2, 3). (30.8) 2. RexeniØ sformulirovannyh vspomogatel~nyh zadaq razyskiva¸tsØ v vide naloßeniØ ⃗u (M, t) = 3∑ r=1 ⃗u^{(r)}(M, t) (30.9)

treh luqevyh rØdov ⃗u^{(r)}(M, t) = ∞∑ n=0 ⃗V^{(r,n)}(M )f_n [ t − τ^{(r)}(M ) ] , (r = 1, 2, 3), (30.10)

v kotoryh v pervom priblißenii sleduet polagat~

⃗V^{(r,0)} = c^{(r)0} (α, β) L_r(τ, α, β) ⃗A^{(r,r)}(τ, α, β),

⃗V^{(r,1)} = c^{(r)1} (α, β) L_r (τ, α, β) ⃗A^{(r,r)}(τ, . . . )+ (30.10′)

+ 3∑ k=1 a^{(r,1)}_k (τ, . . . ) ⃗A^{(r,k)}(τ, . . . ). Zdes~ L_r (τ, α, β) oboznaqaet geometriqeskoe rashoßdenie semeæstva luqeæ {l^{(r)}} s nomerom r, a c^{(r)}_0 (α, β) i c^{(r)}_1 (α, β) – proizvol~- nye kofffficienty, znaqeniØ kotoryh dolßny byt~ opredeleny v rezul~tate uqeta graniqnyh usloviæ na poverhnosti Σ_0 polosti. Qto ße kasaetsØ kofffficientov a^{(r,1)}_k (τ, . . . ), to ih znaqeniØ

130 G. I. PETRAXEN^

odnoznaqno opredelØ¸tsØ srazu ße posle togo, kak okazyva¸tsØ naædennymi znaqeniØ kofffficientov c^{(r)}_0 (α, β). Sleduet podqerknut~, qto pod (τ, α, β) v (30.10^′) podrazumeva¸tsØ luqevye koordinaty (τ_r , α_r, β_r) polØ luqeæ {l^{(r)}}, t.e. razliqnye luqevye sistemy koordinat pri raznyh znaqeniØh r = 1, 2, 3. Odnako pri

τ_r = 0 (t.e. v toqkah poverhnosti Σ_0) vse oni sovpada¸t drug s

drugom, ravno kak sovpada¸t drug s drugom vse vektory polØrizacii iz (30.7).

V sluqae graniqnogo usloviØ vida (30.1), (30.3) neizvestnye kofffficienty luqevyh razloßeniæ iz (30.10) dolßny opredelØt~sØ iz vektornogo uravneniØ 3∑ r=1 c^{(r)}_0 L^0_r

⃗^A_{(r)}f_0(t) +^3∑ r=1 [ c^{(r)}_1 L^0_r

⃗^A_{(r)} +^3∑ r=1 a^{(r,1)}_k ⃗^A^{(k)} ] f_1(t)+ + . . . = ⃗B(α, β) ^f (t). (30.11)

Ne zaderßivaØs~ na obsußdenii podrobnosteæ lix~ otmetim, qto v ramkah “razryvnogo varianta” luqevogo metoda, kogda funkciØ ^f (t) iz (30.3) zadaetsØ razloßeniem takogo ße tipa, qto i luqevye razloßeniØ (30.11), t.e. predstavlØetsØ v vide ^f(t) =^∞ ∑ n=0 b_nf_n(t), ( f^′_n(t) = f_{n−1}(t) ) , gde f_0(t) – nekotoraØ fflementarnaØ (razryvnaØ) funkciØ (tipa δ(t) ili ε(t)), iz sootnoxeniØ (30.11) odnoznaqno poluqaetsØ polnaØ sistema algebraiqeskih uravneniæ dlØ vseh neizvestnyh kofffficientov luqevyh razloßeniæ iz (30.9) i (30.10). Pri ispol~zovanii ße “prikladnogo varianta” luqevogo metoda, (v kotorom f_0(t) realizuetsØ v vide gladkoæ, no otnositel~no vysokoqastotnoæ funkcii, priqem vse razloßenie svoditsØ lix~ k pervomu slagaemomu), estestvenno, req~ moßet idti lix~ o priblißennoæ odnoznaqnosti opredeleniØ kofffficientov uderßivaemyh slagaemyh luqevyh razloßeniæ, t.e. ob odnoznaqnosti s toqnost~¸ do porØdka malosti otbrasyvaemyh slagaemyh. �to legko moßet byt~ prodemonstrirovano na primere vypisannyh v (30.11) qlenov uravneniØ, uqityva¸wego graniqnye usloviØ zadaqi.

Vsledstvie sootnoxeniØ f^′_1(t) = f_0(t), kotorym svØzØny funkcii ot t iz (30.11), netrudno videt~, qto neodnoznaqnost~ v re-

RASPROSTRANENIE SE`SMIQESKIH VOLNOVYH POLE` 131

xenii uravneniØ (30.11) proistekaet iz-za vozmoßnosti predstavleniØ zadannoæ gladkoæ funkcii ^f(t) iz pravoæ qasti razliqnymi sposobami v forme dvuh (nepreryvnyh) slagaemyh ^f (t) = f(t) + γ t∫ 0 f(t)dτ ≡ f_0(t) + γf_1(t), (30.12) gde γ = const, f^′_1(t) = f_0(t).

Pri vyØsnenii takogo voprosa moßno polagat~, qto funkciØ

f(t), nepreryvnaØ smeste so svoeæ pervoæ proizvodnoæ pri t > 0,

ravna nul¸ toßdestvenno pri t < 0. Togda obrawenie ravenstva (30.12) daet f(t) = ^f(t) − γ t∫ 0 e^{−γ(t−τ)} ^f (τ )dτ, (30.12^′) priqem vypolnØetsØ sootnoxenie

f_1(t) ≡ t∫ 0 f(τ )dτ = t∫ 0 e^{−γ(t−τ)} ^f(τ )dτ. (30.13)

Predpoloßim snaqala, qto funkciØ ^f (t) iz pravoæ qasti (30.11) imeet luqevu¸ strukturu (30.12) s takimi ße (nepreryvnymi) funkciØmi f_0(t) i f_1(t), kak i funkcii iz levoæ qasti (30.11). Togda, v sootvetstvii s prinØtoæ shemoæ rassmotreniØ luqevyh razloßeniæ (poluqa¸weæ logiqeskoe obosnovanie lix~ pri “razryvnyh” funkciØh f_n(t)), uqet graniqnyh usloviæ (30.11) privodit k sootnoxeniØm 3∑ r=1 c^{(r)}_0 L^0_r ⃗^A_{(r)}(α, β) = ⃗B(α, β), 3∑ r=1 [ c^{(r)}_0 L^0_r

⃗^A_{(r)}(α, β) +^3∑ k=1 a^{(r,1)}_k ⃗A^{(k)}(α, β) ] = γ ⃗B(α, β), (30.14)

iz kotoryh, v silu usloviæ ortonormirovki (30.8), poluqa¸tsØ

132 G. I. PETRAXEN^

ravenstva

c^{(r)}_0 = L^0_r ( ⃗B · ⃗^A^{(r)} ) , c^{(r)}_1 = γL^0_r ( ⃗B · ^A^{(r)} ) − L^0_r 3∑ k=1 a^{)k,1)}_n (α, β). (30.15)

Pri fftom kofffficienty a^{(r,a)}_k (α, β) iz (30.10^′) zdes~ sleduet sqitat~ izvestnymi, tak kak znaqeniØ c^{(r)}_0 (α, β) uße opredeleny.

Na osnovanii (30.15) i (30.10^′) dlØ rassmatrivaemyh dvuh pervyh qlenov razloßeniØ (30.10) poluqaetsØ luqevoe predstavlenie ⃗u^{(r)}(M, t) = L^0_r ( ⃗B · ⃗^A^{(r)}) L_r ⃗A^{(r,r)}(α, β) f_0[t − τ^{(r)}(M )]+

+ { γL^0_r ( ⃗B · ⃗^A^{(r)}) L_r ⃗A^{(r,r)}(α, β) − L^{0r} L_r 3∑ k=1 a^{(k,1)}_r ⃗A^{(r,r)}(α, β)+ (30.16)

+ 3∑ k=1 a^{(r,1)}_r ⃗A^{(r,k)}(α, β) } f_1 [ t − τ^{(r)}(M ) ] , dopuska¸wee (putem ob¨edineniØ pervyh dvuh slagaemyh) perezapis~ v vide ⃗u^{(r)}(M, t) = L^0_r ( ⃗B · ⃗^A^{(r)})

L^0_r ⃗A^{(r,r)}(α, β) ^f [t − τ^{(r)}(M )]+

+ {_3∑ k=1 a^{(r,1)}_k ⃗A^{(r,k)}(α, β) − L^0_r L_r 3∑ k=1 a^{(k,1)}_r ⃗A^{(r,r)}(α, β) } × (30.17) ×f_1 [ t − τ^{(r)}(M ) ] . Predstavlenie (30.16) svoditsØ, oqevidno, k pervym dvum qlenam (kanoniqeskogo) luqevogo razloßeniØ funkcii ⃗u^{(r)} po funkciØm f_0(t) i f_1(t) iz (30.12) (takogo, kak esli by ffti funkcii byli razryvnymi), svØzannym drug s drugom sootnoxeniØmi

f^′_1(t) = f_0(t), ili f_1(t) = t∫ 0 f_0(τ )fτ.

RASPROSTRANENIE SE`SMIQESKIH VOLNOVYH POLE` 133

Predstavlenie ße (30.17) (toßdestvenno ravnoe po veliqine predstavleni¸ (30.16)) imeet strukturu, pohoßu¸ na luqevoe razloßenie, v kotorom za osnovnu¸ funkci¸ f_0(t) (luqevogo razloßeniØ) vzØta funkciØ ^f (t) iz (30.12), a ne pervoe ee slagaemoe

f_0(t). Pri fftom pervyæ qlen pravoæ qasti (30.17) imeet (kanoni-

qeski) pravil~nyæ vid, a struktura posledu¸wih ee slagaemyh rezko otliqaetsØ ot kanoniqeski pravil~nogo luqevogo razloßeniØ. �to vidno, hotØ by iz svØzi meßdu funkciØmi ^f (t) i f_1(t) iz pravoæ qasti (30.17), svodØweæsØ k ravenstvu

f_1(t) = t∫ 0 e^{−γ(t−τ)} ^f (τ )dτ = ∞∑ n=0 (−γ)^n n! t∫ 0 (t − τ )^n ^f (τ )dτ ≡

≡ ∞∑ n=0 (−γ)^n ^f_{n+1}(t), (30.18)

v kotorom (nepreryvnye) funkcii ^f_{n+1}(t) udovletvorØ¸t luqevym sootnoxeniØm

^f^′_{n+1}(t) = ^f_n(t), (n ¿ 1).

Izloßennoe uße pokazyvaet, qto v “prikladnom variante” luqevogo metoda nulevoe priblißenie privodit k logiqeski opravdannomu (“pravil~nomu”) rezul~tatu. Posledu¸wie ße priblißeniØ vsegda soderßat tot ili inoæ proizvol, lixa¸- wiæ ih smysla “popravki k nulevomu priblißeni¸”. Pofftomu primenenie posledu¸wih priblißeniæ metoda v prikladnom variante lixeno osnovaniæ.

3. VozvrawaØs~ k rexeniØm (v nulevom priblißenii luqevogo metoda) rassmatrivaemyh vspomogatel~nyh zadaq o polosti, vidim, qto v obwem sluqae graniqnyh usloviæ (30.1), (30.2) rexenie predstavlØetsØ summoæ (30.9) treh slagaemyh vida ⃗u^{(r)}(M, t) = L^0_r ( ⃗B · ⃗^A^{(r)} L_r (τ, . . . ) ⃗A^{(r,r)}(τ, . . . ) ^f [t − τ^{(r)}(M )]. (30.19) V qastnom ße sluqae, kogda raspredelenie po granice Σ_0 polosti zadavaemogo polØ smeweniæ ⃗u_0 harakteriutsØ funkcieæ ⃗B(α, β) = ⃗^A^{(ρ)}(α, β), (30.20)

134 G. I. PETRAXEN^

gde ρ = 1, 2, 3 – fiksirovano (i tol~ko v fftom sluqae), summa (30.9) svoditsØ k odnomu lix~ slagaemomu pri r = ρ. Pri uslovii (30.20) vozdeæstvie (30.1), (30.3), prikladyvaemoe k granice Σ_0 polosti, vozbußdaet (v nulevom priblißenii luqevogo metoda) tol~ko lix~ volny odnogo i togo ße tipa r = ρ. 4. Vo vspogatel~noæ zadaqe pri graniqnom uslovii (30.2), (30.3), kogda k poverhnosti Σ_0 polosti prikladyvaetsØ plotnost~ ⃗F_0 vnexneæ sily, preßnØØ shema rexeniØ sohranØetsØ polnost~¸. Razliqie zakl¸qaetsØ lix~ a tom, qto dlØ uqeta graniqnyh usloviæ luqevye razloßeniØ (30.10), (30.10^′) prihoditsØ podstavlØt~ v vyraßeniØ t_{mi} = 3∑ k,p,q=1 c_{ik,pq}m_k ∂u_q ∂x_p , (i = 1, 2, 3)

dlØ sostavlØ¸wih vektora naprØßeniØ na plowadke s ortom normali ⃗m.

Netrudno videt~, qto v nulevom priblißenii ffto privodit k ravenstvam

t^{(r)}_{mi} = − c^{(r)}_0 L_r (τ, . . . ) 3∑ k,p,q=1 c_{ik,pq}m_k ∂τ^{(r)} ∂x_p A^{(r,r)}_q (τ, . . . )f^′_0 [ t − τ^{(r)}(M ) ] , v kotoryh v sootvetstvii s (30.7) sleduet polagat~ A^{(r,r)}_q (τ, . . . ) = Â^{(r)}_q (α, β), ∂τ^{(r)} ∂x_p = m_p(α, β) v_r (α, β) , L_r(τ, . . . ) = L^0_r (α, β) pri τ^{(r)} = 0, t.e. v toqkah (α, β) granicy Σ_0. Graniqnye ße usloviØ (30.2), (30.3) svodØtsØ k sisteme uravneniæ 3∑ r=1 b_{ir}c^{(r)}_0 f^′_0(t) = B_i ^f (t), (i = 1, 2, 3), f^′_0(t) = f(t), (30.21)

v kotoroæ oboznaqeno b_{ir} = 1 L^0_r v_r 3∑ k,p,q=1 c_{ik,pq}m_km_pA^{(r)}_q =

= ρ(α, β)v_r (α, β) L^)_r (α, β)

A^{(r)}_i (α, β). (30.22)

RASPROSTRANENIE SE`SMIQESKIH VOLNOVYH POLE` 135

Iz (30.21) i (30.22) sleduet 3∑ r=1 ρv_r L^0_r c^{(r)}_0 ⃗A^{(r)}(α, β) = ⃗B(α, β), qto privodit k ravenstvu

c^{(r)}_0 =

L^{(0)}_r (α, β) ρ(α, β)v_r (α, β) ( ⃗ B · ⃗A^{(r)} ) (30.23)

i k okonqatel~nomu vyraßeni¸ ⃗u^{(r)}(M, t) = L^{(0)}r · ( ⃗ B · ⃗A^{(r)} ) ρv_r L_r (τ, . . . ) ⃗A^{(r,r)}(τ, . . . )f_0[t − τ^{(r)}(M )] (30.24)

dlØ polØ smeweniæ v nulevom priblißenii luqevogo metoda. �tim kak raz i zakanqivaetsØ rexenie vspomogatel~noæ zadaqi dlØ polosti, na granice kotoroæ zadan vektor naprØßeniØ iz (30.2) i (30.3).

5. Kak uße upominalos~, postroenie v priblißeniØh luqevogo metoda rexeniæ vspomogatel~nyh zadaq dlØ polosti Σ_0 k granice kotoroæ prikladyva¸tsØ vozdeæstviØ, ne pozvolØet osuwestvlØt~ perehod k sosredotoqennym istoqnikam, tak kak dlØ luqevogo metoda suwestvennoe znaqenie imeet predpoloßenie o dostatoqno bol~xoæ veliqine radiusa krivizny polosti po sravneni¸ so sredneæ dlinoæ volny izuqaemogo polØ.

Odnako v prikladnom otnoxenii pribegat~ k predel~nomu perehodu k sosredotoqennym istoqnikam, poßaluæ, net i fiziqeskoæ neobhodimosti. Ved~ pri mownom “sosredotoqennom” real~nom vozdeæstvii vsegda voznika¸t obxirnye oblasti

|M − M_0| < R_0 (R_0 ≫ λ) (30.25)

nelineænyh (i “razruxitel~nyh”) deformaciæ sredy, v kotoryh formalizm teorii uprugosti Øvno ne primenim. Pofftomu rassmotrenie istoqnikov voln v real~nyh sredah celesoobrazno bazirovat~ na model~nyh soobraßeniØh, (okonqatel~nym) vyvodom iz kotoryh okazyvaetsØ model~ naprØßennogo sostoØniØ sredy v fflementah nekotoroæ poverhnosti Σ_0, raspoloßennoæ v takoæ oblasti, gde naprØßennoe sostoØnie sredy okazyvaetsØ uße uprugim.

136 G. I. PETRAXEN^

V kaqestve rezul~tiru¸wego akta primneniØ “modeli vozdeæstviØ” dolßno okazat~sØ, naprimer, qto pri vkl¸qenii v toqke

M_0 istoqnika v nekotoroæ oblasti (30.25) formiruetsØ pole,

vyzyva¸wee na granice Σ oblasti (30.25) pole smeweniæ ili naprØßeniæ vida ( ⃗u_0 ili ⃗t_2 ) = ⃗B(θ, φ) L_0 f(t), (30.26)

prodolßenie kotorogo vne oblasti (30.25) proizvoditsØ v ramkah nulevogo priblißeniØ luqevogo metoda.

Zametim, nakonec, qto pri ukazannom podhode k probleme (dostatoqno polno uqityva¸wem poloßenie del pri seæsmiqeskih ffksperimentah) o tipe vozdeæstviØ sleduet sudit~ po zavisimosti vektornoæ funkcii “napravlennosti istoqnika” ⃗B(θ, φ) iz (30.26) ot polØrnyh uglov θ i φ. V qastnosti, v sluqae

⃗B(θ, φ) = c⃗r/r_1, gde c = const i r = R_0, istoqnik sleduet nazy-

vat~ centrom davleniæ. Pri fftom oqevidno, qto esli volnovoe pole nabl¸daetsØ na rasstoØniØh, vo mnogo raz prevoshodØwih

R_0, to istoqnik vosprinimaetsØ kak toqeqnyæ.

Ograniqivxis~ takimi zameqaniØmi, obratimsØ v zakl¸qenie k kratkomu predvaritel~nomu obsußdeni¸ vaßneæxego voprosa dlØ praktiqeskoæ realizacii luqevogo metoda, a imenno k voprosu o vyqislenii geometriqeskogo rashoßdeniØ puqkov luqeæ voln v anizotropnyh uprugih sredah.

6. Kak izvestno, daße v sluqae neodnorodnyh izotropnyh sred obwego vida problema poiska optimal~nyh podhodov k vyqisleni¸ geometriqeskogo rashoßdeniØ puqkov luqeæ vstreqaet znaqitel~nye trudnosti (tehniqeskogo haraktera) i ne moßet ewe sqitat~sØ okonqatel~no rexennoæ. V sluqae ße anizotropnyh sred (vsledstvie zavisimosti skorosti voln ot napravleniØ ih rasprostraneniØ) voznika¸t suwestvennye dopolnitel~nye zatrudneniØ, prepØtstvu¸wie, v qastnosti, prØmomu perenosu v novu¸ oblast~ metodov, razrabotannyh primenitel~no k sluqa- Øm izotropii. Takim obrazom, razrabotku problemy, svØzannoæ s vyqisleniem geometriqeskogo rashoßdeniØ puqka luqeæ voln v anizotropnyh sredah, prihoditsØ naqinat~ s samogo naqala, i v neæ poka ewe net zakonqennyh rezul~tatov. Pofftomu my ograniqimsØ zdes~ lix~ obwimi soobraßeniØmi otnositel~no postanovok zadaq i vozmoßnyh podhodov k ih rexeni¸, a takße obsudim

RASPROSTRANENIE SE`SMIQESKIH VOLNOVYH POLE` 137

poloßenie del v prosteæxem sluqae odnorodnyh anizotropnyh sred.

Qto kasaetsØ smysla ponØtiØ “geometriqeskoe rashoßdenie L”, to ego estestvenno opredelØt~ v sootvetstvii s formuloæ (7.33), v kotoroæ polagaetsØ c_0(α, β) = 1, t.e. formuloæ L ≡ L(α, β) √ |J(τ, αβ)| ξ(τ, αβ) = √ dΣ dα dβ . (30.27)

Geometriqeskoe rashoßdenie L(τ, α, β) prinØto otnosit~ k luqu

l_{αβ} s parametrami α, β iz semeæstva luqeæ {l^{(r)}}, opredelØemyh

uravneniØmi krivyh, sovpada¸wimi s pervoæ gruppoæ uravneniæ iz (27.15). Pri fftom pod funkciØmi x_m(τ, . . . ) i p_m(τ, . . . ) iz (27.15) podrazumevaetsØ rexenie sistemy uravneniæ (27.7)– (27.9) dlØ luqeæ, podqinennoe naqal~nym usloviØm Koxi vida (27.12) ili (27.14). Faktiqeski ße L(τ, α, β) svØzano s puqkom luqeæ, otveqa¸wih parametram α, β, izmenØ¸wimsØ v promeßutkah (α, α + dα) i (β, β + dβ), priqem L^2 izmerØetsØ otnoxeniem plowadi dΣ normal~nogo popereqnogo seqeniØ luqevoæ trubki k proizvedeni¸ dα dβ. Nakonec, veliqiny ξ(τ, α, β) i |J(τ, α, β)| iz (27.31) oboznaqa¸t znaqeniØ v toqkah τ luqa L_{αβ} moduleæ luqevoæ skorosti i funkcional~nogo opredelitelØ iz (27.20), t.e. opredelitelØ J(τ, α, β) = ∂(x_1, x_2, x_3) ∂(τ, α, β) = ± ( ⃗ρ_1 [ ⃗ρ_2 × ⃗ρ_3 ]) (30.28)

(gde ⃗ρ_k oboznaqa¸t koordinatnye vektory iz (27.26) luqevoæ sistemy koordinat), otveqa¸wego perehodu ot luqevyh koordinat (τ, α, β) k dekartovym (x_1, x_2, x_3).

Iz (30.27) Øvstvuet, qto v sluqaØh, kogda uravneniØ semeæstva luqeæ izvestny v forme analitiqeskih vyraßeniæ, vyqislenie L svoditsØ k trivial~noæ (no vsegda ves~ma gromozdko realizuemoæ) zadaqe na differencirovanie funkciæ x_m(τ, α, β) iz (30.5) po α i β i na vypolnenie algebraiqeskih operaciæ tipa operaciæ iz pravoæ qasti (30.28). Tak obstoit delo, naprimer, pri rassmotrenii v p. 7 odnorodnyh anizotropnyh sred. Odnako podobnye sluqae kraæne redki, tak kak uravneniØ (30.5) dlØ luqeæ izuqaemoæ volny udaetsØ poluqat~, kak pravilo, lix~ v qislennoæ forme.

138 G. I. PETRAXEN^

DlØ nahoßdeniØ priblißennyh znaqeniæ L inogda vygodno pribegat~ k pravoæ qasti formuly (30.27) i na osnove qislennogo izuqeniØ nekotorogo qisla luqeæ iz semeæstva {l^{(r)}} s blizkimi znaqeniØmi parametrov α, β ih (27.27) pytat~sØ vyqislit~ (ili ocenit~) veliqinu dΣ/dα dβ. Takoæ sposob vyqisleniØ L privodit k rezul~tatam, dostatoqno toqnym v usloviØh praktiki v oblastØh polØ luqeæ, udalennyh ot ego osobyh toqek. Pri fftom, esli ne stremit~sØ k vysokoæ toqnosti v opredelenii znaqeniæ L, to on trebuet vypolneniØ (sravnitel~no) ne slixkom bol~xih ob¨emov vyqisleniæ. Odnako estestvenno iskat~ i drugie podhody k probleme, v kotoryh za dostatoqno vysoku¸ toqnost~ v opredelenii znaqeniæ L ne prihodilos~ by platit~ slixkom uß dorogo.

Po analogii so sluqaem izotropnyh uprugih sred moßno nadeØt~sØ razrabotat~ podobnye podhody na osnove sistemy uravneniæ v variaciØh, poluqaemoæ iz sistemy differencial~nyh uravneniæ (27.7)–(27.9) dlØ luqeæ putem poqlennogo ih differencirovaniØ po parametram α i β. UravneniØ v variaciØh okazyva¸tsØ sistemoæ 12 obyknovennyh differencial~nyh uravneniæ pervogo porØdka dlØ takogo ße qisla neizvestnyh funkciæ ∂x_m/∂α, ∂x_m/∂β, ∂p_m/∂α, ∂p_m/∂β, (m = 1, 2, 3). Pri fftom naqal~- nye usloviØ dlØ takih funkciæ legko poluqa¸tsØ putem differencirovaniØ po α i β naqal~nyh dannyh (27.14).

DlØ nahoßdeniØ upomØnutyh (neizvestnyh) funkciæ v toqkah

τ > 0 luqa l_{αβ} (znanie pervyh xesti iz kotoryh uße pozvolilo

by vyqislØt~ veliqinu J iz (30.28), a sledovatel~no, i znaqenie geometriqeskogo rashoßdeniØ L iz (30.27)) dostatoqno prointegrirovat~ qislenno vdol~ luqa upomØnutu¸ sistemu. K soßaleni¸, ffto okazyvaetsØ ves~ma trudoemkoæ operacieæ, trebu¸weæ dlØ svoeæ realizacii bol~xogo maxinnogo vremeni, qto v otliqie ot sluqaØ izotropnyh sred ØvlØetsØ sledstviem daleko ne tol~ko bol~xogo qisla uravneniæ v sisteme. Trudnosti vyqisleniæ okazyva¸tsØ v znaqitel~noæ mere obuslovlennymi algoritmiqeskoæ sloßnost~¸ pravyh qasteæ uravneniæ v variaciØh, poluqa¸wihsØ v rezul~tate differencirovaniØ po parametram α i β pravyh qasteæ uravneniæ (27.7)–(27.9) dlØ luqeæ (kotorye prihoditsØ zadavat~ ne v analitiqeskoæ, a v “algoritmiqeskoæ” forme). Zdes~ neobhodimo iskat~ kakih-to uproweniæ, priqem osnovnoe vnimanie sleduet udelØt~ algoritmiqeskoæ storone de-

RASPROSTRANENIE SE`SMIQESKIH VOLNOVYH POLE` 139 la. OstaetsØ lix~ otmetit~, qto pri rasqete znaqeniæ L prihoditsØ razliqat~ dva tipa zadaq. Vo-pervyh, zadaqi na nahoßdenie znaqeniæ L (po naqal~nym dannym vida (27.14) v sluqae sred s dostatoqno gladkimi uprugimi parametrami, obespeqiva¸wimi nepreryvnost~ funkciæ x_m(τ, α, β) iz (27.14) vmeste so vsemi ih qastnymi proizvodnymi pervogo porØdka. I, vo-vtoryh, zadaqi na izmenenie veliqiny L pri perehode qerez granicu razdela dvuh sred. Zadaqi vtorogo tipa nosØt lokal~nyæ harakter i okazyva¸tsØ ves~ma blizkimi zadaqam na otraßenie-prelomlenie voln.

7. V sluqae odnorodnyh anizotropnyh sred, kogda λik,pq = const, uravneniØ (27.7)–(27.9) dlØ luqeæ fflementarno integriru¸tsØ (sm. p. 12 §13), priqem ih rexenie, podqinennoe naqal~nym dannym (27.14), imeet vid p_m = const i

x_m ≡ x_m(τ, α, β) = x^0(α, β) + τ ξ_m(α, β), (30.29)

gde ξ_m(α, β) – sostavlØ¸wie luqevoæ skorosti, vyqislennye po znaqeni¸ orta normali ⃗n^0(α, β) ≡ ⃗m(α, β) iz (27.14). Geometriqeskoe rashoßdenie luqeæ moßno vyqislØt~ analitiqeski po formulam (30.27), (30.28), ishodØ iz vyraßeniæ ∂x_m ∂τ = ξ_m(α, β), ∂x_m ∂α = ∂x^0_m(α, β) ∂α + τ ∂ξ_m(α, β) ∂α ,

∂x_m ∂β = ∂x^0_m(α, β) ∂β + τ ∂ξ_m(α, β) ∂β , (m = 1, 2, 3),

(30.30)

v kotoryh slagaemymi ∂x^0_m/∂α i ∂x^0_m/∂β dopustimo prenebregat~ v sluqae dostatoqno bol~xih znaqeniæ τ . Takim obrazom, na bol~xih rasstoØniØh ot zamknutoæ poverhnosti Σ_0, nesuweæ naqal~nye usloviØ (27.2), geometriqeskoe rashoßdenie L imeet takoæ ße vid, kak i v sluqae toqeqnogo istoqnika, fragmentarnym rassmotreniem kotorogo my zdes~ i ograniqimsØ.

V sluqae toqeqnogo istoqnika sostavlØ¸wie orta normaleæ sleduet zadavat~ v vide

n_1 = sin θ cos φ, n_2 = sin θ sin φ, n_3 = cos θ

qerez polØrnye ugly θ i φ, polagaØ α = θ, β = sin θ · φ i dα = dθ, dβ = sin θ · dφ.

140 G. I. PETRAXEN^

SostavlØ¸wie luqevoæ skorosti volny rassmatrivaemogo tipa τ

ξ^{(1)}_m = 3∑ i,k,q=1 λ_{ik,mq} n_k A^{(1)}_1 A^{(1)}_i 1 v_1

, (m = 1, 2, 3) (30.31)

(oboznaqaemoæ, kak i v p. 2, dlØ udobstva zapiseæ znaqkom 1 sverhu vmesto znaqka r), ravno kak i vhodØwie v ee vyraßenie veliqiny A^{(1)}_i , v_1 i n_3 = √ 1 − n^2_1 − n^2, sleduet sqitat~ funkciØmi dvuh nezavisimyh sostavlØ¸wih n_1 i n_2 orta normaleæ. Pofftomu okazyvaetsØ

∂ξ^{(1)}_m ∂α = ∂ξ^{(1)}_m ∂n_1 cos θ cos φ +

∂ξ^{(1)}_m ∂n_2 cos θ sin φ,

∂ξ^{(1)}_m ∂β = − ∂ξ^{(1)}_m ∂n_1 sin φ +

∂ξ^{(1)}_m ∂n_2 cos φ, (30.32)

i vse svoditsØ k vyqisleni¸ proizvodnyh ot ξ^{(1)}m po n_1 i n_2, predstavlØ¸wihsØ v vide

∂ξ^{(1)} ∂n_1 = −1 v_1 ∂v_1 ∂n_1 ξ^{(1)}_m + 1 v_1

{_3∑ i,q=1 ( λ_{i1,mq} − n_1 n_3 λ_{i3,mq} ) A^{(1)}_q A^{(1)}_i +

+ 3∑ i,k,q=1 λ_{ik,mq}n_k [ A^{(1)}_q

∂A^{(1)}_i ∂n_1 + A^{(1)}_i

∂A^{(1)}_q ∂n_1 ]} , (30.33)

i analogiqno – dlØ ∂ξ^{(1)}m /∂n_2. Veliqiny v_1, A^{(1)}_i i ξ^{(1)}m iz pravoæ qasti vyqislØ¸tsØ (po znaqeni¸ ⃗n ) standartnym putem. Vopros ße o vyqislenii veliqin ∂v_1 ∂n_1 i

∂A^{(1)}_i ∂n_1 ≡ A^{′(1)}_i , (i = 1, 2, 3) (30.34)

neobhodimo seæqas obsudit~.

Putem differencirovaniØ po n_1 vyraßeniØ (27.5) pri uqete usloviØ normirovki (27.2), umnoßennogo na v^2_1 (v kotoryh znaqek

RASPROSTRANENIE SE`SMIQESKIH VOLNOVYH POLE` 141

r zamenen na znaqek 1) nahodim

2v_1 ∂v_1 ∂n_1 = 2 3∑ ikq=1 ( λ_{ik,1q} − n_1 n_3 λ_{ik,3q} ) n_k A^{(1)}_q A^{(1)}_i .

Ots¸da sledu¸t formuly ∂v_1 ∂n_1 = ξ^{(1)}_1 − n_1 n_3 ξ^{(1)}_3 ili v_1 ∂v_1 ∂n_1 = − 3∑ i,q=1 l_{iq} A^{(1)}_q A^{(1)}_i , (30.35)

gde oboznaqeno l_{iq} = 3∑ k=1 [ n_1 n_2 λ_{ik,3q} − λ_{ik,1q} ] n_k, (30.36)

vyraßa¸wie ∂v_1/∂n_1 qerez izvestnye veliqiny ξ^{(1)}m i a^{(1)}_i .

DifferenciruØ po n_1 sistemu uravneniæ (27.3) i uslovie normirovki (27.5), poluqaem dlØ veliqin A^{′(1)}_i iz (30.34) algebraiqesku¸ sistemu uravneniæ 3∑ k,p,q=1 λ_{ik,pq}n_kn_pA^{′(1)}_q − v^2_1A^{′(1)}_i = Φ^{(1)}_i , (i = 1, 2, 3) (30.37)

i dopolnitel~noe uslovie ortogonal~nosti 3∑ i=1 A^{(1)}_i A^{′(1)}_i = 0.

Pri fftom pravye qasti sistemy (30.37), kak netrudno ubedit~sØ, predstavlØ¸tsØ v vide

Φ^{(1)}_i = −2A^{(1)}_i 3∑ i,q=1 l_{iq} A^{(1)}_q A^{(1)}_i + 3∑ q=1 (l_{iq} + l_{qi})A^{(1)}_q

qerez matricu iz (30.36).

142 G. I. PETRAXEN^

Sistema uravneniæ (30.37) razrexima, tak kak oqevidnym obrazom vypolnØetsØ uslovie 3∑ i=1 Φ^{(1)}_i A^{(1)}_i = 0.

V naibolee vaßnyh sluqaØh, kogda vypolnØ¸tsØ neravenstva

v^2_1 ≠ v^2 , v^2_1 ≠ v^2_3 ,

ee rexenie nahoditsØ bez truda i predstavlØetsØ formuloæ

A^{′(1)}_i = a_2 v^2 − v^2_1

A^{(2)}_i + a_3 v^2_3 − v^2_1

A^{(3)}_i , (i = 1, 2, 3), (30.38)

gde oboznaqeno

a_k = 3∑ i,q=1 (l_{iq} + l_{qi})A^{(1)}_q A^{(k)}_i , (k = 2, 3).

Takim obrazom, okazyvaetsØ, qto vse veliqiny iz pravyh qasteæ formul (30.33) vyraßa¸tsØ algebraiqeski nesloßnym obrazom qerez izvestnye veliqiny. �to pozvolØet vyqislØt~ proizvol~nye iz (30.32) vpolne korrektno, no ves~ process ih vyqisleniØ, a tem bolee vyqisleniØ L iz (30.27) okazyvaetsØ sravnitel~no gromozdkim v algoritmiqeskom otnoxenii. I vot predstavlØetsØ, qto (v rassmatrivaemom sluqae odnorodnoæ sredy) ne sleduet prenebregat~ vozmoßnost~¸ vyqisleniØ L i po pravoæ qasti formuly (30.27). Takoæ sposob vyqisleniØ inogda (naprimer, v sluqae transversal~no-izotropnyh sred) moßet okazat~sØ praktiqeski naibolee ffffektivnym. Edva li nußno upominat~, qto proizvodnye vseh analogiqnyh veliqin po n_2 vyqislØ¸tsØ analogiqnym putem.

Postupilo 1 noØbrØ 2000 g.

Sankt-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN