Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 275, 2001 g.

V. M. Babiq

O PRINCIPE VZAIMNOSTI PRI RASSE˚NII PLOSKIH �LEKTROMAGNITNYH VOLN NA KONIQESKOM RASSEIVATELE

Vvedenie.

Pri padenii ploskoæ fflektromagnitnoæ volny na ideal~- no provodØwiæ konus proizvol~noæ formy voznikaet rasseØnnoe volnovoe pole, v sostav kotorogo vhodit narØdu s volnami drugoæ prirody sferiqeskaØ volna, rasseØnnaØ verxinoæ konusa. Harakteristiki fftoæ volny zavisØt ot napravleniØ v kotorom “nabl¸daetsØ” rasseØnnaØ volna. Sootvetstvu¸wiæ difrakcionnyæ kofffficient sferiqeskoæ volny ØvlØetsØ svoeobraznym analogom S-matricy, igra¸weæ suwestvennu¸ rol~ v kvantovo-mehaniqeskih zadaqah rasseØniØ. �ti S-matricy oblada¸t svoæstvami vzaimnosti (ili po drugoæ terminologii simmetrii). Rassmatrivaemye v nastoØweæ stat~e difrakcionnye koffficienty toße ime¸t takie svoæstva. Ih vyvod na “fiziqeskom” urovne matematiqeskoæ strogosti – cel~ nastoØweæ rabo- ty. 1. ObwaØ formulirovka principa vzaimnosti v teorii fflektromagnitnyh voln.

Privedœm izvestnu¸ integral~nu¸ formulirovku principa vzaimnosti dlØ fflektromagnitnyh voln. KolebaniØ my budem sqitat~ ustanovivximisØ: zavisimost~ volnovyh poleæ i plotnosti toka ot vremeni opisyvaetsØ mnoßitelem e^{−iωt}, gde qastota ω – poloßitel~naØ konstanta. �tot mnoßitel~ my budem opuskat~.

Pust~ E^′, H^′, j^′ i E^{′′}, H^{′′}, j^{′′} dva kompleksnyh rexeniØ uravneniæ Maksvella, gde E^′, E^{′′}, H^′, H^{′′} – sootvetstvenno fflektriqeskiæ i magnitnyæ vektory, udovletvorØ¸wie na beskoneqnosti “fflektromagnitnomu” variantu usloviæ izluqeniØ, j^′, j^{′′} – vek-

Rabota vypolnena pri finansovoæ podderßke granta RFFI 99-01-00107. 17

18 V. M. BABIQ tory plotnosti toka. PredpolagaetsØ, qto oni otliqny ot nulØ lix~ v ograniqennoæ qasti prostranstva. Rasseivateli my predpolagaem ideal~nymi provodnikami.

Vvedœm skalØrnoe proizvedenie pary vektorov s kompleksnymi komponentami W^′ = (W^′_1, W^′_2, W^′_3) i W^{′′} = (W^{′′}_1 , W^{′′}_2 , W^{′′}_3 ) formuloæ:

(W^′, W^{′′}) := W^′_j W^{′′}_j (1.1)

(po povtorØ¸wimsØ indeksam podrazumevatsØ summirovanie). Zdes~ skalØrnoe proizvedenie neskol~ko neobyqno: vtoroæ somnoßitel~ v summe (1.1) berœtsØ bez kompleksnogo soprØßeniØ. Takoe opredelenie svØzano so specifikoæ rassmatrivaemoæ problemy.

Pod principom vzaimnosti my budem podrazumevat~ raven- stvo ∫∫ ∫ (E^′, j^{′′})dx = ∫∫ ∫ (E^{′′}, j^′)dx dx = dx_1dx_2dx_3. (1.2)

Integral rasprostranen na vsœ prostranstvo, zanØtoe volnovym polem. (Horoxo izvestnoe) ravenstvo (1.2) netrudno dokazat~ s pomow~¸ integrirovaniØ po qastØm.

2. Sluqaæ, kogda i napravlenie padeniØ ploskoæ volny ω^{′′} i napravlenie ω^′, v kotorom vedœtsØ nabl¸denie, leßat vne konusa.

Esli na konus Ξ vdol~ napravleniØ −ω^{′′} |ω^{′′}| = 1 padaet ploskaØ volna, to ona poroßdaet sferiqesku¸ volnu, harakterizu¸- wu¸sØ paroæ sm. [1, 2] {_E H } vektorov, gde E = E(ω^′, ω^{′′}), H = H(ω^′, ω^{′′}), E⊥H⊥ω^′ |ω^′| = 1 ω^′ × E = H. (2.1) (Zdes~ ω^′ ediniqnyæ vektor, harakterizu¸wiæ napravlenie, v kotorom proizvoditsØ nabl¸denie.) Vektor E odin harakterizuet rasseØnnu¸ verxinoæ konusa volnu, potomu, qto vektor H odnoznaqno opredelØetsØ po E.

Rassmotrim teper~ na sfere

S^2 = {ω : ω = ω_1, ω_2, ω_3, ω^2_1 + ω^2 + ω^2_3 = 1}

klassiqesku¸ sferiqesku¸ koordinatnu¸ sistemu θ, φ. Pust~ e_1, e_2 sootvetstvu¸wie orty: e_1 = ⃗θ, e_2 = ⃗φ, PredpolagaetsØ, qto

O PRINCIPE VZAIMNOSTI 19

Ris. 1. NapravleniØ !^0 i !^{00} .

pada¸waØ na konus ploskaØ volna E^{inc}, H^{inc} rasprostranØetsØ po napravleni¸ −ω^{′′} |ω^{′′}| = 1 i E^{inc} = E^{inc}_j e_j(ω^{′′}). (2.2) �lektriqeskiæ vektor rasseØnnoæ verxinoæ konusa sferiqeskoæ volna v napravlenii ω^′ v pervom priblißenii raven −2π e^{ik|OM 0|} k|OM^′| E, gde E = E^{sc}_i e_i, E^{sc}_i = f_{ij}(ω^′, ω^{′′})E^{inc}_j , (2.3) gde kofffficienty (f_{ij} (ω, ω_0)), obrazu¸t tenzornyæ (ili matriqnyæ) difrakcionnyæ kofffficient.

ObratimsØ k principu vzaimnosti (1.2). Pust~ pada¸wee pole poroßdaetsØ tokom

j^{′′} = l^{′′}δ_M 00 = l^{′′}_j e_j (ω^{′′})δ_M 00 , OM^{′′} |OM^{′′}| = ω^{′′} (2.4)

(zdes~ O – verxina konusa Ξ sm. ris. 1., δ_M 00 – del~ta-funkciØ, sosredotoqennaØ v toqke M^{′′}, l^{′′}_j – proizvol~nye fiksirovannye qisla).

20 V. M. BABIQ

Pust~ k – volnovoe qislo – otnoxenie qastoty k skorosti sveta. Tok j^{′′} = l^{′′}δ_M 00 porodit volnu, rasprostranØ¸wu¸sØ vdol~ prØmoæ M^{′′}O. Pust~ my nahodimsØ v korotkovolnovoæ situacii: rasstoØnie |M^{′′}O| gorazdo bol~xe dliny volny (ona ravna^{2π}_k ) K toqke O pridœt volna, kotoru¸ moßno v pervom priblißenii rassmatrivat~ kak plosku¸ volnu s fflektriqeskim vektorom, ravnym ikl^{′′ eikjM00Oj}_{|M 00O|} . V toqku M^′ vdol~ prØmoæ OM^′ pridœt volna, v pervom priblißenii ime¸waØ vyraßenie:

E^{′′} = −2π e^{ik|M 00O|} |M^{′′}O| e^{ik|OM 0|} k|OM^′| ikl^{′′}_j f_{ij}(ω^′, ω^{′′})e_i(ω^′). (2.5) Pomestim “vzaimnyæ” istoqnik (lineænu¸ antennu), tok kotorogo raven l^′δ_M 0 = l^′_ie_i(ω^′)δ_M 0 , v toqku M^′, (^{OM 0}_{|OM 0|} = ω^′). SozdannaØ fftim tokom volna porodit v toqke M^{′′} rasseØnnu¸ toqkoæ O volnu

E^′ = −2π e^{ik|M 0O|} |M^′O| e^{ik|OM 00|} k|OM^{′′}| ikl^′_if_{ji}(ω^{′′}, ω^′)e_j(ω^{′′}). (2.6) PodstavlØØ vyraßeniØ dlØ tokov j^′, j^{′′} i volnovyh poleæ E^′, E^{′′} v ravenstvo (1.2), poluqim l^′_if_{ji}(ω^{′′}, ω^′)l^{′′}_j = l^{′′}_j f_{ij}(ω^′, ω^{′′})l^′_i. (2.7) V silu proizvol~nosti l^{′′}_j , l^′_i iz poslednego ravenstva sleduet, qto f_{ij} (ω^′, ω^{′′}) = f_{ji}(ω^{′′}, ω^′). (2.8) Sootnoxenie (2.8) i est~ iskomaØ simmetriØ matriqnogo difrakcionnogo kofffficienta.

3. Princip vzaimnosti dlØ sluqaØ, kogda vektor ω^′ napravlen vdol~ obrazu¸weæ konusa Ξ. “MagnitnaØ” volna.

Pada¸waØ na konus Ξ vdol~ nekasatel~nogo napravleniØ −ω^{′′} ploskaØ volna porodit volny – “magnitnu¸” i “fflektriqesku¸”, rasprostranØ¸wiesØ vdol~ poverhnosti provodnika. �lektriqeskiæ vektor “magnitnoæ” volny v pervom priblißenii ortogonalen poverhnosti konusa Ξ, a volnovoæ vektor ω^′, ukazyva¸wiæ napravlenie eœ rasprostraneniØ, napravlen vdol~ obrazu¸weæ konusa. Zdes~ budet vyvedeno analitiqekoe vyraßenie dlØ principa vzaimnosti v “magnitnom” sluqae.

O PRINCIPE VZAIMNOSTI 21 Pust~ rasprostranØ¸waØsØ po napravleni¸ −ω^{′′} |ω^{′′}| = 1 ploskaØ volna s fflektriqeskim vektorom (2.2) vozbudit volnu, rasprostranØ¸wu¸sØ po napravleni¸ ω^′, gde ω^′ vektor, napravlennyæ iz verxiny O konusa Ξ vdol~ kakoæ-libo ego obrazu¸- weæ. V toqke M^′ (_{OM 0} |OM^0|) = ω ′ ) v pervom priblißenii fflektriqeskiæ vektor E^{sc} fftoæ volny raven:

E^{sc} = −2πE^{sc}n e^{ik|OM 0|} k|OM^{′′}| , (3.1)

gde n ediniqnyæ vektor vnexneæ normali k ∂Ξ na obrazu¸weæ, napravlennoæ po ω^′. Kofffficient E^{sc} lineæno vyraßaetsØ qerez E^{inc}_i :

E^{sc} = f^h_i (ω^′, ω^{′′})E^{inc}_i . (3.2)

Pust~ teper~ vdol~ obrazu¸weæ, napravlennoæ vdol~ vektora ω^′, idœt “magnitnaØ” volna, v pervom priblißenii vblizi toqki O, ravnaØ E^{inc′} = 2E^{inc}ne^{ik|OM 0|}, (3.3) i rasseiva¸waØsØ na verxine O konusa Ξ. (Dvoæka v formule (3.3) obespeqivaet bolee prostoæ vid posledu¸weæ formuly vzaimnosti.) RasseØnnaØ volna, prixedxaØ v toqku M^{′′} ∈ Ξ, v pervom priblißenii ravna −2πe^{ik|OM 0|} e^{ik|OM 00|} k|OM^{′′}| E^{sc}, (3.4) gde E^{sc}(ω^{′′}, ω^′) = E^{sc} f^h_i (ω^′, ω^{′′})e_i(ω^{′′}). (3.5)

Naxa blißaæxaØ zadaqa – nahoßdenie svØzi meßdu difrakcionnymi kofffficientami f^h_i (ω^{′′}, ω^′) i f^h_i (ω^′, ω^{′′}), gde ω^′ napravleno vdol~ obrazu¸weæ konusa Ξ, napravlenie vektora ω^{′′} leßit vne Ξ.

DlØ nahoßdeniØ fftoæ svØzi obratimsØ k principu vzaimnosti (1.2). Predpoloßim, qto volnovoe pole pada¸weæ volny sozdano tokom j^{′′} = lδ_M 00 = l^{′′}_i e_i(ω^{′′})δ_M 00 (3.6)

v toqke M^{′′} (M^{′′}∈ Ξ ω^{′′} =^{OM 00}_{|OM 00|} ). K toqke O podoædœt volna, fflektriqeskiæ vektor kotoroæ v pervom priblißenii raven kak

22 V. M. BABIQ i ran~xe ikl^{′′}_i e_i(ω^{′′}) e^{ik|OM 00|} |OM^{′′}| . �to volnovoe pole porodit volnu, rasprostranØ¸wu¸sØ vdol~ obrazu¸weæ konusa Ξ, iduweæ vdol~ vektora ω^′, fflektriqeskiæ vektor kotoroæ raven: −2πik e^{ik|OM 00|} |OM^{′′}| e^{ik|OM 0|} k|OM^′| l^{′′}_i f^h_i (ω^′, ω^{′′})n. (3.7)

Vertikal~naØ antenna, slegka pripodnØtaØ nad toqkoæ M^′ ∈ Ξ (^{OM 0}_{|OM 0|} = ω^′) s tokom j^′ = l^′nδ_M 0 vozbudit v qastnosti iduwu¸ vdol~ obrazu¸weæ M^′O volnu, kotoraØ vblizi toqki O ravna v pervom priblißenii 2l^′ikn e^{ik|M 0O|} |M^′O| . (3.8)

RasseivaØs~ na verxine O konusa Ξ volna (3.8) porodit sferiqesku¸ volnu. Eœ fflektriqeskiæ vektor E^{sc′′} v toqke M^{′′}∈Ξ v pervom priblißenii budet raven: E^{sc′′} = −2πl^′ik e^{ik|OM 0|} |OM^′| e^{ik|OM 00|} k|OM^{′′}| f^h_i (ω^{′′}, ω^′)e_i(ω^{′′}). (3.9)

Formula (1.2), primenœnnaØ k volnovym polØm poroßdœnnym tokami j^′ i j^{′′}, privodit k iskomomu principu vzaimnosti:

f^h_i (ω^{′′}, ω^′) = f^h_i (ω^′, ω^{′′}) ω^{′′} ∈ Ξ. (3.10)

Zdes~ vektor ω^′ napravlen vdol~ obrazu¸weæ konusa Ξ.

4. Princip vzaimnosti (ω^′ napravleno vdol~ obrazu¸weæ konusa Ξ, ω^{′′} ∈ Ξ. “�lektriqeskiæ” sluqaæ).

V rassmatrivaemom sluqae vektor fflektriqeskoæ volny v pervom priblißenii parallelen poverhnosti konusa, odnako na samoæ poverhnosti on dolßen obrawat~sØ v nol~: kasatel~naØ sostavlØ¸waØ fflektriqeskogo vektora ravna nul¸ na poverhnosti ideal~nogo provodnika, pofftomu v “fflektriqeskom” sluqae interesu¸wim nas ob¨ektom budet normal~naØ proizvodnaØ kasatel~noæ sostavlØ¸weæ fflektriqeskogo vektora.

O PRINCIPE VZAIMNOSTI 23 Pereædœm k formulirovke “fflektriqeskogo” varianta principa vzaimnosti. Pada¸waØ na konus Ξ ploskaØ volna E^{′′}, H^{′′} pust~ takaØ ße kak v magnitnom sluqae: E^{inc} = l^{′′}_i e_i(ω^{′′}). (4.1) RasseivaØs~ na verxine konusa volna (4.1) porodit volnu, iduwu¸ po obrazu¸weæ konusa, napravlennoæ vdol~ nekotorogo fiksirovannogo vektora ω^′ |ω^′| = 1. Pust~ toqka M^′ leßit na fftoæ obrazu¸weæ. DlØ normal~noæ proizvodnoæ kasatel~noæ sostavlØ¸weæ fflektriqeskogo vektora imeet mesto priblißœnnaØ formula: −2πik e^{ik|OM 0|} k|OM^′|^2 l^{′′}_i f^e_i (ω^′, ω^{′′})s_0. (4.2)

Zdes~ s_0 |s_0| = 1 ediniqnyæ vektor, ortogonal~nyæ ω^′ i n, gde n – vektor vnexneæ normali k Ξ, f^e_i (ω^′, ω^{′′}) – vektornyæ “fflektriqeskiæ” difrakcionnyæ kofffficient. Pust~ teper~ vdol~ obrazu¸weæ OM^′ (^{OM 0}_{|OM 0|} = ω^′) dvißetsØ volna, fflektriqeskiæ vektor kotoroæ s toqnost~¸ do glavnyh qlenov vblizi O raven:

E^′ = e^{ik|OM 0|} |OM^′|^2 2ikns_0. (4.3)

Zdes~ n rasstoØnie po normali do ∂Ξ, s_0 – vvedœnnyæ ranee ediniqnyæ vektor. Volna (4.3) rasseivaetsØ na toqke O i po luqu OM^{′′} v toqku M^{′′} pridœt volna −2πik e^{ik|OM 0|} |OM^′|^2 e^{ik|OM 00|} |OM^{′′}|k f^e_i (ω^{′′}, ω^′)e_i(ω^{′′}). (4.4)

Zdes~ f^e_i (ω^{′′}ω^′) – sootvetstvu¸wiæ difrakcionnyæ kofffficient. Pod principom vzaimnosti zdes~ my ponimaem ravenstvo: f^e_i (ω^′, ω^{′′}) = f^e_i (ω^{′′}, ω^′). (4.5) Ravenstvo (4.5) dokazyvaetsØ s pomow~¸ obwego principa (1.2). Vmesto j^{′′} zdes~ moßno vzØt~ j^{′′} = l_ie_i(ω^{′′})δ_M 00 , (4.6) a vmesto j^′ tok “dvoænoæ” ramoqnoæ antenny:

j^′ = ∂ ∂n rot(nδ_M 0 ). (4.7) Zdes~ δ_M 00 i δ_M 0 sootvetstvenno del~ta-funkcii, sosredotoqennye v toqkah M^{′′} i M^′.

24 V. M. BABIQ

Literatura

1. V. P. Smyshlyaev, On the diffraction of waves by cones at high frequencies. — Preprint, E-9-89 LOMI, Leningrad (1989).

2. V. P. Smyshlyaev, The high-frequency diffraction of electromagnetic waves by cones of arbitrary cross-section. — SIAM J. Appl. Math. 53, (1993) 670–688.

Babich V. M. On the reciprocity principle in process of scattering of plane electromagnetic waves by a conic scatterer.

Let a plane electromagnetic wave scatters by an perfectly conducting cone. This diffractional process creates a spherical wave scattered by the cone vertex. The diffractional coefficients of this wave have some symmetry properties. Analytical expressions of them are deduced in the paper.

Postupilo 25 noØbrØ 2000 g.

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN