Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 275, 2001 g.

M. Belixev

OB UNITARNOM PREOBRAZOVANII V PROSTRANSTVE L2(�; R^3), SV˚ZANNOM S RAZLOȷENIEM VE`L˚

PosvØwaetsØ ¸bile¸ VasiliØ Mihaæloviqa Babiqa

0. Vvedenie 0.1. O rabote. V stat~e [1], v ramkah BC-metoda, bylo vvedeno

preobrazovanie M : “solenoidal~noe pole → popereqnoe pole”. Obraz M y stroilsØ po razryvam, voznika¸wim pri proektirovanii polØ y na rasxirØ¸weesØ semeæstvo (cepoqku) solenoidal~nyh podprostranstv. �to preobrazovanie igraet central~- nu¸ rol~ v dinamiqeskoæ obratnoæ zadaqe dlØ sistemy Maksvella [3]; podrobnomu opisani¸ svoæstv M posvØwena stat~Ø [2].

V nastoØweæ rabote my dopolnØem M preobrazovaniem N : “potencial~noe pole → prodol~noe pole”. Obraz N h opredelØetsØ razryvami, poØvlØ¸wimisØ pri proektirovanii h na cepoqku podprostranstv potencial~nyh poleæ. V opredelenii i svoæstvah N prosleßivaetsØ primeqatel~naØ dvoæstvennost~ k M .

Operator U = M ⊕ N i est~ preobrazovanie, o kotorom idet req~ v zagolovke. Svoæstva U , glavnym iz kotoryh ØvlØetsØ unitarnost~, i sostavlØ¸t soderßanie raboty.

0.2. Oblast~, prostranstva, proektory.

Geometri¸ zadaqi opredelØ¸t oblast~ Ω ⊂ R^3 i neotricatel~naØ funkciØ (ffækonal) τ , nepreryvnaØ v Ω, gladkaØ vne toqki x_0 ∈ Ω i nevyroßdennaØ: |∇τ | ≠ 0 v Ω \ {x_0}, takaØ, qto Γ := ∂Ω = {x ∈ Ω|τ (x) = 0}. My oboznaqaem Ω^ξ := {x ∈ Ω|τ (x) < ξ}, Γ^ξ := {x ∈ Ω | τ (x) = ξ}, ξ > 0; T_∗ := max_Ω τ .

Rabota podderßana grantom RFFI 99-01-00107. 25

26 M. BELIXEV

�ækonal opredelØet pole normaleæ ν := |∇τ |^{−1}∇τ k poverhnostØm Γ^ξ. Prostranstvo vektornyh poleæ H := L_2(Ω, R^3) moßno predstavit~ v vide summy H = L_θ ⊕ L_ν, v kotoroæ L_θ := {v ∈ H | y · ν = 0} i L_ν := {u ∈ H | y × ν = 0} sut~ (pod)prostranstva popereqnyh i prodol~nyh poleæ.

Prostranstvo H predstavimo v vide razloßeniØ VeælØ H = J ⊕ G, v kotorom J := {y ∈ H | div y = 0} i G := {h ∈ H | h = ∇φ, φ ∈ H^1(Ω), φ | Γ = 0} sut~ (pod)prostranstva solenoidal~nyh i potencial~nyh poleæ.

V J i G vydeleny cepoqki podprostranstv J^ξ := {y ∈ J | supp y ⊂ Ω^ξ }, G^ξ := {h ∈ G | supp h ⊂ Ω^ξ}, 0 6 ξ 6 T_∗; ffti cepoqki isqerpyva¸t J i G. Pust~ P^ξ i Q^ξ sut~ proektory v J na J^ξ i v G na G^ξ sootvetstvenno. Deæstvie proektorov privodit k poØvleni¸ razryvov na poverhnosti Γ^ξ, priqem pole P^ξy | Γ^ξ�0

okazyvaetsØ kasatel~nym, a pole Q^ξh | Γ^ξ�0 normal~nym k Γ ξ. 0.3. Soderßanie. Vvedem preobrazovanie M : J → Lθ, M y := P^ξy | |_{Γξ}�0 na Γ^ξ , 0 < ξ < T∗

i preobrazovanie N : G → L_ν , N h := Q^ξh | |_{Γξ}�0 na Γ^ξ , 0 < ξ < T∗.

V [2] pokazano, qto M est~ unitarnyæ operator; v nastoØweæ rabote my dopolnØem fftot rezul~tat dokazatel~stvom unitarnosti N .

Pust~ t : L_θ → H, l : L_ν → H, j : J → H i g : G → H sut~ estestvennye vloßeniØ. Preobrazovanie U : H → H, U := tM j^∗ + lN g^∗ okazyvaetsØ unitarnym; ono otobraßaet J na L_θ i G na L_ν .

V p. 1 izlaga¸tsØ vspomogatel~nye rezul~taty. V p. 2 daetsØ novoe dokazatel~stvo unitarnosti preobrazovaniØ M . V p. 3 vvoditsØ preobrazovanie N i ustanavlivaetsØ ego unitarnost~. V zakl¸qenii svoæstva M i N rez¸miru¸tsØ rezul~tatom ob unitarnosti U .

1. Oblast~ i prostranstva 1.1. Razloßenie VeælØ. Pust~ Ω est~ ograniqennaØ oblast~ v

OB UNITARNOM PREOBRAZOVANII 27

R^3; oboznaqim

H := L_2(Ω, R^3);

J := { y ∈ H | div y = 0 v Ω } ; G := { h ∈ H | h = ∇φ, φ ∈ H^1_0 (Ω) } ; J i G sut~ (pod)prostranstva solenoidal~nyh i potencial~nyh vektornyh poleæ. Spravedlivo ravenstvo

H = J ⊕ G, (1.1)

izvestnoe kak razloßenie VeælØ (sm., naprimer, [4, 5]).

1.2. Oblast~. V naxih rassmotreniØh na oblast~ Ω naklady-

vaetsØ ves~ma ßestkoe ograniqenie. Imenno, my predpolagaem, qto v Ω suwestvuet funkciØ (ffækonal) τ = τ (x) so svoæstvami:

(i) τ ∈ C(Ω) ∩ C^∞(Ω \ {x_0}), gde x_0 ∈ Ω; τ ¿ 0; τ = 0 na granice Γ := ∂Ω;

(ii) ∇τ ≠ 0 v Ω \ {x_0}, tak qto x_0 – edinstvennaØ kritiqeskaØ toqka τ ; pri fftom max_Ω τ = τ (x_0) =: T_∗.

Primer: Ω – oblast~, C^∞-diffeomorfnaØ xaru. Podoblasti

Ω^ξ := { x ∈ Ω | τ (x) < ξ } , 0 < ξ 6 T_∗ rasxirØ¸tsØ s rostom ξ. Mnoßestva urovnØ

Γ^∗ := { x ∈ Ω | τ (x) = ξ } , 0 6 ξ < T∗ sut~ gladkie poverhnosti; Γ^0 = Γ; Γ^T� = {x_0}.

Skaßem, qto pole u ∈ H ØvlØetsØ kusoqno-gladkim (po ξ), esli

naædetsØ razbienie Ω =^n ⋃ j=1 Ω_j : Ω_j := { x ∈ Ω | ξ_{j−1} < τ (x) 6 ξ_j } , 0 = ξ_0 < ξ_1 < . . . < ξ_n = T_∗ takoe, qto u gladkoe^∗ v kaßdom iz Ω_j.

1.3. Popereqnye i prodol~nye polØ. Pole

ν := ∇τ |∇τ | �_{vs¸du v rabote pod gladkost~¸ ponimaetsØ} C1_{-gladkost~ vplot~ do}

granicy

28 M. BELIXEV

opredeleno v Ω \ {x_0}; ono opredelØet razloßenie

H = L_θ ⊕ L_ν, (1.2)

v kotorom

L_θ := { v ∈ H | v · ν = 0 v Ω } ; L_ν := { w ∈ H | w × ν = 0 v Ω } ; sut~ (pod)prostranstva popereqnyh i prodol~nyh (po otnoxeni¸ k ν) poleæ. Razloßeni¸ (1.2) otveqaet predstavlenie po- lØ y ∈ H y = y_θ + y_ν ,

gde y_ν := y^ν ν, y^ν := y · ν, y_θ := y − y_ν .

V prostranstvah L_θ i L_ν vydeleny rasxirØ¸wiesØ semeæstva (cepoqki) podprostranstv

L^ξ_θ := { v ∈ L_θ | supp v ⊂ Ω^ξ } , 0 6 ξ 6 T∗;

L^ξ_ν := { w ∈ L_ν | supp w ⊂ Ω^ξ } , 0 6 ξ 6 T∗. 1.4. Lemma o differencirovanii. Sledu¸wiæ prostoæ, no

vaßnyæ rezul~tat my ispol~zuem pri dokazatel~stve izometriqnosti preobrazovaniæ. Oboznaqim c := |∇τ |^{−1}.

Lemma 1. Pust~ ξ ∈ (0, T∗) fiksirovano; dlØ gladkosti polØ y :

div y = 0 v Ω^ξ i gladkoæ v Ω^ξ funkcii φ : φ | Γ = 0 pri 0 < τ < ξ vypolneno sootnoxenie ∫ Γ^τ dΓ^τ c y · ∇φ = d dτ ∫ Γ^τ

dΓ^τ y^ν φ. (1.3)

Dokazatel~stvo. Imeem ravenstva τ∫ 0 ds ∫ Γ^s dΓ^s c y · ∇φ = ∫ Ω^τ dx y · ∇φ = ∫ Γ^τ dΓ^τ y^ν φ. DifferenciruØ, poluqaem (1.3). Lemma dokazana.

OB UNITARNOM PREOBRAZOVANII 29

1.5. �lliptiqeskie zadaqi. Nam ponadobitsØ rØd prostyh

faktov ffllitiqeskoæ teorii.

Pust~ η ∈ C^∞(Ω), η = 0 v okrestnosti x_0; rassmotrim semeæstvo zadaqi Δq = 0 v Ω^ξ; (1.4) ( ∂ ∂ν )_k q = η na Γ^ξ; (1.5)

q = 0 na Γ; (1.6)

k = 0, 1; ξ ∈ (0, T_∗). Pri kaßdom k i ξ imeem rexenie q = q^ξ_k ∈ C^∞(Ω^ξ); kak funkciØ ot x, ξ, ono opredeleno i ØvlØetsØ gladkim v oblasti {(x, ξ) | 0 6 τ (x) 6 ξ 6 T_∗}; pri fftom Δ ∂q^ξ_k ∂ξ = 0 v Ω^ξ; (1.7) ∂q^ξ_k ∂ξ = 0 na Γ. (1.8)

S semeæstvom zadaq (1.4)–(1.6) svØzan operator Kal~derona Λ : C^∞(Ω \ {x_0}) → C^∞(Ω \ {x_0}), obraz kotorogo na funkcii η opredelØetsØ “posloænym” pravilom

Λη := q^ξ_1 | |_{Γξ}�0 na Γ^ξ, 0 < ξ < T∗; (1.9)

obratnyæ k nemu deæstvuet po pravilu

Λ^{−1}η = ∂q^ξ_0 ∂ν | | Γ^ξ�0

na Γ^ξ, 0 < ξ < T_∗,

gde q^ξ_0, q^ξ_1 sut~ rexeniØ (1.4)–(1.6), opredelØemye proobrazom η.

2. Preobrazovanie M 2.1. Podprostranstva i proektory. V prostranstve solenoi-

dal~nyh poleæ J vydelim cepoqku podprostranstv J^ξ := { y ∈ J | supp y ⊂ Ω^ξ } , 0 6 ξ 6 T∗;

otmetim izvetnye svoæstva ih fflementov [5].

30 M. BELIXEV

Predloßenie 1. Pust~ ξ ∈ (0, T∗) fiksirovano;

(i) sled y | Γ^ξ�0 polØ y ∈ J

ξ gladkogo v Ω^ξ est~ pole, kasatel~noe k Γ^ξ;

(ii) l¸boe gladkoe kasatel~noe pole na Γ^ξ est~ sled polØ iz J^ξ, gladkogo v Ω^ξ.

Mnoßestvo gladkih poleæ J ∩ C^∞(Ω; R^3) plotno v J [5]. Pust~ P^ξ est~ (ortogonal~nyæ) proektor v J na J^ξ. Moßno pokazat~, qto semeæstvo P^ξ nepreryvno:

s-lim_{τ→ξ} P^τ = P^ξ, 0 6 ξ 6 T_∗; P^0 = O_J ; P^T� = 1I_J .

Opixem predstavlenie dlØ P^ξ. Vyberem gladkoe pole y = y_θ + y_ν = y_θ + y^ν ν ∈ J , fiksiruem ξ ∈ (0, T_∗) i rassmotrim zadaqu

Δp = 0 v Ω^ξ; (2.1) ( ∇p ) ν = y_ν na Γ^ξ; (2.2)

p = 0 na Γ (2.3)

Uslovie (2.2) ravnosil~no uslovi¸ Neæmana^{∂p}_{∂ν} = y^ν , tak qto ffta zadaqa – qastnyæ sluqaæ (1.4)–(1.6). Ee rexenie p = p^ξ(x) – gladkaØ v Ω^ξ funkciØ.

Predloßenie 2. Spravedlivo predstavlenie

P^ξy = { y − ∇p^ξ v Ω^ξ;

0 v Ω \ Ω^ξ.

(2.4)

Proverit~ (2.4) nesloßno (sm., naprimer, [2]). Otmetim vaßnoe obstoØtel~stvo: pole P^ξy, voobwe govorØ, razryvno na Γ^ξ, priqem razryv P^ξy | Γ^ξ�0 est~ pole, kasatel~noe k Γ ξ: P^ξy | |_{Γξ}�0 = [ y_θ + y_ν − ( ∇p^ξ ) θ − ( ∇p^ξ ) ν ]| | Γ^ξ

= ⟨sm.(2.2)⟩ =

= [ y_θ − ( ∇p^ξ ) θ ] | | Γ^ξ

. (2.5)

2.2. Opredelenie i predstavlenie. Vvedem preobrazovanie

M : J → L_θ, Dom M = J ∩ C^∞(Ω; R^3) po pravilu M y := P^ξy | |_{Γξ}�0 na Γ^ξ , 0 < ξ < T∗

OB UNITARNOM PREOBRAZOVANII 31

(obraz M y sostavlØetsØ iz razryvov, voznika¸wih na poverhnostØh Γ^ξ pri proektirovanii y na J^ξ). Korrektnost~ fftogo opredeleniØ (vloßenie Ran M ⊂ L_θ) my proverim niße.

Soglasno (2.5), dlØ y = y_θ + y_ν = y_θ + y^ν ν imeem predstavlenie M y = y_θ − ( ∇p^ξ ) θ na Γ^ξ, 0 < ξ < T_∗. (2.6)

PrivlekaØ operator Kal~derona i vvodØ “popereqnyæ” gradient ∇_θ := [ ∇( · ) ] θ, ot posloænogo predstavleniØ moßno pereæti k predstavleni¸ v Ω:

M y = y_θ − ∇_θΛy^ν . (2.7)

2.3. Izometriqnost~. Korrektnost~ opredeleniØ i izometriq-

nost~ M budut izvleqeny iz sledu¸wego vspomogatel~nogo rezul~tata.

Lemma 2. DlØ gladkih y, w ∈ J spravedlivo sootnoxenie: d dξ ( P^ξy, P^ξw ) J = ∫ Γ^ξ dΓ^ξ c P^ξy | |_{Γξ}�0 · P^ξw | |_{Γξ}�0 , 0 < ξ < T∗. (2.8)

Dokazatel~stvo. Pust~ p = p^ξ i p = q^ξ sut~ rexeniØ zadaq

(2.1)–(2.3) s pravymi qastØmi v (2.2), ravnymi y_ν i w_ν sootvetstvenno. OboznaqaØ qerez I^ξ integral v (2.8), imeem: d dξ ( P^ξy, P^ξw ) J = ⟨sm.(2.4)⟩ =

= d dξ ξ∫ 0 dτ ∫ Γ^τ dΓ^τ c ( y − ∇p^ξ ) · ( w − ∇q^ξ ) =

= I^ξ + ξ∫ 0 dτ ∫ Γ^τ dΓ^τ c [ − y · ∇ ∂q^ξ ∂ξ − ∇ ∂p^ξ ∂ξ · w+

+∇ ∂p^ξ ∂ξ · ∇q^ξ + ∇p^ξ · ∇ ∂q^ξ ∂ξ ] =

= ⟨(sm.(1.3)⟩ = I^ξ + ξ∫ 0 dτ d dτ ∫ Γ^τ dΓ^τ [( − y^ν + ∂p^ξ ∂ν ) ∂q^ξ ∂ξ +

32 M. BELIXEV + ∂p^ξ ∂ξ ( − w^ν + ∂q^ξ ∂ξ )] = ⟨sm.(1.8),(2.2)⟩ = I^ξ.

Lemma dokazana.

IntegriruØ (2.8) s uqetom opredeleniØ N , imeem (( P^T�^{−δ} − P^δ ) y, w ) J = T�−δ∫ δ dξ ∫ Γ^ξ dΓ^ξ c M y · M w =

= ∫ Ω^T�^δ \Ω^δ dx M y · M w. UstremlØØ δ → 0, ubeßdaemsØ, qto M y i M w sut~ kvadratiqno summiruemye polØ, t.e. Ran M ⊂ L_θ. Odnovremenno, po nepreryvnosti P^ξ poluqaem ( y, w ) J = ( M y, M w ) L_θ , (2.9)

t.e. M – izometriØ.

Rasxirim M po nepreryvnosti na vse J , za rasxireniem sohranim oboznaqenie “M ”. BlagodarØ posloænomu harakteru, predstavleniØ (2.6), (2.7) oqevidnym obrazom perenosØtsØ na kusoqno-gladkie y (sm. konec p. 1.2); pri fftom okazyvaetsØ poleznym sledu¸wiæ rezul~tat.

Lemma 3. DlØ ξ ∈ (0, T∗) i polØ y ∈ J^ξ, gladkogo v Ω^ξ vypolneno

sootnoxenie M y | |_{Γξ}�0 = y | |_{Γξ}�0 . (2.10)

Dokazatel~stvo. Po svoæstvu (i) predloßeniØ 1 imeem yν^|_{Γξ�0}=0.

V silu fftogo, dlØ rexeniØ zadaqi (2.1)–(2.3) imeem p^ξ ≡ 0. Iz poslednego, po (2.6) poluqaem (2.10). Lemma dokazana.

Otmetim takße sootnoxenie M y | |_Γ+0 = yθ | |_Γ,

ustanovlennoe v [3].

2.4. Polnota. Zdes~ my pokaßem, qto M deæstvuet na Lθ.

Naqnem so vspomogatel~nogo rezul~tata. Pust~ X^ξ est~ proektor v L_θ na L^ξ_θ (sm. p. 1.3); ego deæstvie svoditsØ k srezke polØ na podoblast~ Ω^ξ.

OB UNITARNOM PREOBRAZOVANII 33

Lemma 4. Spravedlivo sootnoxenie

M P^ξ = X^ξ M, 0 6 ξ 6 T_∗. (2.11)

Dokazatel~stvo. Fiksiruem ξ ∈ (0, T∗), voz~mem proizvol~noe

gladkoe y ∈ J i otmetim ravenstva P^ξP^τ = P^τ P^ξ = P^{min{ξ,τ}}.

Pri τ < ξ imeem: M P^ξy | |_{Γτ} = P^τ P^ξ | |_{Γτ}�0 = P^τ y | |_{Γτ}�0 = M y | |_{Γτ} ; (2.12) pri τ > ξ imeem: M P^ξy | |_{Γτ} = P^τ P^ξy | |_{Γτ}�0 = P^ξy | |_{Γτ}�0 = 0 (2.13) poskol~ku supp P^ξy ⊂ Ω^ξ ⊂ Ω^τ .

SopostavlØØ (2.12) s (2.13), poluqaem M P^ξy = X^ξ M y, qto vedet k (2.11). Lemma dokazana.

Kak sledstvie (2.11), imeem vloßenie X^ξ Ker M^∗ ⊂ Ker M^∗, 0 6 ξ 6 T_∗. (2.14) Ustanovim polnotu M .

Lemma 5. Spravedlivo ravenstvo

Ran M = L_θ. (2.15)

Dokazatel~stvo. Proverim ffkvivalentnoe sootnoxenie Ker M^∗ = {0}. Pust~ m ∈ Ker M^∗; fiksiruem ξ_0 ∈ (0, T_∗). Vyberem pole y ∈ J^ξ0, gladkoe v Ω^ξ0. Pri ξ < ξ_0 imeem:

0 = ⟨sm.(2.14)⟩ = ( M y, X^ξ m ) L_θ = ξ∫ 0 dτ ∫ Γ^τ dΓ^τ c ~y · m, gde ~y := M y. DifferenciruØ i polagaØ ξ = ξ_0 − 0, poluqaem: 0 = ∫ Γ^ξ0

dΓ^ξ0 c ~y · m = ⟨sm.(2.10)⟩ = ∫ Γ^ξ0 dΓ^ξ0 c y · m. Po svoæstvu (ii) predloßeniØ 1 poluqaem m = 0 na Γ^ξ0; proizvol~nost~ ξ_0 vleqet m = 0 v Ω. Lemma dokazana.

Rez¸miruØ soderßanie p. 2, poluqaem osnovnoæ rezul~tat.

34 M. BELIXEV

Teorema 1. Preobrazovanie M est~ izometriØ J na Lθ.

3. Preobrazovanie N 3.1. Podprostranstva i proektory. V prostranstve potenci-

al~nyh poleæ G vydelm cepoqku podprostranstv

G^ξ := { h ∈ G | supp h ⊂ Ω^ξ } , 0 6 ξ 6 T∗;

otmetim nekotorye svoæstva ih fflementov.

Predloßenie 3. Pust~ ξ ∈ (0, T∗) fiksirovano;

(i) sled h | |_{Γξ}�0 polØ h ∈ G^ξ gladkogo v Ω^ξ est~ pole, normal~noe k Γ^ξ;

(ii) l¸boe gladkoe normal~noe pole na Γ^ξ est~ sled polØ iz G^ξ, gladkogo v Ω^ξ.

Mnoßestvo gladkih poleæ G ∩ C^∞(Ω; R^3) plotno v G. Pust~ Q^ξ est~ proektor v G na G^ξ. Moßno pokazat~, qto semeæstvo Q^ξ nepreryvno:

s-lim_{τ→ξ} Q^τ = Q^ξ, 0 6 ξ 6 T_∗; Q^0 = O_G; Q^T� = 1I_G.

Opixem predstavlenie dlØ Q^ξ. Vyberem gladkoe pole h = h_θ + h_ν = ∇φ = (∇φ)_θ +^{∂φ}_{∂ν} ν ∈ G, fiksiruem ξ ∈ (0, T_∗) i rassmotrim zadaqu

Δr = 0 v Ω^ξ; (3.1) ( ∇r ) θ = h_θ na Γ^ξ; ∫ Γ^ξ

dΓ^ξ ∇r · ν = 0; (3.2)

r = 0 na Γ. (3.3)

Pervoe iz usloviæ (3.2) ravnosil~no sootnoxeni¸

r = φ + const na Γ^ξ; (3.4)

po vtoromu odnoznaqno nahoditsØ postoØnnaØ v (3.4). Iz skazannogo sleduet, qto zadaqa (3.1)–(3.3) razrexima edinstvennym obrazom; ee rexenie r = r^ξ(x) est~ gladkaØ v Ω^ξ funkciØ.

OB UNITARNOM PREOBRAZOVANII 35

Predloßenie 4. Spravedlivo predstavlenie Q^ξh = { h − ∇r^ξ v Ω^ξ;

0 v Ω \ Ω^ξ.

(3.5)

Proverka (3.5) nesloßna i my ee opuskaem. Otmetim vaßnyæ fakt: pole Q^ξh, voobwe govorØ, razryvno na Γ^ξ, priqem razryv Q^ξh | |_{Γξ}�0 est~ pole, normal~noe k Γ^ξ : Q^ξh | |_{Γξ}�0 = ⟨sm.(3.5)⟩ = ( h − ∇r^ξ )| |_{Γξ} =

= ⟨sm.(3.2)⟩ = h_ν − ( ∇r^ξ ) ν . (3.6)

3.2. Opredelenie i predstavlenie. Vvedem preobrazovanie

N : G → L_ν, Dom N = G ∩ C^∞(Ω; R^3) po pravilu N h := Q^ξh | |_{Γξ}�0 na Γ^ξ, 0 < ξ < T∗

(obraz N h sostavlØetsØ iz razryvov, poØvlØ¸wihsØ na poverhnostØh Γ^ξ pri proektirovanii h na G^ξ ). Proverku korrektnosti fftogo opredeleniØ (vloßeniØ Ran N h ⊂ L_ν) otloßim do p. 3.3.

Soglasno (3.6), dlØ h = h_θ + h_ν imeem posloænoe predstvlenie N h = h_ν − ( ∇r^ξ ) ν = h_ν − ( ∂r^ξ ∂ν | | Γ^ξ ) ν na Γ^ξ, 0 < ξ < T_∗. (3.7)

S semeæstvom zadaq (3.1)–(3.3) svØßem operator ∇^{−1}_θ : L_θ → L_2(Ω), deæstvu¸wiæ na popereqnye komponenty h_θ gladkih poleæ h ∈ G po pravilu:

∇^{−1}_θ h_θ := r^ξ na Γ^ξ , 0 < ξ < T_∗;

kak netrudno proverit~, ∇_θ∇^{−1}_θ = id. Ispol~zuØ operator Kal~- derona (sm. p. 1.5), predstavlenie (3.7) moßno zapisat~ v forme N h = h_ν − ( Λ^{−1}∇^{−1}_θ h_θ ) ν, (3.8)

podqerkiva¸weæ dvoæstvennost~ k (2.7).

3.3. Izometriqnost~. Korrektnost~ opredeleniØ i izometriq-

nost~ N posledu¸t iz privodimogo niße vspomogatel~nogo rezul~tata.

36 M. BELIXEV

Lemma 6. DlØ gladkih h, g ∈ G spravedlivo sootnoxenie d dξ ( Q^ξh, Q^ξg ) G = ∫ Γ^ξ dΓ^ξ c Q^ξh | Γ^ξ�0 · Q ξg | Γ^ξ�0, 0 < ξ < T∗. (3.9)

Dokazatel~stvo. Pust~ h = ∇φ, g = ∇ψ; r^ξ i q^ξ sut~ rexeniØ

zadaqi (3.1)–(3.3) s pravymi qastØmi v (3.2), ravnymi h_θ i g_θ sootvetstvenno; otmetim sootnoxeniØ r^ξ = φ + const, q^ξ = ψ + const na Γ^ξ (3.10) (sm. (3.4)). OboznaqaØ qerez I^ξ integral v (3.9), imeem: d dξ ( Q^ξh, Q^ξg ) G = ⟨sm.(3.5)⟩ = d dξ ξ∫ 0 dτ ∫ Γ^τ dΓ^τ c ( ∇φ − ∇r^ξ ) · (∇ψ − ∇q)^ξ =

= I^ξ + ξ∫ 0 dτ dΓ^τ c [ −∇φ·∇ ∂q^ξ ∂ξ −∇ ∂r^ξ ∂ξ ·∇ψ+∇ ∂r^ξ ∂ξ ·∇q^ξ +∇r^ξ ·∇ ∂q^ξ ∂ξ ] =

= ⟨sm.(1.3)⟩ = I^ξ + ξ∫ 0 dτ dΓ^τ [ (−φ+r^ξ) ( ∇ ∂q^ξ ∂ξ )_ν + ( ∇ ∂r^ξ ∂ξ )_ν (−ψ+q^ξ ) ] =

= ⟨sm.(3.10)⟩ = I^ξ + const ∫ Γ^ξ dΓ^ξ ( ∇ ∂q^ξ ∂ξ )_ν + const ∫ Γ^ξ dΓ^ξ ( ∇ ∂r^ξ ∂ξ )_ν =

= ⟨sm.(1.7),(1.8),(3.2)⟩ = I^ξ . Lemma dokazana.

IntegriruØ (3.9) s uqetom opredeleniØ N , imeem: (( Q^T�^{−δ} − Q^δ ) h, g ) G = T�−δ∫ δ dξ ∫ Γ^ξ dΓ^ξ c N h · N g =

= ∫ Ω^T�^δ \Ω^δ dx N h · N g.

OB UNITARNOM PREOBRAZOVANII 37

UstremlØØ δ → 0, ubeßdaemsØ, qto N h i N g sut~ kvadratiqno summiruemye polØ, t.e. Ran N ⊂ L_ν. Odnovremenno, po nepreryvnosti Q^ξ poluqaem: ( h, g ) G = ( N h, N g ) L_ν , (3.11)

t.e. N – izometriØ.

Rasxirim N po nepreryvnosti na vse G; za rasxireniem sohranim oboznaqenie “N ”. BlagodarØ posloænomu harakteru, predstavleniØ (3.7), (3.8) oqevidnym obrazom perenosØtsØ na kusoqno-gladkie h; pri fftom okazyvaetsØ poleznym sledu¸wiæ rezul~at.

Lemma 7. DlØ ξ ∈ (0, T∗) i polØ h ∈ G^ξ, gladkogo v Ω^ξ vypolneno

sootnoxenie N h | |_{Γξ}�0 = h | |_{Γξ}�0 . (3.12)

Dokazatel~stvo. Po svoæstvu (i) predloßeniØ 3 imeem hθ^|_{Γξ�0}=0.

V silu fftogo, dlØ rexeniØ zadaqi (3.1)–(3.3) imeem r^ξ ≡ 0. Iz poslednego, po (3.7) poluqaem (3.12). Lemma dokazana.

Moßno ustanovit~ ravenstvo N h | |_Γ+0 = hν | |_Γ.

3.4 Polnota. Zdes~ budet pokazano, qto N deæstvuet na Lν.

Naqnem so vspomogatel~nogo rezul~tata. Pust~ X^ξ est~ proektor v L_ν na L^ξ_ν (sm. p. 1.3); ego deæstvie svoditsØ k srezke polØ na podoblast~ Ω^ξ.

Lemma 8. Spravedlivo sootnoxenie

N Q^ξ = X^ξ N, 0 6 ξ 6 T_∗. (3.13)

DlØ poluqeniØ (3.13) dostatoqno povtorit~ vse xagi dokazatel~stva lemmy 4, zamenØØ P^ξ na Q^ξ.

Sledstviem (3.13) ØvlØetsØ vloßenie

X^ξ Ker N^∗ ⊂ Ker N^∗, 0 6 ξ 6 T_∗. (3.14)

Ustanovim polnotu N .

38 M. BELIXEV

Lemma 9. Spravedlivo ravenstvo

Ran N = L_ν . (3.15)

Dokazatel~stvo. Ustanovim ffkvivalentnoe sootnoxenie Ker N^∗ = {0}. Pust~ n ∈ Ker N^∗; fiksiruem ξ_0 ∈ (0, T_∗). Vyberem pole h ∈ G^ξ0, gladkoe v Ω^ξ0. Pri ξ < ξ_0 imeem:

0 = ⟨sm.(3.14)⟩ = ( N h, X^ξn ) L_ν = ξ∫ 0 dτ ∫ Γ^τ dΓ^τ c ~h · n,

gde ~h := N h. DifferenciruØ i polagaØ ξ = ξ_0 − 0, poluqaem: 0 = ∫ Γ^ξ0

dΓ^ξ0 c ~h · n = ⟨sm.(3.12)⟩ = ∫ Γ^ξ0 dΓ^ξ0 c h · n. Po svoæstvu (ii) predloßeniØ 3 poluqaem n = 0 na Γ^ξ0; proizvol~nost~ ξ_0 vleqet n = 0 v Ω. Lemma dokazana.

Rez¸miruØ soderßanie p. 3, poluqaem osnovnoæ rezul~tat.

Teorema 2. Preobrazovanie N est~ izometriØ G na Lν .

Zakl¸qenie 1. Preobrazovanie U . Napomnim oboznaqeniØ dlØ vloßeniæ:

t: L_θ → H; l : L_ν → H; j : J → H; g : G → H. Opredelim preobrazovanie U : H → H,

U := t M j^∗ + l N g^∗;

sledu¸wiæ rezul~tat prosto ob¨edinØet teoremy 1 i 2.

Teorema 3. Preobrazovanie U est~ unitarnyæ operator v H, pri-

qem U J = L_θ, U G = L_ν .

Interesno otmetit~, qto v sluqae Ω = R^3, τ = −|x| shodnym obrazom deæstvuet preobrazovanie Fur~e: F J = L_θ, F G = L_ν . Odnako, qasti U , – preobrazovaniØ M i N , deæstvu¸t posloæno: iz u | |_{Γξ} = 0 i h | |_{Γξ} = 0 sleduet M y | |_{Γξ} = 0 i N h | |_{Γξ} = 0, v to vremØ

OB UNITARNOM PREOBRAZOVANII 39

kak F | |_J i F | |_G fftim svoæstvom ne oblada¸t. Takim obrazom, U ne ØvlØetsØ prØmym obobweniem F .

Otmetim ewe odno svoæstvo U . Vvedem samosoprØßennye operatory ^θ : J → J , ^θ := T�∫ 0 ξ dP^ξ; ^ν : G → G, ^ν := T�∫ 0 ξ dQ^ξ i ^τ : H → H, ^τ := T�∫ 0 ξ dX^ξ (X^ξ – srezka na podoblast~ Ω^ξ ); deæstvie ^τ , oqevidno, svoditsØ k umnoßeni¸ polØ na ffækonal τ ( · ). Iz spleteniæ (2.11), (3.13) i opredeleniØ U legko usmatrivaetsØ sootnoxenie U [^ θ ⊕ ^ν ] = ^τ U, t.e. U diagonalizuet ^θ i ^ν.

2. Kommentariæ. RassmotreniØ i rezul~taty raboty legko ob-

obwa¸tsØ na sluqaæ rimanova mnogoobraziØ s kraem, dopuska- ¸wego ffækonal τ s odnoæ kritiqeskoæ toqkoæ. Suwestvovanie takogo τ ne ØvlØetsØ principial~nym: po suwestvu my ispol~- zovali lix~ regulØrnost~ semeæstva poverhnosteæ Γ^ξ. V vaßnom dlØ priloßeniæ sluqae rol~ ffækonala igraet funkciØ rasstoØniØ τ (x) = dist(x, Γ), x ∈ Ω, terØ¸waØ gladkost~ v Ω^ξ pri bol~xih ξ (sm. [3]). �to ne ØvlØetsØ prepØtstviem dlØ vvedeniØ preobrazovaniæ M i N po formulam (2.6), (3.7); v utoqnenii nußda¸tsØ lix~ svoæstva rexeniæ p^ξ, r^ξ fflliptiqeskih zadaq v situacii, kogda granica Γ^ξ ∈ ∂Ω^ξ imeet osobennosti – rœbra, koniqeskie toqki i pr.

V predyduwih rabotah [2, 3] izometriqnost~ M ustanavlivalas~ s ispol~zovaniem uravneniØ Rikatti dlØ operatora Kal~- derona; to ße uravnenie pozvolØet ustanovit~ izometriqnost~ N . Odnako, fftot priem srabatyvaet lix~ v sluqae regulØrnosti {Γ^ξ}. Sposob, ispol~zovannyæ v nastoØweæ rabote (sm. dokazatel~stvo lemm 2 i 6), bolee prost i perspektiven dlØ obobweniØ na neregulØrnyæ sluqaæ.

40 M. BELIXEV

Literatura

1. M. I. Belixev, A. K. Glasman, VizualizaciØ voln v dinamiqeskoæ sisteme Maksvella (BC-metod). — Zap. nauqn. semin. POMI 250 (1998), 49–61.

2. M. Belixev, A. Glasman, K proektirovani¸ v prostranstve solenoidal~nyh vektornyh poleæ. — Zap. nauqn. semin. POMI 257 (1999), 16–43.

3. M. I. Belixev, A. Glasman, DinamiqeskaØ obratnaØ zadaqa dlØ sistemy Maksvella: vosstanovlenie skorosti v regulØrnoæ zone (BC-metod). — Algebra i Analiz 12, No. 2 (2000), 131–182.

4. �. B. Byhovskiæ, N. V. Smirnov, Ob ortogonal~nyh razloßeniØh prostranstva vektor-funkciæ, kvadratiqno summiruemyh po zadannoæ oblasti. — Trudy MIAN 59 (1960), 61–36.

5. O. A. LadyßenskaØ, Matematiqeskie voprosy dinamiki vØzkoæ nesßimaemoæ ßidkosti. Nauka, M. (1970).

Belishev M. I. On a unitary transform in the space L_2(Ω, R^3) connected with the Weyl decomposition.

In the papers devoted to the dynamical inverse problem for the Naxwell system, in the framework of the BC-method, a unitary transform M : “solenoidal field→transversal field” was introduced. In this paper M is complemented by a transform N : “potential field→longitudinal field.” Isometry and completeness of N are established. The transform U = M ⊕ N mentioned in the title, turns out to be a unitary oprator.

Postupilo 10 noØbrØ 2000 g.

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN