Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 275, 2001 g.

M. I. Belixev, S. A. Ivanov

EDINSTVENNOST^ V MALOM V DINAMIQESKO` OBRATNO` ZADAQE DL˚ DVUSKOROSTNO` SISTEMY

PosvØwaetsØ ¸bile¸ VasiliØ Mihaæloviqa Babiqa

1. Vvedenie

V rabote izuqaetsØ zadaqa vosstanovleniØ matriqnyh kofffficientov A, B dvuskorostnoæ dinamiqeskoæ sistemy (2DS), opisyvaemoæ uravneniem ρu_{tt} − u_{xx} + A(x)u_x + B(x)u = 0; x, t > 0, (1) s nulevymi naqal~nymi dannymi i neodnorodnym graniqnym usloviem Dirihle u|_{x=0} = f(t). Zdes~ u = u^f – dvuhkomponentnaØ matrica funkciØ (volna), ρ = diag [ρ_1, ρ_2] = diag [1/c^2_1, 1/c^2] – postoØnnaØ diagonal~naØ matrica, priqem c_1 > c_2 > 0. Na A, B nalaga¸tsØ usloviØ, obespeqiva¸wie samosoprØßennost~ po Lagranßu operatora −^{d2}_{dx2} + A(x)^d_{dx} u_x + B(x)u: A^#(x) = −A(x); dA dx (x) = B(x) − B^#(x), x > 0; (2)

(znak # oznaqaet transponirovanie).

RassmatrivaemaØ 2DS predstavlØet soboæ model~ mnogoskorostnyh sistem, v kotoryh ime¸tsØ volny raznyh tipov, rasprostranØ¸wiesØ s raznymi skorostØmi i vzaimodeæstvu¸wie meßdu soboæ. Takogo roda sistemy vstreqa¸tsØ v fflektrotehnike (vzaimodeæstvu¸wie linii) i teorii uprugosti (balka Timoxenko [1], zadaqi s ostatoqnym naprØßeniem [2, 3], sloistye anizotropnye sredy [4]).

Rabota podderßana RFFI, grant No. 98-01-00314, grant No. 99-01-00107. 41

42 M. I. BELIXEV, S. A. IVANOV

Model~naØ 2DS (1) izuqalas~ v rabotah [5, 6], posvØwennyh dinamiqeskoæ obratnoæ zadaqe. DlØ poØsneniØ rezul~tatov nastoØweæ raboty, opixem harakternye osobennosti 2DS. Esli v uravnenii (1) matricy A, B diagonal~ny, to 2DS raspadaetsØ na dve nevzaimodeæstvu¸wie sistemy (dva kanala, bystryæ i medlennyæ), volny v kotoryh rasprostranØ¸tsØ so skorostØmi c_1 i c_2. Esli ße kanaly vzaimodeæstvu¸t (kofffficienty sistemy nediagonal~ny), to kartina voln usloßnØetsØ. Vo-pervyh, v medlennom kanale poØvlØ¸tsØ vozmuweniØ, rasprostranØ¸wiesØ s bol~xeæ skorost~¸ c_1 (ffffekt predvestnika). Vo-vtoryh, nesmotrØ na vzaimodeæstvie, v sisteme suwestvu¸t volny, peredniæ front kotoryh dvißetsØ s medlennoæ skorost~¸ c_2. �ti medlennye volny generiru¸tsØ upravleniØmi f, pervaØ komponenta kotoryh vyraßaetsØ qerez svertku vtoroæ komponenty s

nekotoroæ funkcieæ l: f(t) = ( (l ∗ f_2)(t) f_2(t) ) . V dal~neæxih rassmo-

treniØh funkciiØ l budet igrat~ vaßnu¸ rol~.

Rol~ dannyh dinamiqeskoæ obratnoæ zadaqi igraet operator reakcii – otobraßenie f(·) −→ u_x(0, ·). V odnoskorostnyh sistemah po operatoru reakcii, zadannomu pri 0 < t < 2T moßno vosstanovit~ kofffficienty sistemy v oblasti, zahvaqennoæ volnami k momentu vremeni T ; dlØ odnomernyh zadaq sm. [7], mnogomernye zadaqi – sm. [8]).

Drugimi slovami, nabl¸denie na granice pozvolØet vosstanovit~ kofffficienty v toæ qasti oblasti, v kotoroæ oni vli- Ø¸t na nabl¸denie. V 2DS fftot fakt v toqnom smysle slova ne imeet mesta, v qem legko ubedit~sØ rassmotrev sistemu s nesvØzannymi kanalami, A = 0, B = diag [b_{11}, b_{22}]. Deæstvitel~no, v fftom sluqae za vremØ nabl¸deniØ 2T v raspavxeæsØ sisteme vozmoßno vosstanovit~ kofffficient b_{11} (bystryæ kanal) v oblasti vliØniØ x 6 c_1T , v to vremØ kak kofffficient b_{22} v medlennom kanale vosstanavlivaetsØ lix~ pri x 6 c_2T < c_1T . V obwem sluqae, dlØ vzaimodeæstvu¸wih kanalov, sleduet imet~ v vidu pravilo “podsqeta parametrov”. Operator reakcii opredelØetsØ [5, 6] tak nazyvaemoæ funkcieæ otklika – matriqnym Ødrom operatora reakcii. �ta simmetriqeskaØ matrica funkciØ harakterizuetsØ tremØ skalØrnymi funkciØmi, v to vremØ kak kofffficienty A, B, s uqetom (2), – qetyr~mØ. V rabote [6] pokazano, qto dobavlenie k funkcii i otklika funkcii l pozvolØet

EDINSTVENNOST^ V MALOM 43

uße odnoznaqno opredelit~ paru A, B.

V nastoØweæ rabote izuqaetsØ sledu¸waØ obratnaØ zadaqa: pri izvestnoæ A, po zadannoæ funkcii otklika vosstanovit~ kofffficient B. TakaØ postanovka soglasuetsØ s pravilom podsqeta parametrov. Privedem glavnyæ rezul~tat raboty: odnoznaqnoe vosstanovlenie vozmoßno, po kraæneæ mere, v malom – v nekotoroæ okrestnosti x = 0.

�tot fakt ustanavlivaetsØ na sledu¸wem puti: 1) vyvoditsØ nelineænoe uravnenie, svØzyva¸wee funkci¸ l s dannymi obratnoæ zadaqi; ustanavlivaetsØ ego odnoznaqnaØ razreximost~ otnositel~no l v malom;

2) kofffficient B vosstanavlivaetsØ po funkcii otklika i funkcii l po sheme [5].

Avtory vyraßa¸t blagodarnost~ A. S. Blagovewenskomu za poleznye konsul~tacii.

2. 2DS i osnovnoæ rezul~tat 2.1. 2DS. Rassmotrim dvuhskorostnu¸ dinamiqesku¸ sistemu

(2DS) ρu_{tt} − u_{xx} + Au_x + Bu = 0, x > 0, t > 0, (3) u|_{t=0} = u_t|_{t=0} = 0, (4)

u|_{x=0} = f. (5)

Zdes~ ρ = diag [ρ_1, ρ_2] est~ postoØnnaØ 2×2 diagonal~naØ matrica, ρ_j = 1/c^2_j , c_1 > c_2; A = A(x), B = B(x), sut~ vewestvennye gladkie^1 2 × 2 matricy-funkcii (kofffficienty sistemy). Na matriqnye kofffficienty nalaga¸tsØ usloviØ samosoprØßennosti (2).

Vektor-funkci¸ f = f(t) = (_{f1(t)} f2(t) ) , vhodØwu¸ v neodnorodnoe graniqnoe uslovie (5), budem nazyvat~ upravleniem; budem sqitat~, qto, f ∈ L^2_{loc}(0, ∞; R^2). Qerez u = u^f (x, t) = ( u^f_1 (x, t), u^f_2(x, t) )_#

oboznaqim rexenie zadaqi (volnu).

2.2. FunkciØ otklika.

V dinamiqeskih obratnyh zadaqah rol~ dannyh igraet tak nazyvaemaØ funkciØ otklika. Ona opredelØetsØ qerez fundamental~noe rexenie zadaqi (3)–(5) – matricu-funkci¸ U (x, t),

1Vs¸du dalee “gladkiæ” oznaqaet C1–gladkiæ.

44 M. I. BELIXEV, S. A. IVANOV

stolbcy kotoroæ sut~ rexeniØ, otveqa¸wie obobwennym upravleniØm (_{δ(t)} 0 ) i (_0 δ(t) ) (δ – del~ta-funkciØ). Fundamental~noe rexenie moßet byt~ zapisano v vide U (x, t) = ( δ(t − x/c_1) 0 0 δ(t − x/c_2) ) + Ũ(x, t), x, t > 0, v kotorom Ũ (x, t) ØvlØetsØ gladkoæ vne harakteristik t = x/c_i uravneniØ (3). Matrica-funkciØ r(t) := Ũ_x(+0, t) nazyvaetsØ funkcieæ otklika sistemy (3)–(5). Moßno pokazat~, qto iz usloviæ samosoprØßennosti (2) sleduet simmetriqnost~ funkcii otklika, r(t) = r^#(t).

B [6] poluqeno sledu¸wee harakteristiqeskoe opisanie funkcii otklika 2DS. Oboznaqim prostranstvo upravleniæ na (0, T ) qerez F^T := L^2 ( (0, T ); R^2 ) . Predloßenie 1. GladkaØ simmetriqeskaØ matrica-funkciØ r(t),

t ∈ [0, 2T ], ØvlØetsØ funkcieæ otklika 2DS (3)–(5) togda i tol~ko togda, kogda operator

(C^T f)(t) := √ ρf(t) + T∫ 0 C^T (t, s)f(s)ds, 0 < t < T, (6)

s Ødrom vida

C^T (t, s) := 1 2 2T −t−s ∫ |t−s| r(η) dη, (7)

poloßitel~no opredelen v F^T .

2.3. Osnovnoæ rezul~tat

Soderßanie raboty rez¸miruetsØ sledu¸wim predloßeniem.

Teorema 1. Pust~ dvum dinamiqeskim sistemam s kofffficien-

tami {A, B^′} i {A, B^{′′}} (zadannymi na [0, c_1T ]) otveqaet odna i ta ße funkciØ otklika r|_{(0,2T )}. Togda suwestvuet (dostatoqno maloe) x_∗, takoe, qto B^′(x) = B^{′′}(x) pri 0 < x < x_∗.

EDINSTVENNOST^ V MALOM 45

3. Svoæstva 2DS 3.1. Medlennye volny

Kak otmeqalos~ vo vvedenii, v 2DS suwestvu¸t rexeniØ (medlennye volny), kotorye ravny nul¸ vne medlennogo konusa:

u^f (x, t) ≡ 0 pri c_2t < x. (8)

Privedem, sleduØ [5], opisanie upravleniæ, poroßda¸wih medlennye volny.

Predloßenie 2. Suwestvuet edinstvennaØ gladkaØ funkciØ l =

l(t), takaØ qto sootnoxenie (8) vypolneno togda i tol~ko togda, kogda komponenty upravleniØ f = (_{f1} f2 ) svØzany sootnoxeniem

f_1(t) = (l ∗ f_2)(t) = t∫ 0 l(t − s)f_2(s) ds, t > 0. (9) Esli rassmatrivat~ zadaqu (3)–(5) na koneqnom intervale vremeni 0 < t < T , to v fftom sluqae udobnee nazyvat~ medlennymi volnami te rexeniØ zadaqi, kotorye annuliru¸tsØ vne qasti medlennogo konusa, otveqa¸weæ t < T :

u^f (x, t) ≡ 0 pri c_2t < x, i t < T. (10)

Nesloßno poluqit~ iz predloßeniØ 2 predstavlenie upravleniæ, generiru¸wih takie volny: (10) imeet mesto togda i tol~ko togda, kogda (9) vypolneno pri t < γ := (1 − c_2/c_1)T . Mnoßestvo takih upravleniæ obrazuet podprostranstvo F^T_l ⊂ F^T .

3.2. Vosstanovlenie kofffficientov

V rabote [6], sm. takße [5], issledovalas~ obratnaØ zadaqa: vosstanovlenie pary {A, B} matriqnyh kofffficientov sistemy po pare {r, l}. Privedem osnovnoæ rezul~tat.

Predloßenie 3. SimmetriqeskaØ matrica-funkciØ r(t), 0 < t <

2T , poroßda¸waØ po (6), (7) poloßitel~no opredelennyæ operator C^T , i funkciØ l(t), zadannaØ pri 0 < t < γ = (1 − c_2/c_1)T , odnoznaqno opredelØ¸t matriqnye kofffficienty A, B sistemy (3)–(5) na otrezke [0, c_2T ].

46 M. I. BELIXEV, S. A. IVANOV

3.3. Formula VKB, proektory i amplitudnaØ formula

Privedem dopolnitel~nye fakty o 2DS, kotorye ponadobØtsØ pri dokazatel~stve osnovnogo rezul~tata. Preßde vsego, iz pervogo usloviØ (2) imeem pri x > 0 A(x) = ( 0 a(x) −a(x) 0 ) . Poloßim c = √ρ_1/(ρ_1 − ρ_2).

Predloßenie 4. Pri f =^{(δ}_0^), to spravedlivo predel~noe soot-

noxenie [ u^f (c_1t − 0, t) ] 2 = ca(c_1t), t > 0.

Takim obrazom, esli upravlenie predstavlØet soboæ δ-funk-ci¸ v bystrom kanale (v pervoæ komponente), to v medlennom voznikaet volna, rasprostranØ¸waØsØ s bol~xeæ skorost~¸ c_1 (predvestnik), priqem amplituda perednego fronta predvestnika proporcional~na nediagonal~nomu fflementu A.

Predel~noe sootnoxenie ustanavlivaetsØ metodom VKB dlØ sistemy (3)–(5). V ostavxeæsØ qasti p. 3.3 my preobrazuem ego k vidu, kotoryæ pozvolit poluqit~ znaqenie (amplitudu) predvestnika na ego perednem fronte po funkcii otklika i funkcii l. Vvedem oboznaqeniØ. V podprostranstve F^T_l vvedem semeæstvo rasxirØ¸wihsØ podprostranstv F^{T,ξ}_l , ξ ∈ [0, T ], F^{T,ξ}_l := {f|f(t) = 0, t < T − ξ; f_1(t) = t∫ T −ξ l(t − s)f_2(s)ds pri T − ξ < t < T − c_2 c_1 ξ}, sostoØwee iz upravleniæ, iniciiru¸wih medlennye volny, leßawie v medlennom konuse s verxinoæ v toqke x = 0, t = T − ξ: u^f (x, t) = 0, pri, x > c_2[t − (T − ξ)]. Pust~ X^{T,ξ}_l est~ ortogonal~nyæ proektor v F^T na podprostranstvo F^{T,ξ}_l . Poloßim α(ξ) := T − ξ, β(ξ) := T −^{c2}_{c1} ξ i vvedem operatory svertki L_ξ, deæstvu¸wie na intervale (α(ξ), β(ξ)) po pravilu

(L_ξφ)(t) := t∫ α(ξ) l(t − τ )φ(τ )dτ.

EDINSTVENNOST^ V MALOM 47

Predloßenie 5 [6]. DlØ proektora X^{T,ξ}_l spravedlivo predsta-

vlenie ( X^{T,ξ}_l f ) (t) = 0, 0 < t 6 α(ξ), (Zf)(t), α(ξ) < t 6 β(ξ), f(t), β(ξ) < t 6 T, gde Z := ( L_ξ (1 + L_ξ^∗L_ξ)^{−1} L_ξ L_ξ (1 + L_ξ^∗L_ξ)^{−1}

(1 + L_ξ^∗L_ξ)^{−1} L_ξ (1 + L_ξ^∗L_ξ)^{−1} ) . Pust~ P^ξ est~ (kosoæ) proektor v F^T_l na F^{T,ξ}_l parallel~no podprostranstvu

F^{T,ξ}_⊥ := (C^T )^{−1}(F^T_l ⊖ F^{T,ξ}_l )

Proektory P^ξ dopuska¸t poleznoe operatornoe predstavlenie. Pust~ e_ξ : F^{T,ξ}_l → F^T est~ operator vloßeniØ: e^∗_ξ e_ξ = Id, e_ξ e^∗_ξ = X^{T,ξ}_l . Operator e^∗_ξ C^T e_ξ est~ blok operatora C^T v podprostranstve F^{T,ξ}_l ; oqevidno, qto fftot blok poloßitel~no opredelen. Teper~ proektor moßet byt~ zapisan v vide

P^ξ = e_ξ ( e^∗_ξ C^T e_ξ )_{−1} e^∗_ξ C^T ; (11) dlØ proverki dostatoqno ubedit~sØ, qto pravaØ qast~ (11) obladaet harakteristiqeskimi svoæstvami kosogo proektora: (P^ξ)^2 = P^ξ, Ker P^ξ = F^{T,ξ}_⊥ , Ran P^ξ = F^{T,ξ}_l .

Udobna sledu¸waØ toqka zreniØ na proektory P^ξ. Snabdim prostranstvo F^T_l novoæ metrikoæ

(f, g)_ΦT_l := (C^T f, g)_F T_l .

Qerez Φ^T_l oboznaqim mnoßestvo F^T_l snabßennoe novoæ normoæ; v silu izomorfnosti C^T , novaØ i staraØ normy ffkvivalentny. Legko videt~, qto P^ξ est~ ortogonal~nyæ proektor v Φ^T_l .

Sledu¸wee sootnoxenie (“amplitudnaØ formula”) svØzyvaet znaqenie (medlennoæ) volny i proekcii P^ξf.

Predloßenie 6 [5]. Esli f ∈ F^T_l , to

[u^f (c_2ξ − 0, T )]_2 = −(P^ξ f)_2(T − ξ + 0). (12) Proektory P^ξ opredelØ¸tsØ (qerez operator C^T ) funkcieæ l i funkcieæ otklika, poskol~ku poslednØØ opredelØet metriku v Φ^T_l ; blagodarØ fftomu formula (12) okazyvaetsØ ffffektivnym sredstvom rexeniØ obratnoæ zadaqi [6].

48 M. I. BELIXEV, S. A. IVANOV

4. OsnovnaØ lemma i dokazatel~stvo teoremy 1 4.1. OsnovnaØ lemma

Central~nu¸ rol~ v dokazatel~stve teoremy 1 igraet sledu- ¸wee utverßdenie, ustanavliva¸wee vozmoßnost~ vosstanovleniØ funkcii l po izvestnym A i r.

Lemma 1. Pust~ dany gladkaØ simmetriqeskaØ matrica-funkciØ

r(t), t < 2T , poroßda¸waØ po (6), (7) poloßitel~no opredelennyæ operator C^T , i gladkaØ funkciØ a(x), x 6 c_2T . Togda dlØ l¸bogo R > R_0 = R_0(a, r) pri dostatoqno malom T_0 = T_0(R) suwestvuet edinstvennaØ gladkaØ matrica-funkciØ B na otrezke [0, c_2T ], takaØ, qto

a) 2DS s kofffficientami A := ( 0 a −a 0 ) , B, zadannymi na ot-

rezke [0, c_2T_0], imeet funkci¸ otklika r,

b) dlØ sootvetstvu¸weæ funkcii l(t) vypolnena ocenka |l(t)| 6 R, t < γ_0 = T_0 −^{c2}_{c1} T_0.

Shema dokazatel~stva: snaqala daetsØ predstavlenie kosogo proektora P^ξ na gladkih funkciØh. Zatem ffto predstavlenie prodolßaetsØ estestvennym obrazom na obobwennye funkcii, qto pozvolØet vyrazit~ P^ξ (_δ 0 ) qerez funkci¸ otklika i l.

Iz amplitudnoæ formuly (predloßenie 6) poluqaem vyraßenie volny qerez P^ξ . PrivlekaØ predloßenie 4, my poluqim nelineænoe uravnenie svØzyva¸wee funkci¸ l i nediagonal~nyæ kofffficient a. Teorema o nepodvißnoæ toqke dlØ fftogo uravneniØ i privedet k utverßdeni¸ osnovnoæ lemmy.

4.2. Dokazatel~stvo osnovnoæ lemmy

Snaqala opixem, kak deæstvu¸t proektory. Zapixem operator C^T v bloqnom vide, C^T = {C^T_{ij}}, i, j = I, II, III, sootvetstvu¸wem predstavleni¸ F^T = L^2((0, α); R^2) ⊕ L^2((α, β); R^2) ⊕ L^2((β, γ); R^2).

Lemma 2. Pust~ f =^{(g}_0^), priqem g ∈ L^2(0, T ), supp g ⊂ [α(ξ), β(ξ)]

pri nekotorom ξ. Togda funkciØ φ_ξ := ( P^ξ f ) 2 pri t ∈ [α, β] udovletvorØet uravneni¸ ( L^∗_ξ 1 ) C^{(1)} ( L_ξ 1 ) φ_ξ = ( L^∗_ξ 1 ) C^{(1)} ( g 0 ) , (13)

EDINSTVENNOST^ V MALOM 49 gde ( L^∗_ξ 1 ) – matrica-stroka deæstvu¸waØ po pravilu ( L^∗_ξ 1 ) f = L^∗_ξ f_1+f_2; C^{(1)} – poloßitel~no opredelennaØ 2×2 matrica-funkciØ C^{(1)} = C_{II} − C_{II III} C^{−1}_{III} C_{III II} . Dokazatel~stvo lemmy 2. Poloßim Φξ := P^ξf. UmnoßaØ (11)

sleva na e^∗_ξ C^T = (e^∗_ξ C^T e_ξ )e^∗_ξ poluqim

e^∗_ξ C^T f = (e^∗_ξ C^T e_ξ)Φ_ξ (14)

(my zamenili C^T_l na C^T ). Zapixem (14) na podprostranstvah L^2(α, β; R^2), L^2(β, T ; R^2), snabßaØ sootvetstvu¸wie komponenty indeksami II, III i uqityvaØ, qto f_I = 0, f_{III} = 0: ZC^T_{II} f_{II} = Z(C^T_{II} Φ_{ξII} + C^T_{III II} Φ_{ξ III} ) C^T_{III II} f_{II} = C^T_{III II} Φ_{ξII} + C^T_{III} Φ_{ξIII} VyraßaØ Φ_{ξIII} s pomow~¸ 2-go uravneniØ i podstavlØØ v pervoe, poluqaem ZC^{(1)}f_{II} = ZC^{(1)}Φ_ξ.

VypisyvaØ 2-u¸ komponentu i ispol~zuØ vyteka¸wee iz usloviØ Φ_ξ ∈ F^{T,ξ}_l predstavlenie Φ_{ξII} = (_{Lξ} 1 ) φ_ξ, prihodim k utverßdeni¸ lemmy 2.

Dalee fiksiruem R > 0 i budem sqitat~ vse rassmatrivaemye funkcii l udovletvorØ¸wimi ocenke |l(t)| < R. Naxa blißaæxaØ cel~ – poluqit~ iz lemmy 2 integral~noe uravnenie na (P^ξf)_2 pri f = (_{δ(t−β)} 0 ) . Lemma 3. Pri l¸bom ξ funkciØ φξ(t) = (P^ξ f)2(t), t ∈ [α, β], po-

toqeqno shoditsØ k nekotoroæ funkcii φ^0_ξ pri g stremØwemsØ k δ(t − β) v smysle obobwennyh funkciæ. Pri fftom φ^0_ξ (t) udovletvorØet integral~nomu uravneni¸

([1 + L_l]φ^0_ξ )(t) = d_1l(β − t) + λ_l(t), (15)

gde L_l – integral~nyæ operator v C[α, β] s gladkim Ødrom, dopuska¸wiæ ocenku ‖L_l‖_{C[α,β]} < C(R)T,

50 M. I. BELIXEV, S. A. IVANOV

i oblada¸wiæ svoæstvom Gel~dera po l: ||L_{l1} − L_{l2} ||_{C[α,β]} < C(R)T ||l_1 − l_2||_{C[0,γ]}. V pravoæ qasti integral~nogo uravneniØ (15) funkciØ λ_l gladkaØ i zavisit ot l analogiqnym obrazom ‖λ_l‖_{C[α,β]} < C(R)T, ||λ_{l1} − λ_{l2} ||_{C[α,β]} < C(R)T ||l_1 − l_2||_{C[0,γ]}. (16) Dokazatel~stvo lemmy 3.

Iz integral~nogo predstavleniØ operatora C^T nesloßno poluqit~ analogiqnoe predstavlenie C^{(1)}:

(C^{(1)}f)(t) = √ ρf(t) + β∫ α C^{(1)}(t, τ )f(τ )dτ, t ∈ [α, β], gde Ødro C^{(1)}(t, τ ) kusoqno gladkoe s osobennostØmi lix~ na diagonali t = τ , poskol~ku iz (7) vytekaet, qto Ødro C^T kusoqnogladkoe, nepreryvnoe, i moßet imet~ razryvy proizvodnyh lix~ na diagonali.

Oboznaqim qerez C^{(1)}_{ij} “skalØrnye” bloki C^{(1)}, otveqa¸wie koordinatnym komponentam. Togda (13) moßet byt~ perepisano v vide

(L^∗_ξ C^{(1)}_{11} L_ξ + L^∗_ξ C^{(1)}_{12} + C^{(1)}_{21} L_ξ + C^{(1)}_{22} )φ_ξ = (L^∗_ξ C^{(1)}_{11} + C^{(1)}_{21} )g (17)

PravaØ qast~ zapisyvaetsØ v vide β∫ t l(τ − t) √ρ_1g(τ ) + β∫ α C^{(1)}_{11} (τ, s)g(s)ds dτ + β∫ α C^{(1)}_{21} (t, τ )g(τ )dτ.

Pereædem v fftom vyraßenii ot gladkoæ funkcii g k δ(t − (β − 0)). DlØ fftogo pri ε > 0 voz~mem δ-obraznu¸ posledovatel~nost~ g_{n,ε}, shodØwu¸sØ pri n → ∞ k g = δ(t − (β − ε)). Legko videt~, qto ustremlØØ n k beskoneqnosti, a zatem ε k nul¸, my prihodim k pravoæ qasti v (15) s

d_1 := √ ρ_1, λ_l(t) := β∫ t l(τ − t)C^{(1)}_{11} (τ, β)dτ + C^{(1)}_{21} (t, β) (18)

EDINSTVENNOST^ V MALOM 51

DlØ levoæ qasti (17) imeem predstavlenie ( (L^∗_ξ C^{(1)}_{12} + C^{(1)}_{21} L_ξ + C^{(1)}_{22} ) φ^0_ξ(t) =

= √ ρ_2(t) + β∫ α C^{(1)}_{22} (t, τ )φ^0_ξ(τ ) dτ + β∫ α L^{(1)}_{r,l} (t, τ )φ^0_ξ (τ )dτ, (19)

gde Ødro L^{(1)}_{r,l} poluqaetsØ kak kompoziciØ Øder L_ξ, L^∗_ξ i C^{(1)}_{ij} . �to Ødro lineæno po l, kusoqno-gladkoe s osobennostØmi na diagonali, i |L^{(1)}_{r,l} | < C(R)T . Analogiqno,

(L^∗_ξ C^{(1)}_{11} L_ξφ^0_ξ )(t) = β∫ α L^{(2)}_{r,l} (t, τ )φ^0_ξ(τ )dτ, (20)

gde Ødro L^{(2)}_{r,l} kvadratiqno zavisit ot l, kusoqno gladkoe s osobennostØmi na diagonali, i L^{(2)}_{r,l} < C(R)T . DelØ obe qasti na √ρ_2 prihodim k (15). Lemma 3 dokazana.

Poluqennoe integral~noe uravnenie (15) na φ^0_ξ pri malom T rexaetsØ s pomow~¸ rØda Neæmana i moßno poluqit~, qto φ^0_ξ obladaet temi ße svoæstvami, qto i pravaØ qast~ v (15). �to vytekaet iz sledu¸weæ lemmy.

Lemma 4. Pust~ operator K(T, l) v gil~bertovom prostranstve

imeet vid K = 1 + W (T, l), gde operator W (T, l) udovletvorØ¸t ocenkam a) ||W (T, l)|| < C(R)T , b) ||W (T, l_1)−W (T, l_2)|| < C(R)T ||l_1 −l_2|| s postoØnnymi, nezavisØwimi ot l i T . Togda pri dostatoqno malom T = T (R) operator K^{−1} imeet predstavlenie

K^{−1} = 1 + W̃ (T, l),

gde operator W̃ takße udovletvorØet ocenkam a), b).

Dokazatel~stvo lemmy 4. Pri malyh T imeem ||W || < 1, qto

pozvolØet poluqit~ utverßdenie a) lemmy v silu izvestnogo

52 M. I. BELIXEV, S. A. IVANOV

neravenstva ||K^{−1}|| < ||W ||(1 − ||W ||)^{−1}. DlØ dokazatel~stva b) dostatoqno vospol~zovat~sØ rezol~ventnym toßdestvom: K^{−1}(T, l_1) − K^{−1}(T, l_2) = K^{−1}(T, l_2) [W (T, l_2) − W (T, l_1)] K^{−1}(T, l_2). Lemma dokazana.

Iz lemm 3, 4 teper~ okonqatel~no poluqaem dlØ f = (_{δ(t−β)} 0 ) predstavlenie dlØ P^ξ f (P^ξf)_2 = φ^0_ξ (t) = d_1l(β − t) + λ̃_l(t), gde λ̃ – gladkaØ funkciØ, udovletvorØ¸waØ neravenstvam (16).

PrivlekaØ predloßenie 6, zakl¸qaem ots¸da, qto u^f (c_2ξ − 0, T ) = −d_1l(ξ − c_2 c_1 ξ) − λ̃_l(T − ξ), ξ ∈ [0, T ]. Pri vybrannom upravlenii v silu predloßeniØ 4 imeem u^f_2 (c_2ξ − 0, T ) = ca(c_2ξ).

Iz dvuh poslednih uravneniæ poluqaem uravnenie na l: l(ξ − c_2 c_1 ξ) = d_2a(c_2ξ) + λ̂_l(T − ξ), ξ ∈ [0, T ], (21) pri d_2 = c/d_1, λ̂_l = λ̃/d_1. Sdelaem zamenu peremennoæ τ = ξ −^{c2}_{c1} ξ i vvedem funkci¸ m(r) := d_2a(c_2ξ) Togda, vydelØØ v λ̃_l slagaemoe, ne zavisØwee ot l (sm. (18)), (21) moßno zapisat~ v vide operatornogo uravneniØ l = m + Λ(l), (22) v kotorom m – gladkaØ funkciØ, a nelineænyæ operator Λ perevodit nepreryvnye funkcii v gladkie. Pri fftom |(Λ(l))(τ )|_{C[0,γ]} 6 D_1(R)T, (23) ‖Λ(l_1) − Λ(l_2)‖_{C[0,γ]} 6 D_2(R)T ‖l_1 − l_2‖_{C[0,γ]} (24) s postoØnnymi D_1, D_2 ne zavisØwimi ot T (napomnim, qto my sqitaem |l| < R).

Primenim k (22) princip nepodvißnoæ toqki.

EDINSTVENNOST^ V MALOM 53

Lemma 5. DlØ l¸bogo R > R0 := 2‖m‖_{C[0,γ]} pri dostatoqno malom

T_0 v xare ‖l‖_{C[0,γ0]} < R, γ_0 = T_0 −^{c2}_{c1} T_0, suwestvuet edinstvennoe rexenie uravneniØ (22).

Lemma proverØetsØ neposredstvenno; esli poloßit~ l_0 := 0, l_n := m + Λ(l_{n−1}), togda iz (23), (24) poluqaem

‖l_n‖ 6 R_0/2 + D_1T, ‖l_n − l_{n−1}‖ 6 D_2T ‖l_{n−1} − l_{n−2}‖. Pri D_1T_0 < 1/2, i D_2T_0 < 1 poluqaem, qto Λ – sßima¸wiæ operator v xare ‖l‖ < R i togda posledovatel~nost~ l_n shoditsØ k rexeni¸ uravneniØ (22). Lemma dokazana.

Pri nepreryvnoæ funkcii l funkciØ Λ(l) – gladkaØ, i, poskol~ku m takße gladkaØ, to rexenie uravneniØ (22) prinadleßit C^∞[0, γ_0].

Itak, my raspolagaem gladkoæ funkcieæ l na [0, T_0 −^{c2}_{c1} T_0] i funkcieæ otklika (na [0, 2T_0]). V sootvetstvii s predloßeniem 3, naædetsØ para {Ã, B} na [0, c_2T_0] takaØ, qto otveqa¸waØ fftoæ pare 2DS imeet l v kaqestve funkcii, opredelØ¸weæ medlennye volny (v smysle predloßeniØ 2).

Pri fftom, v silu postroeniØ, vypolneno sootnoxenie (12), qto daet, po predloßeni¸ 4, ravenstvo Ã = A. Teorema 1 dokazana.

4.3. Dokazatel~stvo osnovnoæ teoremy 1

Dinamiqeskim sistemam s kofffficientami {A, B^′}|_{(0,c1T )} i {A, B^{′′}}|_{(0,c1T )} otveqa¸t funkcii l^′ i l^{′′}, opredelØ¸wie medlennye volny. Poloßim R := max{‖l^′‖_{C[0,γ]}, ‖l^{′′}‖_{C[0,γ]}}. Togda po teoreme 1 pri dostatoqno malom T_0 naædetsØ edinstvennaØ funkciØ l, kotoraØ vmeste s r opredelØet 2DS na [0, c_2T_0] s matriqnym kofffficientom pri proizvodnoæ ravnym A. Sledovatel~no, l^′ = l^{′′} = l pri t < γ_0. Poskol~ku r, l opredelØ¸t 2DS odnoznaqno v silu predloßeniØ 3, to B^′ = B^{′′}. Teorema 1 dokazana.

Literatura

1. �. N. Grigol¸k, I. T. Selezov, Neklassiqeskie teorii kolebaniæ sterßneæ plastin i oboloqek. Itogi nauki i tehniki. Mehanika tverdyh deformiruemyh tel, 5 (1973).

54 M. I. BELIXEV, S. A. IVANOV

2. P. Chadwick, R. W. Ogden, On the description of elastic moduli. Archive for Rational Mechanics and Analysis, 44(1) (1971) 41–54.

3. P. Chadwick, R. W. Ogden, A theorem of tensor calculus and its application to isotropic elasticity. Archive for Rational Mechanics and Analysis, 44(1) (1971), 55–68.

4. P. Sacks, V. Yakhno, The inverse problem for a layered anisotropic half space.

Journal of Mathematical Analysis and Application, 228 (1998), 377–398. 5. A. S. Blagoveschenskii, M. I. Belishev, S. A. Ivanov, The two-velocity dynamical system: boundary control of waves and inverse problems. Wave Motion, 25(1) (1997), 83–107.

6. M. I. Belixev, S. A. Ivanov, HarakterizaciØ dannyh dinamiqeskoæ obratnoæ zadaqi dlØ dvuskorostnoæ sistemy. Zapiski nauqn. semin. PO- MI, 259 (1999), 19–45.

7. S. A. Avdonin, M. I. Belixev, S. A. Ivanov, Graniqnoe upravlenie i matriqnaØ obratnaØ zadaqa dlØ uravneniØ ytt � yxx + v(x)y = 0. Matem. sbornik, 182(3) (1991), 307–331.

8. M. I. Belishev, Boundary control in reconstruction of manifolds and metrics (the BC method). Inverse Problems, 13(5) (1997), R1–R45; 26(1), 99.

Belishev M.I. and Ivanov S.A. A local uniqueness in the dynamical inverse problem for the two–velosity system.

Dynamical inverse problem for a system with two types of waves propagating with two different velocities is under consideration. Local uniqueness of recovering the matrix potentials is proved.

Postupilo 23 noØbrØ 2000 g.

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN

e-mail belishev@pdmi.ras.ru

Rossiæskiæ centr lazernoæ fiziki, S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet

e-mail: Sergei.Ivanov@pobox.spbu.ru