Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 264, 2001 g.

A. ˚. Kazakov

SIMMETRII KONFLı�NTNOGO URAVNENI˚ GO`NA

PosvØwaetsØ ¸bile¸ VasiliØ Mihaæloviqa Babiqa

1. Vvedenie

My budem rassmatrivat~ konfl¸ffntnoe uravnenie Goæna (KUG), kotoroe my zapixem v vide: R_z[α, β, γ, δ, ε]v(z) ≡ ≡ { (z^2 − z) d^2 dz^2 + (αz^2 + βz + γ) d dz + dz + ε } v(z) = 0. (1) �to uravnenie imeet dve regulØrno osobye toqki z_0 = 0, z_1 = 1, i odnu irregulØrno osobu¸ toqku z_∞ = ∞. Ono imeet bolee sloßnu¸ prirodu, qem uravnenie dlØ klassiqeskih specfunkciæ, takih, kak funkcii BesselØ, gipergeometriqeskie funkcii i vyroßdennye gipergeometriqeskie funkcii (sm. [1, 2]). Uravnenie (1) vkl¸qaet kak qastnye (ili konfl¸ffntnye) sluqai uravnenie Mat~e, uravnenie dlØ kulonovskih sferoidal~nyh funkciæ i rØd drugih uravneniæ, izvestnyh v matematiqeskoæ fizike i prikladnoæ matematike. Odnako ffto uravnenie ne moßet byt~ rexeno s pomow~¸ konturnyh integralov i izvestno malo analitiqeskih sredstv dlØ issledovaniØ ego rexeniæ. Odnim iz takih sredstv, poleznym dlØ izuqeniØ uravneniØ (1) i svØzannyh s nim ob¨ektov, ØvlØ¸tsØ integral~nye sootnoxeniØ. Integral~nye sootnoxeniØ dlØ rexeniæ uravneniæ klassa Goæna obsußdalis~ v [3–9]. Naprimer, v [8] integral~nye sootnoxeniØ ispol~zovalis~ dlØ vyvoda integral~nyh uravneniæ Fredgol~ma dlØ sobstvennyh funkciæ spektral~nyh zadaq, svØzannyh s uravneniØmi klassa Goæna. v [9] byli poluqeny integral~nye sootnoxeniØ, svØzyva¸wie sobstvennye funkcii,

Rabota qastiqno podderßana RFFI, granty 98-01-01075, 99-01-01262. 55

56 A. ˚. KAZAKOV otveqa¸wie razliqnym uravneniØm klassa Goæna. Suwestvovanie integral~nyh sootnoxeniæ privodit k nekotorym simmetri- Øm dlØ matric svØzi. Opisanie fftih simmetriæ dlØ KUG ØvlØetsØ osnovnoæ cel~¸ dannoæ stat~i. Otmetim, qto, v otliqie ot [8, 9], my obsußdaem integral~nye sootnoxeniØ v vide konturnyh integralov. �ta forma integral~nyh sootnoxeniæ uprowaet ih ispol~zovanie dlØ analitiqeskogo prodolßeniØ rexeniæ uravneniØ (1).

Opixem plan dannoæ raboty. V sledu¸wem razdele my vvedem osnovnye analitiqeskie ob¨ekty, v tom qisle matricu svØzi, dlØ KUG. V razdele 3 my obsudim fflementarnye simmetrii matricy svØzi, kotorye pozvolØ¸t vyrazit~ vs¸ matricu svØzi s pomow~¸ odnogo ee fflementa k(α, β, γ, δ, ε). Zatem, v razdele 4, my opixem integral~nye sootnoxeniØ, kotorye privodØt k nekotorym dopolnitel~nym simmetriØm funkcii k(α, β, γ, δ, ε), i obsudim simmetri¸ Laplasa, kotoraØ pozvolØet vyrazit~ parametry Stoksa dlØ KUG v terminah funkcii k(α, β, γ, δ, ε). Otmetim, qto my ponimaem pod simmetrieæ takoe preobrazovanie uravneniØ (1), kotoroe ne menØet ego struktury, privodØ lix~ k izmeneni¸ parametrov α, β, . . .

2. Osnovnye ponØtiØ

Soglasno analitiqeskoæ teorii lineænyh differencial~nyh uravneniæ [10, 11], uravnenie (1) imeet rexenie v^{(0)}_b (z) (v^{(1)}_b (z)) fiksirovannoe svoim povedeniem v okrestnosti toqki z_0 = 0 (z_1 = 1):

v^{(0)}_b (z) = z^{ρ0} V^{(0)}_b (z),

v^{(1)}_b (z) = (1 − z)^{ρ1} V^{(1)}_b (z),

ρ_0 = 1 + γ, ρ_1 = 1 − α − β − γ,

priqem funkciØ V^{(0)}_b (z) (V^{(1)}_b (z)) golomorfna v okrestnosti z_0 (z_1). FunkciØ v^{(0)}_b (z) (v^{(1)}_b (z) my nazyvaem vetvØwimsØ v okrestnosti z_0 (sootvetstvenno z_1) rexeniem. Krome togo, suwestvuet golomorfnoe v okrestnosti z_0(z_1) rexenie uravneniØ (1), v^{(m)}_h (z), m = 0 (m = 1). DlØ fiksacii normirovki fftih rexeniæ my polagaem:

V^{(0)}_b (z_0) = v^{(0)}_h (z_0) = V^{(1)}_b (z_1 ) = v^{(1)}_h = 1. (2)

SIMMETRII KONFLı�NTNOGO URAVNENI˚ GO`NA 57 Zdes~ funkciØ z^{ρ0} (funkciØ (1 − z)^{ρ1} ) vewestvenna pri z = Re z > 0 i ρ_0 = Re ρ_0 (pri z = Re z < 1 i ρ_1 = Re ρ_1 sootvetstvenno); esli veliqiny ρ_0, ρ_1 kompleksny, togda znaqeniØ fftih funkciæ opredelØ¸tsØ s pomow~¸ analitiqeskogo prodolßeniØ po sootvetstvu¸wemu parametru.

Zameqanie 1. Zdes~ i dalee my obsußdaem “obwu¸” situaci¸,

kogda harakteristiqeskie pokazateli ρ_0 i ρ_1 ne ØvlØ¸tsØ celymi qislami.

Vvedem teper~ pary fundamental~nyh rexeniæ, vektor-funk- cii v^{(0)}(z) = ( v^{(0)}_b (z) v^{(0)}_h (z) ) , v^{(1)}(z) = ( v^{(1)}_b (z) v^{(1)}_h (z) ) . Esli my prodolßim paru v^{(0)}(z) v okrestnost~ toqki z_1, my moßem vyrazit~ rezul~tat s pomow~¸ lineænyh kombinaciæ rexeniæ, fiksirovannyh v okrestnosti toqki z_1. V itoge voznikaet matrica svØzi K:

v^{(0)}(z) = Kv^{(1)}(z). (3)

Oqevidno, qto K = K(α, β, γ, δ, ε). �ta matrica zavisit ot puti analitiqeskogo prodolßeniØ. My v kaqestve takogo puti fiksiruem interval vdol~ vewestvennoæ osi ot z_0 do z_1. My budem ispol~zovat~ oboznaqenie k(α, β, γ, δ, ε) ≡ K_{11}(α, β, γ, δ, ε).

Opixem rezul~tat analitiqeskogo prodolßeniØ rexeniØ v^{(0)}_b (z) vdol~ puti L (sm. ris. 1).

Ris. 1. Put~ L dlØ analitiqeskogo prodolßeniØ funkcii v^{(0)}_b (z).

Lemma 1. Rezul~tat analitiqeskogo prodolßeniØ v^{(0)}_b (z) vdol~

L opisyvaetsØ s pomow~¸ sootnoxeniØ

v^{(0)}_b (z) =⇒ K_{11}{exp[2πiρ_1] − 1}v^{(1)}_b (z) + v^{(0)}_b (z). (4)

Dokazatel~stvo. VerhnØØ stroka sootnoxeniØ (3) daet:

v^{(0)}_b (z) = K_{11}v^{(1)}_b (z) + K_{12}v^{(1)}_h (z). (5)

58 A. ˚. KAZAKOV

Posle povorota vokrug toqki z_1 po qasovoæ strelke my poluqaem:

v^{(0)}_b (z) =⇒ K_{11}{exp[2πiρ_1]v^{(1)}_b (z) + K_{12}v^{(1)}_h (z).

Ispol~zuØ sootnoxenie (5) v obratnom napravlenii, my prihodim k sootnoxeni¸ (4).

3. �lementarnye simmetrii konfl¸ffntnogo uravneniØ Goæna V dannom razdele my obsudim nabor fflementarnyh simmetriæ KUG. Oni voznika¸t, kogda my podvergaem uravnenie (1) fflementarnym preobrazovaniØm. �ti simmetrii dlØ uravneniæ klassa Goæna obsußdalis~ v [13].

3.1. Simmetrii otnositel~no s-gomotopnyh preobrazovaniæ. Uravnenie (1) sohranØet svo¸ formu otnositel~no s-go-

motopnyh preobrazovaniæ (sootvetstvu¸wu¸ terminologi¸ sm. v [12]). �tot fakt vedet k sootvetstvu¸wim simmetriØm matricy K.

Posle podstanovki v(z) = z^{1+γ} u(z) v uravnenie (1), dlØ funkcii u(z) my poluqaem:

R_z[α, β + 2 + 2γ, −2 − γ, δ + αγ + γ, ε + (β + γ)(γ + 1)]u(z) = 0. (6) V fftom sluqae sootnoxeniØ (3) da¸t:

u^{(0)}_b (z) = ^K_{11}u^{(1)}_b (z) + ^K_{12}u^{(1)}_h (z), (7)

u^{(0)}_h (z) = ^K_{21}u^{(1)}_b (z) + ^K_{22}u^{(1)}_h (z), (8) gde ^K = K(α, β + 2 + 2γ, −2 − γ, δ + αγ + γ, ε + (β + γ)(γ + 1)). Iz naxih opredeleniæ sleduet, qto

z^{1+γ} u^{(0)}_b (z) = v^{(0)}_h (z), z^{1+γ} u^{(0)}_h (z) = v^{(0)}_b (z).

z^{1+γ} u^{(1)}_{b,h}(z) = v^{(1)}_{b,h}(z).

UmnoßaØ sootnoxeniØ (7), (8) na z^{1+γ} i sravnivaØ s (3), my nahodim:

^K_{11} = K_{21}, ^K_{12} = K_{22},

SIMMETRII KONFLı�NTNOGO URAVNENI˚ GO`NA 59 ili, v inyh terminah, K_{21}(α, β, γ, δ, ε) = = k(α, β + 2 + 2γ, −2 − γ, δ + αγ + γ, ε + (β + γ)(γ + 1)), (9) K_{22}(α, β, γ, δ, ε) = = K_{12}(α, β + 2 + 2γ, −2 − γ, δ + αγ + γ, ε + (β + γ)(γ + 1)). (10) Dalee, uravnenie (1) invariantno otnositel~no s-gomotopnyh preobrazovaniæ v(z) = (1 − z)^{1−α−β−γ} u(z). DlØ funkcii u(z) my imeem: R_z[α, 2 − 2α − 2γ− β, γ, δ + α(1 − α − β − γ), ε + γ(α + β + γ − 1)]u(z) = 0. (11) SootnoxeniØ (3) dlØ uravneniØ (11) oznaqa¸t: u^{(0)}_b (z) = ~K_{11}u^{(1)}_b (z) + ~K_{12}u^{(1)}_h (z), u^{(0)}_h (z) = ~K_{21}u^{(1)}_b (z) + ~K_{22}u^{(1)}_h (z), gde ~K = K(α, 2 − 2α − 2γ − β, γ, δ + α(1 − α − β − γ), ε + γ(α + β + γ − 1)). UqityvaØ sootnoxeniØ (1 − z)^{1−α−β−γ}u^{(0)}_{b,h}(z) = v^{(0)}_{b,n}(z), (1 − z)^{1−α−β−γ} u^{(1)}_b (z) = v^{(1)}_h (z), (1 − z)^{1−α−β−γ}u^{(1)}_h (z) = v^{(1)}_b (z), my poluqaem:

~K_{11} = K_{12}, ~K_{21} = K_{22}. V rezul~tate my nahodim: K_{22}(α, β, γ, δ, ε) = K_{21}(α, 2 − 2α − 2γ − β, γ, δ + α(1 − α − β − γ), ε + γ(α + β + γ − 1)). (12) K_{12}(α, β, γ, δ, ε) = k(α, 2 − 2α − 2γ − β, γ, δ + α(1 − α − β − γ), ε + γ(α + β + γ − 1)), (13)

60 A. ˚. KAZAKOV

Iz (9), (10), (12), (13) sleduet, qto matrica K moßet byt~ opredelena po znaqeni¸ odnogo ee fflementa k(α, β, γ, δ, ε). Imenno, sootnoxeniØ (9), (13) i K_{22}(α, β, γ, δ, ε) = k(α, 4 − 2α − β, −2 − γ, δ + α(2 − α − β), ε + 2 − γα − 2α − β) (14) opredelØ¸t vs¸ matricu K. Poslednee sootnoxenie moßet byt~ poluqeno dvumØ putØmi: ispol~zuØ sootnoxeniØ (10) i (13), ili sootnoxeniØ (12) i (9).

3.2. Otraßenie. Uravnenie (1) invariantno otnositel~no ot-

raßeniØ z = 1 − t. Esli w(z) = u(t), gde w(z) ØvlØetsØ rexeniem uravneniØ (1), to u(t) ØvlØetsØ rexeniem uravneniØ R_t[−α, β + 2α, −α − β − γ, −δ, ε + δ]u(t) = 0. Pust~

K budet matriceæ svØzi poslednego uravneniØ,

u^{(0)}(t) =

K u^{(1)}(t), sootvetstvu¸weæ tomu ße puti analitiqeskogo prodolßeniØ. Naxa zamena peremennyh privodit k sootnoxeniØm: w^{(k)}_{b,h}(z) ↔ u^{(1−k)}_{b,n} (t), k = 0, 1. Takim obrazom, my poluqaem:

K K = I, gde I est~ ediniqnaØ 2 × 2-matrica. Esli K = K(−α, β + 2α, −α − β − γ, −δ, ε + δ), to my nahodim: K(−α, β + 2α, −α − β − γ, −δ, ε + δ)K(α, β, γ, δ, ε) = I. VypisyvaØ otdel~nye komponenty poslednego sootnoxeniØ i ispol~zuØ sootnoxeniØ (9), (13) i (14) my poluqaem toßdestva dlØ funkcii k(α, β, γ, δ, ε): k(−α, β + 2α, −α − β − γ, −δ, ε + δ)k(α, β, γ, ε)+

SIMMETRII KONFLı�NTNOGO URAVNENI˚ GO`NA 61 k(−α, 2+β +2α +2γ, −α −β −γ, −δ − α(1+γ), ε+ δ +(α +β +γ)(γ +1)) k(α, β + 2(γ + 1), −2 − γ, δ + α(γ + 1), ε + (β + γ)(γ + 1)) = 1, k(−α, β + 2α, −α − β − γ, −δ, ε + δ) k(α, 2 − 2α − β − 2γ, γ, δ + α(1 − α − β − γ), ε + γ(α + β + γ − 1))+ k(−α, 2+β +2α +2γ, −α −β −γ, −δ − α(γ +1), ε+ δ +(α +β +γ)(γ +1)) k(α, 4 − 2α − β, −2 − γ, δ + α(2 − α − β), ε + 2 − 2α − β − αγ) = 0. Otmetim, qto imeetsØ tol~ko 2 nezavisimyh toßdestva.

4. Integral~nye simmetrii

V fftom razdele my obsudim integral~nye simmetrii KUG. KaßdaØ takaØ simmetriØ privodit k nekotorym sootnoxeniØm dlØ funkcii k(α, β, γ, δ, ε). Esli my vyrazim v^{(0)}_b (z), opisannoe vyxe rexenie uravneniØ (1), v vide konturnogo integrala, my moßem ispol~zovat~ fftot integral dlØ analitiqeskogo prodolßeniØ fftogo rexeniØ. Pri fftom my poluqim dva sootnoxeniØ dlØ opisaniØ rezul~tata fftogo analitiqeskogo prodolßeniØ: pervoe s pomow~¸ lemmy 1 i vtoroe s pomow~¸ konturnogo integrala. SravnivaØ, my moßem naæti nekotoru¸ simmetri¸ dlØ funkcii k(α, β, γ, δ, ε). Otmetim, qto privedennye niße integral~nye sootnoxeniØ sami po sebe ne ØvlØ¸tsØ novymi. Ih analogi opisany, naprimer, v [8].

4.1. Integral~noe preobrazovanie �ælera. Vvedem “stan-

dartnye” kontura integrirovaniØ, kotorye my budem ispol~zovat~ v dal~neæxem (sm. ris. 2). Kontur C_0(C_1) ØvlØetsØ dvoænoæ vos~merkoæ, ohvatyva¸weæ toqki t = 0 (t = 1) i t = z. Otmetim toqku J_0(J_1) na fftom konture. V fftoæ toqke my fiksiruem fazu podintegral~nogo vyraßeniØ. A imenno, my polagaem, qto t^{ρ0} ((1 − t)^{ρ1} ) pri t = J_0(t = J_1) vewestvenna v fftoæ toqke, esli vewestvenna ρ_0 (ρ_1 sootvetstvenno); v inom sluqae znaqenie fazy opredelØetsØ s pomow~¸ analitiqeskogo prodolßeniØ po sootvetstvu¸wemu parametru. Takie toqki my budem nazyvat~ “naqal~nymi” toqkami kontura.

62 A. ˚. KAZAKOV

Ris. 2. Kontura integrirovaniØ C_0 i C_1.

Zameqanie 2. Otmetim, qto l¸baØ deformaciØ kontura inte-

grirovaniØ, ne privodØwaØ k pereseqeni¸ s osobennostØmi podintegral~nogo vyraßeniØ, ne izmenØet znaqeniØ integrala. Posle takoæ deformacii kontur ostaetsØ gomotopnym ishodnomu na kompleksnoæ ploskosti s sootvetstvenno vykolotymi osobymi toqkami.

Teorema 1. Pust~ u^{(k)}_b (t) – vetvØweesØ pri tk (t0 = 0, t1 = 1)

rexenie uravneniØ R_t[α, 2+β −2δ/α, γ −1+δ/α, 2α−δ, ε−(β +1−δ/α)δ/α]u(t) = 0. (15) Togda dlØ nekotoroæ konstanty q_k (kotoru¸ estestvenno nazvat~ normirovkoæ) spravedlivo sootnoxenie: ∫ Ck (z − t)^{−δ/α}u^{(k)}_b (t)dt = q_kv^{(k)}_b (z), (16)

gde v^{(k)}_b (z) – opisannoe vyxe rexenie uravneniØ (1), k = 0, 1. Pri fftom podintegral~noe vyraßenie fiksirovano v otmeqennoæ

SIMMETRII KONFLı�NTNOGO URAVNENI˚ GO`NA 63 toqke kontura sposobom, ukazannym vyxe, a v drugih toqkah ego znaqenie poluqeno s pomow~¸ analitiqeskogo prodolßeniØ vdol~ kontura.

Dokazatel~stvo. Pokaßem, qto levaØ qast~ (16) ØvlØetsØ re-

xeniem uravneniØ (1). Pust~ ζ = −δ/α. PodstavlØØ levu¸ qast~ (16) v uravnenie (1), my poluqaem: A = R_z[α, β, γ, δ, ε] ∫ Ck (z − t)^ζ u^{(k)}_b (t)dt = ∫ Ck [ (z^2 − z)(ζ − 1) (z − t)^2 + (αz^2 + βz + γ)ζ z − t + δz + ε ] (z − t)^ζ u^{(k)}_b (t)dt = ∫ Ck [ (t^2 − t)(ζ − 1) (z − t)^2 + αz^2 + (β + 2ζ − 2)t + γ + 1 − ζ)ζ z − t +

z(δ + αζ) + αζt + ζ(β + ζ − 1) + ε ] (z − t)^ζ u^{(k)}_b (t)dt. Ispol~zuØ trivial~noe sootnoxenie ζ(z − t)^{ζ−1} = − d dt (z − t)^ζ . (17) i integriruØ po qastØm, my poluqaem: A = ∫ Ck (z − t)^ζ R_t[α, 2 + β − 2δ/α, γ − 1 + δ/α, 2α − δ,

ε − (β + 1 − δ/α)δ/α]u^{(k)}_b (t)dt. Vneintegral~nye qleny isqeza¸t iz-za naxego vybora kontura integrirovaniØ. To, qto pravaØ qast~ (16) vetvitsØ nadleßawim obrazom v okrestnosti toqki z_k – oqevidnyæ fakt.

Konstantu normirovki vyqislit~ netrudno. Kak sleduet iz (16), u^{(0)}_b (t) ∼ t^{γ+δ/α}, u^{(1)}_b (t) ∼ (1 − t)^{δ/α−α−β−γ}. Sledovatel~no, my poluqaem: q_0 = 4 exp[πiγ] sin[πδ/α] sin[π(γ + δ/α)]B(γ + δ/α + 1, 1 − δ/α),

64 A. ˚. KAZAKOV q_1 = 4 exp[π(δ/α − α − β − γ)] sin[πδ/α] sin[π(δ/α − α − β − γ)]B(1 − δ/α, −α − β − γ). My moßem ispol~zovat~ sootnoxenie (16) dlØ analitiqeskogo prodolßeniØ sootvetstvu¸wego rexeniØ v^{(0)}_b (z) vdol~ kontura L. Ispol~zuØ zatem lemmu 1, my moßem vyrazit~ integral~nu¸ simmetri¸ v terminah matricy svØzi, toqnee, s pomow~¸ funk- cii k(α, β, γ, δ, ε). Sledstvie 1. Iz sootnoxeniØ (16) sleduet, qto k(α, β, γ, δ, ε) = exp[πi(δ/α − 1)] Γ(α + β + γ − 1)Γ(2 + γ) Γ(α + β + γ − δ/α)Γ(1 + γ + δ/α) k[α, 2 + β − 2δ/α, γ − 1 + δ/α, 2α − δ, ε − (β + 1 − δ/α)δ/α]. (18)

Ris. 3. DeformaciØ kontura C_0 posle analitiqeskogo prodolßeniØ vdol~ puti L.

Dokazatel~stvo. Ispol~zuem sootnoxenie (16) dlØ analitiqe-

skogo prodolßeniØ v^{(0)}_b (z) vdol~ L. Pri takom analitiqeskom prodolßenii kontur C_0 deformiruetsØ v ~C_0 (sm. ris. 3),

v^{(0)}_b (z) =⇒ q^{−1}_0 ∫ e_{C0} (z − t)^{−δ/α}u^{(0)}_b (t)dt,

SIMMETRII KONFLı�NTNOGO URAVNENI˚ GO`NA 65 DlØ udobstva oboznaqeniæ otmetim nekotorye toqki na ~C_0, tak qto ~C_0 = ABCDEF GA. Vkl¸qim dopolnitel~nye petli P Q, M N . Osobennosti somnoßiteleæ podintegral~nogo vyraßeniØ otdeleny drug ot druga. �to oznaqaet, qto rezul~taty analitiqeskogo prodolßeniØ podintegral~nogo vyraßeniØ vdol~ puteæ P BCQ i P Q sovpada¸t. (Pri analitiqeskom prodolßenii vdol~ fftih petel~ tol~ko vrawenie vokrug toqki t = z izmenØet podintegral~noe vyraßenie, obhody vokrug toqki t = 1 proishodØt v raznyh napravleniØh i v itoge ne menØ¸t podintegral~noe vyraßenie.) Analogiqnye soobraßeniØ spravedlivy i dlØ petel~ M EF GN , M N . �to daet vozmoßnost~ raswepit~ kontur inte- grirovaniØ ABCDEF GA: ∫ ABCDEF GA = ∫ AP QDMNA + ∫ P BCQP + ∫ MEF GNM . Obsudim otdel~no integraly po fftim konturam. Kontur AP QDM N A gomotopen konturu C_0, priqem A ØvlØetsØ “otmeqennoæ” toqkoæ fftogo kontura. �to oznaqaet, qto ∫ AP QDMNA = q_0v^{(0)}_b (z).

Dalee, kontura P BCQP i −M EF GN M gomotopny konturu C_1. DlØ togo, qtoby vyqislit~ sootvetstvu¸wie integraly, my ispol~zuem dlØ u^{(0)}_b (t) sledu¸wie vyraßeniØ:

u^{(0)}_b (t) = ~K_{11}u^{(1)}_b + ~K_{12}u^{(1)}_h (t),

gde ~K – matrica svØzi dlØ uravneniØ (15). Vklad qlenov, golomorfnyh v toqke t = 1, raven nul¸. Nam sleduet opredelit~ fazovye mnoßiteli, kotorye priobretaet podintegral~- noe vyraßenie pri analitiqeskom prodolßenii ot “naqal~noæ” toqki kontura C_0 k “naqal~nym” toqkam konturov P BCQP i M EF GN M . DlØ kontura P QCBP = −P BCQP fazovyæ mnoßitel~ raven exp[−πiδ/α], dlØ kontura M EF GN M −exp[πi(2γ+δ/α)]. SummiruØ, my nahodim rezul~tat analitiqeskogo prodolßeniØ vdol~ puti L:

v^{(0)}_b (z) =⇒ v^{(0)}_b (z) + q_1q^{−1}_0 {exp[−πiδ/α] − exp[πi(2γ + δ/α)]}~K_{11}v^{(1)}_b (z).

66 A. ˚. KAZAKOV Ispol~zuØ vyraßeniØ dlØ q_0, q_1 i sravnivaØ s sootnoxeniem (4), my poluqaem (18).

4.2. GipergeometriqeskaØ integral~naØ simmetriØ. KUG

ustoæqivo otnositel~no integral~nogo preobrazovaniØ, Ødrom kotorogo ØvlØetsØ (s toqnost~¸ do stepennogo mnoßitelØ) konfl¸ffntnaØ gipergeometriqeskaØ funkciØ.

Teorema 2. Pust~ u^{(k)}_b (t) – vetvØweesØ v tk rexenie uravneniØ R_t[α, 4 − β − 2α, α + β + γ − 2, 2α − δ, ε + δ + 2 − β − 2α]u(t) = 0, (19) Φ(x) – vetvØweesØ v x = 0 rexenie konfl¸ffntnogo gipergeometriqeskogo uravneniØ xΦ^{′′}(x) + (αx + α + β)Φ^′(x) + δΦ(x) = 0. (20)

Φ(x) ∼ 1 · x^{1−α−β}. Togda dlØ nekotoroæ (normiru¸weæ) konstanty p_k ∫ Ck Φ(z − t)u^{(k)}_b (t)dt = p_kv^{(k)}_b (z), (21)

gde v^{(k)}_b (z) ØvlØetsØ vetvØwimsØ v z_k rexeniem uravneniØ (1).

My opuskaem dokazatel~stvo fftoæ teoremy, ono podobno dokazatel~stvu teoremy 1 (sleduet ispol~zovat~ sootnoxenie (20) vmesto (17)).

Vyqislim konstanty normirovki. Kak sleduet iz uravneniØ (19), u^{(0)}_b (t) ∼ t^{α+β+γ−1} , u^{(1)}_b (t) ∼ (1−t)^{−1−γ} i Φ(z−t) ∼ (z−t)^{1−α−β} . Togda p_0 = −4 exp[πiγ] sin[π(α+β+γ−1)] sin[π(1−α−β)]B(α+β+γ, 2−α−β), p_1 = 4 exp[−πiγ] sin[π(α + β − 1)] sin[π(γ + 1)]B(2 − α − β, −γ).

My moßem ispol~zovat~ sootnoxenie (21) dlØ analitiqeskogo prodolßeniØ rexeniØ uravneniØ (1), kak ffto bylo sdelano vyxe. Pri fftom my poluqim ewe odnu simmetri¸ funkcii k(α, β, γ, δ, ε). Sledstvie 2. Spravedlivo sootnoxenie: k[α, 4 − β − 2α, α + β + γ − 2, 2α − δ, ε + δ + 2 − β − 2α] = = exp[πi(−α − β)](1 − α − β − γ)(1 + γ)^{−1} k(α, β, γ, δ, ε). (22) Dokazatel~stvo fftogo utverßdeniØ povtorØet dokazatel~stvo sledstviØ 1 i my opuskaem ego.

SIMMETRII KONFLı�NTNOGO URAVNENI˚ GO`NA 67

4.3. Integral~naØ simmetriØ Laplasa. Izvestna ewe odna

simmetriØ uravneniØ (1) – ono ustoæqivo otnositel~no preobrazovaniØ Laplasa. �ta simmetriØ takße moßet byt~ vyraßena v terminah matricy svØzi. Odnako v dannom sluqae sootvetstvu- ¸wee sootnoxenie svØzyvaet povedenie rexeniæ v okrestnosti regulØrno osoboæ toqki i ih povedenie v irregulØrnoæ osobennosti.

Poloßim dlØ prostoty, qto α = Re α > 0. V okrestnosti irregulØrno osoboæ toqki z = ∞, pri |Arg z| < π/2, imeetsØ fundamental~naØ para rexeniæ uravneniØ (1), fiksirovannyh asimptotiqeskim povedeniem, v^{(∞)}_1 (z) ∼ exp(−αz)z^{δ/α−α−β}, v^{(∞)}_0 (z) ∼ z^{−δ/α}, |z| → ∞, |Arg z| < π/2. My budem v dal~neæxem ispol~zovat~ dva kontura integrirovaniØ, D_0 i D_1 (sm. ris. 4). Kak i ranee, my otmeqaem “naqal~nye” toqki na fftih konturah, J_0 i J_1. V fftih toqkah my fiksiruem znaqenie funkcii t^κ (ili (1 − t)^κ, sootvetstvenno), kotoroe my polagaem vewestvennym v fftoæ toqke pri vewestvennoæ κ. Osnovu naxih rassmotreniæ sostavlØet sledu¸wiæ rezul~tat.

Ris. 4. Kontura integrirovaniØ D_0 i D_1.

68 A. ˚. KAZAKOV

Teorema 3. Pust~ u^{(k)}_b (t), k = 0, 1 – vetvØwiesØ pri t = tk rexeniØ

uravneniØ R_z[−α, 4 − β, δ/α − 2, −α(γ + 2), 2 + ε − β]u(t) = 0. (23) Togda dlØ nekotoryh konstant θ_0 i θ_1 ∫ Dk exp(−αzt)u^{(k)}_b (t)dt = θ_kv^{(∞)}_k (z). (24)

Dokazatel~stvo oqevidno.

Prostye vyqisleniØ privodØt k sledu¸wim znaqeniØm konstant normirovki:

θ_0 = [1 − exp(−2πiχ_0)]α^{−χ0−1}Γ(χ_0 + 1),

θ_1 = [exp(πiχ_1 ) − exp(−πiχ_1)]α^{−χ1−1}Γ(χ_1 + 1),

gde χ_0 = δ/α − 1 i χ_1 = α + β − 1 − δ/α – harakteristiqeskie pokazateli uravneniØ (23).

Obsudim teper~ rezul~tat analitiqeskogo prodolßeniØ v^{(∞)}_0 (z), kogda toqka z dvißetsØ vokrug toqki z = ∞ v otricatel~nom napravlenii (protiv qasovoæ strelki). V fftom sluqae, dlØ sohraneniØ shodimosti integralov, sleduet vrawat~ kontur integrirovaniØ v poloßitel~nom napravlenii. Posle takogo prodolßeniØ my poluqim integral po deformirovannomu konturu ^D_0, kotoryæ moßno raswepit~ na tri kontura (ris. 5), odin iz kotoryh gomotopen D_0, a dva drugih gomotopny D_1:

θ_0v^{(∞)}_0 (z) =⇒ ∫ b_{D0} exp(−αzt)u^{(k)}_b (t)dt. VyqislØØ dlØ kaßdogo kontura fazovye mnoßiteli, kotorye voznika¸t pri analitiqeskom prodolßenii ot “naqal~noæ” toqki D_0 do “naqal~nyh” toqek fftih konturov, ispol~zuØ sootnoxenie (4) dlØ rexeniæ uravneniØ (23) i posledn¸¸ teoremu, my prihodim k sledu¸wemu sootnoxeni¸:

θ_0v^{(∞)}_0 (z) =⇒ exp[2πiχ_0]θ_0v^{(∞)}_0 (z) + {exp[2πiχ_0] − 1}K^′_{11}θ_1v^{(∞)}_1 (z),

gde K^′_{11} – sootvetstvu¸wiæ fflement matricy svØzi uravneniØ (23). Iz fftih rassmotreniæ sleduet: K^′_{11} = k(−α, 4 − β, δ/α − 2, −α(γ + 2), 2 + ε − β).

SIMMETRII KONFLı�NTNOGO URAVNENI˚ GO`NA 69

Ris. 5. DeformaciØ kontura D_0 posle analitiqeskogo prodolßeniØ vokrug toqki z1.

V itoge my poluqaem sledu¸wiæ rezul~tat.

Sledstvie 3. V rezul~tate analitiqeskogo prodolßeniØ vokrug

toqki z = ∞ v otricatel~nom napravlenii rexenie v^{(∞)}_0 (z) preobrazuetsØ soglasno sootnoxeni¸:

v^{(∞)}_0 (z) =⇒ exp[2πiχ_0]v^{(∞)}_0 (z) + ζv^{(∞)}_1 (z), (25) gde ζ = {exp[2πiχ_0] − 1}k(−α, 4 − β, δ/α − 2, −α(γ + 2), 2 + ε − β)θ_1 /θ_0.

70 A. ˚. KAZAKOV

AnalogiqnaØ formula spravedliva dlØ rezul~tata analitiqeskogo prodolßeniØ rexeniØ v^{(∞)}_1 (z). Itak, analitiqeskoe prodolßenie vokrug toqki z_∞ (i, sledovatel~no, opisanie ØvleniØ Stoksa dlØ KUG) moßet byt~ poluqeno v terminah matricy svØzi, kotoraØ, napomnim, svØzyvaet rexeniØ, fiksirovannye v okrestnostØh toqek z = 0 i z = 1.

5. Zakl¸qenie

My obsudili simmetrii KUG v terminah ee matricy svØzi. Bylo pokazano, qto fflementarnye simmetrii da¸t vozmoßnost~ vyrazit~ matricu svØzi K(α, β, γ, δ, ε) v terminah odnogo ee fflementa k(α, β, γ, δ, ε) i poluqit~ nekotorye toßdestva dlØ fftoæ funkcii. Integral~nye simmetrii KUG privodØt k dopolnitel~nym simmetriØm funkcii k(α, β, γ, δ, ε). Integral~naØ simmetriØ Laplasa pozvolØet opisat~ povedenie rexeniæ uravneniØ (1) v okrestnosti irregulØrnoæ osobennosti z = ∞ v terminah funkcii k(α, β, γ, δ, ε).

V dannoæ rabote my obsudili nabor diskretnyh simmetriæ KUG. DlØ bolee obwih uravneniæ integral~nye simmetrii mogut poroßdat~ nepreryvnye simmetrii sootvetstvu¸wih matric svØzi, sm. [14].

˚ blagodaren S. ı. SlavØnovu za poleznye diskussii.

Literatura

1. H. Bateman and A. Erdelyi, Higher transcendental functions. McGraw-Hill Book Comp., Inc., New York, v. 1 (1953).

2. M. Abramovitz, I. A. Stegun, Handbook of mathematical functions. Dover Publications Inc., New York (1968).

3. A. Erdelyi, Integral equations for Heun functions. Quart. J. Math., 13 (1942), 107–112.

4. D. A. Abramov, I. V. Komarov, Integral~nye uravneniØ dlØ kulonovskih sferoidal~nyh funkciæ. TMF, 29 (1976), 235–243.

5. B. C. Carlson, The Laplace transform of a product of a Bessel functions. SIAM J. Math. Anal., 11 (1980), 428–437.

6. G. Valent, An Integral transform involving Heun functions and a related eigenvalue problem. SIAM J. Math. Anal., 17 (1986), 688–703.

7. A. ˚. Kazakov, Preobrazovanie Laplasa rexeniæ differencial~nyh uravneniæ s polinomial~nymi kofffficientami. Differ. uravnen., 22 (1986), 354–356.

8. A. Ya. Kazakov, S. Yu. Slavyanov, Integral equations for special functions of Heun class. Meth. Appl. Anal., 3 (1996), 447–456.

SIMMETRII KONFLı�NTNOGO URAVNENI˚ GO`NA 71

9. A. Ya. Kazakov, S. Yu. Slavyanov, Integral relations for Heun-class special functions. Theor. Math. Phys., 107 (1996), 733–739.

10. M. V. Fedor¸k, Asimptotiqeskie metody v teorii obyknovennyh differencial~nyh uravneniæ. Nauka, Moskva (1983).

11. E. Hille, Ordinary differential equations in the complex domain. Dover Publications Inc., New York (1997).

12. Heun’s Differential Equations. with contribution by F. M. Arscott, S. Yu. Slavyanov, D. Schmidt, G. Wolf, P. Maroni, and A. Duval, Edited by A. Ronveaux, Oxford University Press (1995).

13. R. Schäfke and D. Schmidt, The connection problem for general linear ordinary differential equation at two regular singular points with application in the theory of special functions. SIAM J. Math. Anal., 11 (1980), 848–862.

14. A. ˚. Kazakov, Integral~nye simmetrii i ih invarianty dlØ lineænyh obyknovennyh differencial~nyh uravneniæ. TMF, 116 (1998), 225–236.

Kazakov A. Ya. Symmetries of the confluent Heun equation. The group of the discrete symmetries of the confluent Heun equation is under consideration. This group has as generators the elementary symmetries and the integral symmetries. Such lead to the corresponding symmetries of the connection matrix, which describe the relations between the different fundamental sets of the solutions. The symmetry of the confluent Heun equation with respect to the integral Laplace transform leads to the corresponding relations between the Stokes parameters and connection matrix.

Postupilo 15 avgusta 1999 g. S¸-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet affrokosmiqeskogo priborostroeniØ