Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 275, 2001 g.

N. ˚. Kirpiqnikova, V. B. Filippov

DIFRAKCI˚ PLOSKIH �LEKTROMAGNITNYH VOLN OT MALO` NEODNORODNOSTI, POMEWENNO` V SLO`

PosvØwaetsØ ¸bile¸ VasiliØ Mihaæloviqa Babiqa

RassmatrivaetsØ zadaqa difrakcii ploskoæ fflektromagnitnoæ volny ot neodnorodnogo vkl¸qeniØ, nahodØwegosØ v sloe i ime¸wego vid “provoda” beskoneqnoæ dliny i malogo popereqnogo seqeniØ. PredpolagaetsØ, qto neodnorodnoe vkl¸qenie ØvlØetsØ krugovym cilindrom radiusa a. Ploskost~ padeniØ zadannoæ volny perpendikulØrna osi cilindra. V fftom sluqae obwaØ zadaqa perehodit v qastnu¸ plosku¸ zadaqu difrakcii ot maloæ neodnorodnosti Ω_2 v sloe. Maloæ neodnorodnost~¸ Ω_2 ØvlØetsØ krug radiusa a, a ≪ λ, gde λ – dlina pada¸weæ volny.

Naxa zadaqa sostoit v issledovanii rasseØniØ ot vkl¸qeniØ, pomewennogo v sloæ. Tolwina sloØ imeet porØdok dliny volny.

§1 Postanovka zadaqi difrakcii ot maloæ neodnorodnosti v sloe

Pust~ na ideal~no provodØwu¸ poverhnost~ Γ_{01} (ris.1), pokrytu¸ difflektriqeskim sloem Ω_1 tolwiny h + h_1, padaet iz sredy Ω_0 ploskaØ fflektromagnitnaØ volna. Vnutri difflektriqeskogo sloØ Ω_1 pomewena malaØ neodnorodnost~ Ω_2. Nißn¸¸ sredu pod difflektriqeskim sloem oboznaqim qerez Ω_3.

Vyberem prØmougol~nu¸ sistemu koordinat takim obrazom, qtoby ploskost~ xz sovpadala s graniceæ razdela sred, a ploskost~ xy s ploskost~¸ padeniØ volny. Inaqe, v kaqestve verhneæ poverhnosti sloØ Γ_{01} vyberem ploskost~ y = h > 0. NißnØØ granica difflektriqeskogo sloØ Γ_{13}, y = −h_1 nahoditsØ na glubine h + h_1 ot verhneæ Γ_{01}.

Rabota vypolnena pri finansovoæ podderßke Rossiæskogo fonda fundamental~nyh issledovaniæ (grant 99-01-00107). 85

86 N. ˚. KIRPIQNIKOVA, V. B. FILIPPOV

Ris. 1.

Naqalo koordinat nahoditsØ vnutri sloØ. S centrom v naqale koordinat pomestim v sloæ krugovoæ cilindr Ω_2, obrazu¸- waØ kotorogo parallel~na osi z. Poverhnost~ fftogo vkl¸qeniØ oboznaqim qerez Γ_{12}. Radius cilindra a mal po sravneni¸ s dlinoæ volny, t.e. ka ≪ 1. Tolwina sloØ imeet porØdok dliny volny: k(h + h_1) ∼ O(1).

Izvestno, qto ploskaØ fflektromagnitnaØ volna moßet byt~ predstavlena v vide superpozicii dvuh voln, u odnoæ iz kotoryh vektor E^{inc} perpendikulØren ploskosti padeniØ, a u drugoæ leßit v fftoæ ploskosti. RassmotreniØ v oboih sluqaØh blizki, pofftomu podrobnee ograniqimsØ sluqaem perpendikulØrnogo padeniØ (parallel~noe padenie predstavim lix~ okonqatel~nymi formulami). Predpoloßim, qto pada¸wee fflektriqeskoe pole orientirovano libo perpendikulØrno ploskosti padeniØ:

E^{inc} = E_0e_zu^{inc}, (1.1_⊥)

libo parallel~no, t.e. magnitnoe pole orientirovano tak ße perpendikulØrno H^{inc} = H_0e_zu^{inc}. (1.1_‖)

Matematiqeski zadaqa opredeleniØ polnogo polØ E, H v oblastØh Ω_j , j = 0, 1, 2 (sm. ris. 1) vyraßaetsØ sledu¸wim obrazom. V oblastØh Ω_j , j = 0, 1, 2, naæti rexeniØ uravneniæ Maksvella

rot H_j = −i ω c ε_j E_j , j = 0, 1, 2,

rot E_j = i ω c μ_j H_j. (1.2)

SostavlØ¸wie vektorov E, H udovletvorØ¸t usloviØm ßestkogo kontakta na poverhnostØh razdela Γ_{01}, Γ_{12}, na metalliqeskoæ

DIFRAKCI˚ PLOSKIH �LEKTROMAGNITNYH VOLN 87 osnove Γ_{13} oni udovletvorØ¸t uslovi¸ Dirihle dlØ fflektriqeskoæ sostavlØ¸weæ (uslovi¸ Neæmana – dlØ magnitnoæ sostavlØ¸weæ) polØ i usloviØm izluqeniØ.

Iz predpoloßeniØ, qto pada¸wee fflektriqeskoe pole E^{inc} polØrizovano perpendikulØrno (parallel~no) k ploskosti padeniØ, budet sledovat~, qto takim svoæstvom obladaet i polnoe pole E_j, t.e. vse svoditsØ k nahoßdeni¸ skalØrnyh funkciæ u_j,

E_j = E^0e_zu_j , (H_j = H^0e_zu_j)

udovletvorØ¸wih sledu¸wim usloviØm:

1. u_j ØvlØ¸tsØ rexeniØmi uravneniæ Gel~mgol~ca v svoih oblastØh Δu_j + k^2_j u_j = 0, j = 0, 1, 2, (1.3) gde k_j = ω c √ ε_j μ_j . Zdes~ qerez ε_j = ε^′_j = 4iπσ_j ω oboznaqeny kompleksnaØ difflektriqeskaØ pronicaemost~ i qerez μ_j magnitnaØ pronicaemost~ sred Ω_j , j = 0, 1, 2, sootvetstven- no. 2. Na granicah razdela Γ_{01}, Γ_{12} (sm. ris. 1) u_j udovletvorØ¸t usloviØm nepreryvnosti kasatel~nyh komponent fflektriqeskogo i magnitnogo polØ, kotorye moßno vyrazit~ sledu¸wim obrazom:

u_i = u_j pri i ≠ j, 1 μ_i ∂u_i ∂n = 1 μ_j ∂u_j ∂n pri i ≠ j. (1.4_⊥)

u_i = u_j pri i ≠ j, 1 ε_i ∂u_i ∂n = 1 ε_j ∂u_j ∂n pri i ≠ j. (1.4_‖)

3. Na granice metalliqeskoæ osnovy Γ_{13} u_j udovletvorØ¸t uslovi¸ Dirihle (Neæmana)

u_{1⊥} = 0, ( ∂u_{1‖} ∂n = 0 ) . (1.5)

88 N. ˚. KIRPIQNIKOVA, V. B. FILIPPOV DlØ odnoznaqnosti rexeniØ sleduet dobavit~ uslovie izluqeniØ Zommerfel~da.

DannaØ zadaqa byla rassmotrena avtorami ranee [1] s nekotorymi ograniqeniØmi. Tak avtoram prixlos~ predpoloßit~, qto podloßka Γ_{13} ØvlØetsØ polnost~¸ poglowa¸weæ i net formuly dlØ diagrammy napravlennosti postavlennoæ zadaqi. �ti ograniqeniØ zdes~ budut snØty. Naædeno rasseØnnoe pole dlØ magnitnoæ sostavlØ¸weæ. IzmeneniØ v skaqkah magnitnyh i difflektriqeskih pronicaemosteæ vneset sloæ, v kotoryæ pomewena malaØ neodnorodnost~.

§2. Rexenie zadaqi otraßeniØ ploskoæ volny ot sloØ (bez vkl¸qeniØ) Rexenie zadaqi (1.3)–(1.5), esli vkl¸qenie Ω_2 otsutstvuet, izvestno. Privedem zdes~ ffto rexenie, tak kak v dal~neæxem ono budet neobhodimo nam. My rassmatrivaem garmoniqeskie volny s zavisimost~¸ vseh veliqin ot vremeni t i koordinaty x v vide exp i(ξx − ωt), gde ξ est~ gorizontal~naØ komponenta volnovogo qisla, opredelØ¸waØsØ uglom padeniØ volny θ i sohranØ¸waØsØ pri perehode qerez ploskie granicy razdela sred. V dal~neæxem mnoßitel~ exp(−iωt) budem opuskat~. Uslovie na nißneæ granice Γ_{13} budet otliqatsØ dlØ Dirihle (Neæmana) znakom ±, priqem verhniæ znak sootvetstvuet zadaqe Dirihle. Rexenie dlØ zadaqi (1.3)–(1.5) v sluqae otsutstviØ vkl¸qeniØ v sloe ravno: u_0 = [u^{inc} + V u^{ref} ] exp{iξx}, u_1 = [T (u^{− tr} ∓ u^{+ tr})] exp{iξx}, (2.1) gde u^{inc} = exp { − i √ k^2_0 − ξ^2y) } , u^{ref} = exp { i √ k^2_0 − ξ^2(y − 2h)) } , u^{−tr} = exp { − i √ k^2_1 − ξ^2(y − h)) } , u^{+tr} = exp { i √ k^2_1 − ξ^2(y + 2h_1 + h)) } . (2.2)

Zdes~ ξ = k_0 sin θ_0, θ_0 – ugol padeniØ ploskoæ volny v oblasti Ω_0, t.e. ugol meßdu os~¸ y-ov i napravleniem padeniØ, θ_1 – ugol

DIFRAKCI˚ PLOSKIH �LEKTROMAGNITNYH VOLN 89 prelomleniØ v sloe Ω_1, kotoryæ nahoditsØ iz zakona Snelliusa:

ξ = k_0 sin θ_0 = k_1 sin θ_1. (2.3)

Kofffficienty otraßeniØ V i prelomleniØ T nahodØtsØ iz usloviæ nepreryvnosti kasatel~nyh sostavlØ¸wih polØ i usloviæ Dirihle (Neæmana) na granicah razdela:

V_{⊥(‖)} =

Δ^′_{⊥(‖)}

Δ_{⊥(‖)}

, (2.4)

T_{⊥(‖)} = 2e^{−i} √_{k20−ξ2h} Δ_{⊥(‖)}

, (2.5) gde Δ_{⊥(‖)} = [ 1 ∓ e^{2i} √_{k21−ξ2(h+h1 )}] + E [ 1 ± e^{2i} √_{k21−ξ2(h+h1)}] , (2.6)

Δ^′_{⊥(‖)} = [ 1 ∓ e^{2i} √_{k21−ξ2(h+h1 )}] − E [ 1 ± e^{2i} √_{k21−ξ2(h+h1)}] , (2.7) E = μ_0 √ k^2_1 − ξ^2

μ_1 √ k^2_0 − ξ^2 ( ε_0 √ k^2_1 − ξ^2

ε_1 √ k^2_0 − ξ^2 ) = √ k^2_1 − ξ^2 √ k^2_0 − ξ^2

–μ(–ε), (2.8)

–_{μ(ε)} =^{μ0}_{μ1} ( ε_0 ε_1 ) . Zdes~ kofffficienty otraßeniØ V i prelomleniØ T sootvetstvu¸t dvum polØrizaciØm. Sluqaæ pada¸wego fflektriqeskogo polØ orientirovannogo perpendikulØrno ploskosti padeniØ (1.4_⊥) daet v kofffficientah μ, a sluqaæ parallel~no orientirovannogo polØ (1.4_‖) daet v kofffficientah ε. Verhniæ znak v formulah, gde vstreqaetsØ ±, otveqaet uslovi¸ Dirihle na podloßke Γ_{13}, nißniæ znak otveqaet uslovi¸ Neæmana. Kofffficienty otraßeniØ V i prelomleniØ T nahodØtsØ iz vyraßeniæ (2.4), (2.5), v kotoryh parametr ξ = k_0 sin θ_0 = k_1 sin θ_1. Vvedem, krome togo, uglovye koordinaty φ_0, φ_1 pada¸weæ i prelomlennoæ voln po formulam φ_0 = θ_0 + π/2, φ_1 = θ_1 + π/2. Togda sin θ_0 = − cos φ_0, sin θ_1 = − cos φ_1, cos θ_0 = sin φ_0, cos θ_1 = sin φ_1.

Okonqatel~noe rexenie zadaqi otraßeniØ ploskoæ volny ot sloØ glubiny h + h_1 imeet vid: u_0(x, y) = e^{−ik0 cos φ0x} [ e^{−ik0 sin φ0y} + V e^{ik0 sin φ0(y−2h)} ] , (2.9)

90 N. ˚. KIRPIQNIKOVA, V. B. FILIPPOV u_1(x, y) = T e^{−ik1 cos φ1x} [ e^{−ik1 sin φ1(y−h)} ∓ e^{ik1 sin φ1(y+2h1+h)} ] . (2.10)

Zdes~ kofffficienty otraßeniØ V i prelomleniØ T perepixem v neskol~ko inom vide bolee soglasovannom s formulami raboty [1], ispol~zuØ uglovye koordinaty φ_0, φ_1 pada¸weæ i prelomlennoæ voln:

V_{⊥(‖)} =

Δ^′_{⊥(‖)}

Δ_{⊥(‖)} = √ 1 −^{k21}_{k20} cos^2 φ_1[1 ∓ E^2_1 ] −^{μ0(ε0)k1}_{μ1(ε1)k0} sin φ_1[1 ± E^2_1 ] √ 1 −^{k21}_{k20} cos^2 φ_1[1 ∓ E^2_1 ] +^{μ0(ε0)k1}_{μ1(ε1)k0} sin φ_1[1 ± E^2_1 ]

, (2.11)

T_{⊥(‖)} = 2e^{−i} √_{k20−ξ2h} Δ_{⊥(‖)} =

2e^{−ik0} s_{1− k21k2} 0 cos2 φ1h√ 1 −^{k21}_{k20} cos^2 φ_1 √ 1 −^{k21}_{k20} cos^2 φ_1[1 ∓ E^2_1 ] +^{μ0(ε0)k1}_{μ1(ε1)k0} sin φ_1[1 ± E^2_1 ]

, (2.12) gde E^2_1 = e^{2ik1 sin φ1(h+h1)}. (2.13)

§3. FunkciØ Grina

DlØ dal~neæxih postroeniæ nam potrebuetsØ funkciØ Grina toqeqnogo istoqnika, pomewennogo libo v oblasti Ω_0 libo v sloe Ω_1.

Sformuliruem zadaqu, kotoroæ udovletvorØet funkciØ Grina G_j(M, M^′), j = 0, 1, gde toqka M ØvlØetsØ toqkoæ nabl¸deniØ, a v toqke M^′ pomewen toqeqnyæ istoqnik, kotoryæ moßet nahoditsØ kak v oblasti Ω_0, tak i v sloe Ω_1.

Itak, funkcii G_j (M, M^′) ØvlØ¸tsØ rexeniØmi uravneniæ Gel~mgol~ca v svoih oblastØh

ΔG_j(M, M^′) + k^2_j G_j(M, M^′) = δ(M − M^′), j = 0, 1. (3.1)

Na granicah razdela Γ_{01}, Γ_{13} (sm. ris. 1) G_j(M, M^′) udovletvorØ¸t usloviØm nepreryvnosti funkciæ i ih normal~nyh k granicam komponent, a takße usloviØm Dirihle (Neæmana) na Γ_{13} (sm. formuly (1.4)–(1.5), v kotoryh sleduet zamenit~ u_j na

DIFRAKCI˚ PLOSKIH �LEKTROMAGNITNYH VOLN 91

G_j(M, M^′)). K fftim uravneniØm i ravenstvam na granicah razdela sleduet dobavit~ uslovie izluqeniØ Zommerfel~da.

Privedem teper~ formulu dlØ funkcii Grina G(M, M^′) zadaqi otraßeniØ ot sloØ dlØ dvuh sluqaev, kogda istoqnik nahoditsØ v verhnem poluprostranstve M^′ ∈ Ω_0 ili v sloe M^′ ∈ Ω_1

G_j(M, M^′) = 1 2π ∞∫ −∞ e^{ikj (x−x0)ζj} k_jG_j(y, y^′, ζ_j)dζ_j , j = 0, 1. (3.2) Otmetim, qto v oboih sluqaØh v formule (3.2) integrirovanie moßno provesti po peremennoæ ξ = k_jζ_j , j = 0, 1:

G_j (M, M^′) = 1 2π ∞∫ −∞ e^{i(x−x0)ξ}G_j(y, y^′, ξ)dξ, j = 0, 1. (3.3) DlØ istoqnika nahodØwegosØ v oblasti Ω_0 funkciØ Grina G_0(y, y^′, ξ) prinimaet vid

G_0(M, M^′) = e^i √_{k20−ξ2y>} 2i √ k^2_0 − ξ^2 [ e^{−i} √_{k20−ξ2y<} + Δ^′ Δ e^i √_{k20−ξ2(y<−2h)}] . (3.4)

Zdes~ Δ, Δ^′ i E opredeleny vyraßeniØmi (2.6)–(2.8) paragrafa §2. Niße nam ponadobitsØ funkciØ Grina G_{10}(y_1, y^′, ξ) v sluqae, kogda istoqnik nahoditsØ v verhnem poluprostranstve M^′ ∈ Ω_0, M_1 ∈ Ω_1. Ona predstavlena formuloæ

G_{10}(y_1, y^′, ξ) =

= e^i √_{k20−ξ2(y0−h)}[ e^{−i} √_{k21−ξ2(y1−h)} ∓ E^2_1 e^i √_{k21−ξ2(y1−h)}]

i √ k^2_0 − ξ^2Δ

, (3.5)

gde veliqina E^2_1 opredelena (2.13).

FunkciØ G_1(y, y^′, ξ) dlØ istoqnika prinadleßawego oblasti Ω_1 ravna sledu¸xemu vyraßeni¸

G_1(y, y^′, ξ) =

[(E + 1)e^i √_{k21−ξ2y>} + (E − 1)e^{−i} √_{k21−ξ2(y> −2h)} ] 2i √ k^2_1 − ξ^2Δ × ×[e^{−i} √_{k21−ξ2y<} ∓ e^i √_{k21−ξ2(y<+2h1)} ]. (3.6)

92 N. ˚. KIRPIQNIKOVA, V. B. FILIPPOV

§4. Integral~noe uravnenie dlØ rexeniØ zadaqi difrakcii ploskoæ volny ot sloØ s vkl¸qeniem Ω_2

Faktiqeski my rexaem trehmernu¸ zadaqu (sm. ris. 1): meßdu dvumØ neograniqennymi parallel~nymi ploskostØmi Γ_{10} : y = h i Γ_{13} : y = −h_1, obrazu¸wimi difflektriqeskiæ sloæ s pronicaemostØmi μ_1, ε_1 i leßawimi na poluprostranstve Ω_3, pomestim tonkiæ beskoneqnoæ dliny provod Ω_2 (krugovoæ cilindr) pronicaemosteæ μ_2, ε_2. Na fftot sloæ iz oblasti Ω_0 padaet ploskaØ volna, skorost~ kotoroæ zavisit ot magnitnoæ μ_0 i fflektriqeskoæ ε_0 pronicaemosteæ. IssleduetsØ zadaqa rasseØniØ ploskoæ volny ot maloæ neodnorodnosti (krugovoæ cilindr), ograniqennoæ poverhnost~¸ Γ_{12} : r = a, z; ka ≪ 1 i pomewennoæ v sloæ.

Ispol~zuØ funkcii Grina G_j, postroennye v §3, svedem rexenie sformulirovannoæ zadaqi k rexeni¸ integral~nyh uravneniæ. Zatem, uqityvaØ malost~ Øder fftih uravneniæ, naædem rexenie integral~nyh uravneniæ metodom posledovatel~nyh priblißeniæ.

Postroenie integral~nyh uravneniæ baziruetsØ (sm. [1, 2]) na primenenii formuly Grina v oblastØh Ω_0, Ω_1 i Ω_2. Oboznaqim operator Gel~mgol~ca qerez L ≡ (Δ + k^2) i primenim formulu Grina k rexeni¸ u naxeæ zadaqi (1.3)–(1.5) i k funkcii Grina G.

Ris. 2.

Na ris. 2 otmeqeny kontury, po kotorym proishodit integrirovanie. Peremennoæ integrirovaniØ slußit toqka istoqnika M^′ = (x^′, y^′, z). Kontur C_R est~ polusfera bol~xogo radiusa R s centrom v toqke (x^′ = 0, y^′ = h, z). Sfera C_ε otdelØet toqku nabl¸deniØ M ot toqki integrirovaniØ M^′. V koneqnyh formulah radius R ustremim k beskoneqnosti, a ε – k nul¸. Na

DIFRAKCI˚ PLOSKIH �LEKTROMAGNITNYH VOLN 93 bokovyh konturah v oblasti Ω_1 pri y^′ = ±R i na polusfere C_R vypolnØ¸tsØ usloviØ izluqeniØ dlØ rexeniØ i funkcii Grina, sledovatel~no podintegral~nye vyraßeniØ ustremlØ¸tsØ k nul¸ pri R → ∞. Primeniv v treh oblastØh Ω_0, Ω_1 i Ω_2 formulu Grina, poluqim tri integral~nyh uravneniØ:

u_0(M ) = − ∞∫ −∞ [ ∂u_0 ∂y^′ G_0(x, y; x^′, y^′ = h+0)− ∂G_0 ∂y^′ u_0(x^′, y^′ = h+0) ] dx^′ =

= − μ_0 μ_1 ∞∫ −∞ [ ∂u_1 ∂y^′ G_1(x, y; x^′, y^′ = h−0)− ∂G_1 ∂y^′ u_1(x^′, y^′ = h−0) ] dx^′. (4.1)

Zdes~ toqka integrirovaniØ prinadleßit verhnemu beregu kontura Γ^+_{10}, a zatem, posle primeneniØ formuly (1.4) dlØ znaqkov j = 1, 2, nißnemu beregu M^′ ∈ Γ^−_{10}. − ∞∫ −∞ [ ∂u_1 ∂y^′ G_1(x, y; x^′, y^′ = h − 0) − ∂G_1 ∂y^′ u_1(x^′, y^′ = h − 0) ] dx^′ =

= ∞∫ −∞ [ ∂u_1 ∂y^′ G_1(x, y; x^′, y^′ = −h_1) − ∂G_1 ∂y^′ u_1(x^′, y^′ = −h_1) ] dx^′+ (4.2)

+ 2π∫ 0 r^′ [ ∂u_1 ∂r^′ G_1(r, φ; r^′ = a, φ^′) − ∂G_1 ∂r^′ u_1(r^′ = a, φ^′) ] dφ^′, M^′ ∈ Ω_1.

Uqtem graniqnye usloviØ (1.4), (1.5) dlØ rexeniØ u i funkcii Grina G na konturah Γ_{10}, Γ_{12} i Γ_{13}. Totqas poluqaem, qto integral po konturu Γ_{13} propadaet i formula (4.2) obrawaetsØ v sledu¸wu¸ − ∞∫ −∞ [ ∂u_1 ∂y^′ G_1(x, y; x^′, y^′ = h − 0) − ∂G_1 ∂y^′ u_1(x^′, y^′ = h − 0) ] dx^′ =

a 2π∫ 0 [ μ_1 μ_2 ∂u_2 ∂r^′ G_1 − ∂G_1 ∂r^′ u_2(r^′ = a, φ^′) ] dφ^′, M^′ ∈ Ω_1. (4.3)

94 N. ˚. KIRPIQNIKOVA, V. B. FILIPPOV Primeniv formulu Grina k funkciØm u_2, G_1 i k oblasti Ω_2, poluqim a 2π∫ 0 [ ∂u_2 ∂r^′ G_1(r, φ; r^′ = a, φ^′) − ∂G_1 ∂r^′ u_2(r^′ = a, φ^′) ] dφ^′ =

= (k^2_1 − k^2) ∫∫ |r^0 |6a G_1(r, φ; r^′, φ^′)u_2(r, φ; r^′, φ^′)r^′dr^′dφ^′. (4.4)

Dalee tri integral~nyh uravneniØ (4.1), (4.3) i (4.4) perehodØt v odno:

u_0(M ) = μ_0 μ_1 ( μ_1 μ_2 − 1 ) a 2π∫ 0 ∂u_2 ∂r^′ G_1(M ; r^′ = a, φ^′)dφ^′+

+ μ_0 μ_1

(k^2_1 − k^2) ∫∫ |r^0 |6a G_1(r, φ; r^′, φ^′)u_2(r, φ; r^′, φ^′)r^′dr^′dφ^′. (4.5)

Zdes~ M ∈ Ω_0, a integrirovanie proishodit po poverhnosti cilindra r^′ = a, z i po samomu cilindru |r^′| 6 a, z. Otmetim, qto dlØ parallel~noæ polØrizacii vs¸du v formule (4.5) sleduet vmesto magnitnoæ pronicaemosti μ postavit~ difflektriqesku¸ ε.

§5. Metod posledovatel~nyh priblißeniæ

rexeniØ integral~nogo uravneniØ (4.5) Rexat~ uravnenie (4.5) budem sledu¸wim obrazom. Predstavim funkcii u_j(M ), j = 0, 1, 2 v vide summy neizvestnyh slagaemyh U_j(M ) i izvestnyh funkciæ u^0_j , kotorye ravny otraßennoæ u_0 volne v oblasti Ω_0 (sm. formuly (2.4), (2.9)) i prelomlennoæ volne u_1 v oblasti Ω_1 (sm. formuly (2.5), (2.10)) pri padenii na sloæ ploskoæ volny:

u_j = U_j + u^0_j , j = 0, 1, u_2 = U_2 + u^0_1. (5.1)

DlØ neizvestnyh funkciæ U_j (M ) poluqaem sledu¸wie zadaqi:

(Δ + k^2_j )U_j = 0, j = 0, 1, (Δ + k^2)U_2 = (k^2_1 − k^2)u^0_1, (5.2)

DIFRAKCI˚ PLOSKIH �LEKTROMAGNITNYH VOLN 95 U_0 = U_1 pri y = h, 1 μ_0 ∂U_0 ∂n = 1 μ_1 ∂U_1 ∂n pri y = h,

(5.3_⊥)

U_0 = U_1 pri y = h, 1 ε_0 ∂U_0 ∂n = 1 ε_1 ∂U_1 ∂n pri y = h,

(5.3_‖)

U_{1⊥} = 0, ( ∂U_{1‖} ∂n = 0 ) pri y = −h_1, (5.4)

U_1 = U_2 pri r = a, ∂U_1 ∂r = μ_1 μ_2 ∂U_2 ∂r + μ_1 − μ_2 μ_2

∂u^0_1 ∂r pri r = a,

(5.5_⊥)

U_1 = U_2 pri r = a, ∂U_1 ∂r = ε_1 ε_2 ∂U_2 ∂r + ε_1 − ε_2 ε_2

∂u^0_1 ∂r pri r = a.

(5.5_‖)

S¸da sleduet dobavit~ usloviØ izluqeniØ Zommerfel~da.

Rexat~ zti zadaqi (5.2)–(5.5) budem toqno takße, kak i zadaqu dlØ funkcii u v predyduwem paragrafe. Primenim formulu Grina k neizvestnomu rexeni¸ U i k funkcii Grina G. Posle nekotoryh preobrazovaniæ poluqim sledu¸wee integral~- noe uravnenie otnositel~no neizvestnogo rexeniØ U :

U_0(M ) = μ_0 μ_1 ( μ_1 μ_2 − 1 ) a 2π∫ 0 [ ∂U_2 ∂r^′ + ∂u^0_1 ∂r^′ ] G_1(M ; r^′ = a, φ^′)dφ^′+

+ μ_0 μ_1

(k^2_1 − k^2) ∫∫ |r^0 |6a G_1(r, φ; r^′, φ^′)(U_2 + u^0_1)(r, φ; r^′, φ^′)r^′dr^′dφ^′. (5.6)

Integral~noe uravnenie (5.6) moßno rexat~ metodom posledovatel~nyh priblißeniæ, vybrav v kaqestve nulevoæ iteracii dlØ funkcii U znaqenie U^0 = 0. �to vozmoßno, tak kak iz fiziqeskih soobraßeniæ i po uslovi¸ zadaqi U koneqno, a oblast~ integrirovaniØ mala (ka ≪ 1).

Sledovatel~no, pervaØ iteraciØ k rexeni¸ U^1 ravna:

U^1(M ) = μ_0(μ_1 − μ_2) μ_1μ_2 a 2π∫ 0 [ ∂u^0_1 ∂r^′ G_1(M ; r^′ = a, φ^′) ] dφ^′+

96 N. ˚. KIRPIQNIKOVA, V. B. FILIPPOV + μ_0 μ_1

(k^2_1 − k^2) ∫∫ |r^0 |6a G_1(r, φ; r^′, φ^′)u^0_1r^′dr^′dφ^′. (5.7)

§6. Asimptotika funkcii Grina G1 My izuqaem zadaqu rasseØniØ (kr ≫ 1) ot maloæ neodnorodnosti, pomewennoæ v sloæ tolwiny (h + h_1) ∼ O(λ). DlØ fftogo issleduem v dannom paragrafe funkci¸ Grina G_1, opredelennu¸ formulami (3.3), (3.5), pri kr ≫ 1, kr^′ ≪ 1, y_1 = y^′. �ta funkciØ vhodit pod integral formuly (5.7).

Issleduem formulu (5.7) v predpoloßenii, qto kr ≫ 1, kr^′ ≪ 1, r = √ x^2 + y^2, r^′ = √ (x^′)^2 + (y^′)^2. Asimptotiku funkcii Grina G_1 poluqim, ispol~zuØ standartnye priemy metoda stacionarnoæ fazy (sm. [3, 4]). Obyqno v sloe Ω_1 skorost~ voln men~xe, qem v verhnem poluprostranstve Ω_0, t.e. k_1 > k_0. Razrezy na ploskosti kompleksnogo peremennogo ξ = k_0ζ_0 v formulah (3.3), (3.5) raspolaga¸tsØ, kak i v rabote [1]. Asimptotika funkcii Grina G_1 pri kr ≫ 1, kr^′ ≪ 1 zapixetsØ v sledu¸wem vide:

G_1(r, φ; r^′, φ^′) = e^{i(k0r−3π/4)} √ 2πk_0r ×

× sin φe^{−ik0h sin φ}e^{ik1h} s_{1− k20k2} 1 cos2 φ[ 1 ∓ e^{2ik1h1} s_{1− k20k2} 1 cos2 φ]

sin φ[1 ∓ E^2] +^{μ0(ε0)k1}_{μ1(ε1)k0} √ 1 −^{k20}_{k21} cos^2 φ[1 ± E^2]

, (6.1) gde E^2 = e^{2ik1(h+h1 )}

s_{1− k20} k2 1 cos2 φ

. (6.2) Oboznaqim znamenateli formul (6.1), (2.11) ili (2.12) qerez Δ(φ), Δ(φ_0) sootvetstvenno:

Δ(φ) = sin φ[1 ∓ E^2] + μ_0(ε_0)k_1 μ_1(ε_1)k_0 √ 1 − k^2_0 k^2_1 cos^2 φ[1 ± E^2], (6.3)

Δ(φ_0) = sin φ_0[1 ∓ E^2_1 ] + μ_0(ε_0)k_1 μ_1(ε_1)k_0 √ 1 − k^2_0 k^2_1 cos^2 φ_0[1 ± E^2_1 ]. (6.4)

Mnoßiteli μ_0k_1 μ_1k_0 , ε_0k_1 ε_1k_0

DIFRAKCI˚ PLOSKIH �LEKTROMAGNITNYH VOLN 97 vyrazØtsØ qerez impedans g granicy razdela Γ_{01} : y = h dlØ dvuh polØrizaciæ ⊥ i ‖ po formulam

μ_0k_1 μ_1k_0 = √ μ_0ε_1 μ_1ε_0 = g_⊥, ε_0k_1 ε_1k_0 = √ μ_1ε_0 μ_0ε_1

= g_‖. (6.5)

Togda funkciØ Grina G_1 (6.1) perepixetsØ v vide

G_1(r, φ; r^′, φ^′) = e^{i(k0r−3π/4)} √ 2πk_0r ×

× sin φe^{−ik0h sin φ}e^{ik1h} s_{1− k20k2} 1 cos2 φ[ 1 ∓ e^{2ik1h1} s_{1− k20k2} 1 cos2 φ]

sin φ[1 ∓ E^2] + g_⊥(g_‖) √ 1 −^{k20}_{k21} cos^2 φ[1 ± E^2]

, (6.6)

a funkciØ u^0_1 imeet sledu¸wee vyraßenie v kruge radiusa |r^′| 6 a u^0_1(r^′, φ^′) = 2e^{−ik0h sin φ0} e^{ik1h} s_{1− k20} k2 1 cos2 φ0

sin φ_0 Δ(φ_0) ×

× [ e^{−ik1r0 cos(φ1−φ0)} ∓ e^{−ik1r0 cos(φ1+φ0 )}e^{2ik1h1} s_{1− k20} k2 1 cos2 φ0 ]

. (6.7)

My rassmatrivaem malu¸ neodnorodnost~, dlØ kotoroæ kr^′ ≪ 1. Formula (6.7) uprostitsØ i dast bolee prostoe rexenie dlØ polØ v sloe. �to rexenie ne budet zaviset~ ot peremennyh r^′ i φ^′:

u^0_1 = 2e^{−ik0h sin φ0} e^{ik1h} s_{1− k20} k2 1 cos2 φ0

sin φ_0 Δ(φ_0) ×

× [ 1 ∓ e^{2ik1h1} s_{1− k20k2} 1 cos2 φ0 ]

. (6.8)

§7. DifrakcionnaØ dobavka ot neodnorodnosti, pomewennoæ v sloæ

PodstavlØØ (6.6), (6.8) v formulu (5.7) dlØ pervoæ iteracii funkcii U , my poluqim dobavoqnoe slagaemoe ot neodnorodnosti k rexeni¸ zadaqi otraßeniØ ploskoæ volny ot sloØ glubiny

98 N. ˚. KIRPIQNIKOVA, V. B. FILIPPOV

h + h_1. �ta dobavka predstavlØet soboæ cilindriqesku¸ volnu, rasseiva¸wu¸sØ ot neodnorodnosti s nekotoroæ diagrammoæ napravlennosti.

Vvedem oboznaqeniØ, soglasovannye s rabotoæ [1]. Pust~ qerez T_{01}(φ_0), T_{10}(φ) budut oboznaqeny kofffficienty prohoßdeniØ iz verhneæ sredy v sloæ i sootvetstvenno obratno:

T_{01}(φ_0) = e^{−ik0h sin φ0} e^{ik1h} s_{1−k20} k2 1 cos2 φ0

sin φ_0 Δ(φ_0) ×

× [ 1∓e^{2ik1h1} s_{1−k20} k2 1 cos2 φ0 ]

. (7.1)

T_{10}(φ) = e^{−ik0h sin φ}e^{ik1h} s_{1− k20k2} 1 cos2 φ

sin φ Δ(φ) ×

× [ 1 ∓ e^{2ik1h1} s_{1− k20} k2 1 cos2 φ]

. (7.2)

Privedem formuly difrakcionnoæ dobavki k rexeni¸ zadaqi otraßeniØ fflektromagnitnoæ ploskoæ volny polØrizovannoæ kak perpendikulØrno, tak i parallel~no ploskosti padeniØ volny. RasseØnie fflektromagnitnoæ ploskoæ volny polØrizovannoæ perpendikulØrno (parallel~no) ploskosti padeniØ ot neodnorodnosti v sloe daetsØ formuloæ

U^1_{E(H)}(r, φ) = μ_0(ε_0) μ_1(ε_1) ( μ_1ε_1 μ_2ε_2

− 1)π(k_2a)^2 2e^{i(k0r−3π/4)} √ 2πk_0r F (φ_0, φ), (7.3)

gde diagramma napravlennosti F (φ_0, φ) ravna

F (φ_1, φ) = T_{01}(φ_0)T_{10}(φ). (7.4)

V formulah (7.1)–(7.4) prosleßivaetsØ simmetriØ otnositel~no uglov φ_0 i φ, tak kak

k_0 cos φ_0 = k_1 cos φ_1, sin φ_1 = √ 1 − k^2_0 k^2_1 cos^2 φ_0, sin φ_0 = √ 1 − k^2_1 k^2_0 cos^2 φ_1.

DifrakcionnaØ dobavka (7.3) mala vvidu togo, qto ona soderßit dva malyh mnoßitelØ (k_2a)^2, k_2a ≪ 1 i (k_0r)^{−1/2}, k_0r ≫ 1.

DIFRAKCI˚ PLOSKIH �LEKTROMAGNITNYH VOLN 99 Esli sravnivat~ rasseØnie ploskoæ fflektromagnitnoæ volny ot neodnorodnosti v neograniqennom prostranstve s rasseØniem fftoæ volny ot neodnorodnosti v sloe, to kaqestvennaØ kartina sohranitsØ. Neodnorodnost~ budet izluqat~ kak toqeqnyæ istoqnik, mownost~ kotorogo proporcional~na plowadi seqeniØ fftoæ neodnorodnosti i skaqkam difflektriqeskoæ i magnitnoæ pronicaemosteæ na granicah razdelov.

Izmenilis~ koliqestvennye harakteristiki rasseivaemogo polØ. Tak skaqki difflektriqeskih i magnitnyh pronicaemosteæ v zadaqe difrakcii na neodnorodnosti v otsutstvii sloØ ε_2 − ε_1(μ_2 − μ_1) zamenØtsØ na skaqok kvadrata skorosteæ v sloe i v neodnorodnosti ε_2μ_2 − ε_1μ_1. Prisutstvie sloØ skaßetsØ i v diagramme napravlennosti.

Literatura

1. V. B. Filippov, N. ˚. Kirpiqnikova, DifrakciØ fflektromagnitnyh

voln na malyh neodnorodnostØh. — Zap. nauqn. semin. POMI 257

(1999), 304–322.

2. V. A. Fok, Problemy difrakcii i rasprostraneniØ fflektromagnitnyh

voln. Izd-vo “Sovetskoe radio,” M. (1970).

3. F. Frank i R. Mizes, Differencial~nye i integral~nye uravneniØ ma-

tematiqeskoæ fiziki. ONTI GROTL, L.-M. (1937).

4. G. I. Makarov, V. V. Novikov, TeoriØ rasprostraneniØ radiovoln. — V sb.: 1-aØ Vseso¸znaØ xkola-seminar po difrakcii i rasprostraneni¸ voln. Izd. AN SSSR, Palanga, (1968) 242–304.

Kirpichnikova N. Ya., Philippov V. B. Diffraction of plane electromagnetic waves on a small inhomogeneity in a layer.

The problem of the diffraction of the electromagnetic plane wave, scattered on a small inhomogeneity in a layer is investigated. The inhomogeneity is supposed to be a circular cylinder, radius of which is small in comparision with the length of the falling wave. It is proved that the small inhomogeneity radiates as a point source, the power of wich is proportional to the cross-section area and the jumps of the dielectric and magnetic constants on the interfaces.

Postupilo 25 noØbrØ 2000 g.

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN